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Úvod

Milé čtenářky, milí čtenáři,
Rádi bychom na tomto místě také poděkovali za podporu z Fondu rozvoje MU, s jejíž

pomocí tento dokument vznikl.
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II. 2. Metoda největšího spádu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 402

II. 3. Newtonova metoda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 428
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Kapitola I.
Základy konvexní analýzy

I. 1. Opakování a úvod

Definice 1.1.1.

Necht’ f : D( f ) ⊆ Rn → R a M ⊆ D( f ). Bod x∗ ∈ M nazveme bodem lokálního
minima funkce f na (vzhledem k) množině M (neboli vázaným minimem), jestliže existuje
okolí O(x∗) bodu x∗ takové, že f (x∗) ≤ f (x) pro všechna x ∈ O(x∗) ∩M. Podobně
bod x̂ ∈ M nazveme bodem lokálního maxima funkce f na (vzhledem k) množině M (ne-
boli vázaným maximem), jestliže existuje okolí O(x̂) bodu x̂ takové, že f (x̂) ≥ f (x)
pro všechna x ∈ O(x̂) ∩ M. Jsou-li předchozí nerovnosti ostré, hovoříme o ostrých
vázaných extrémech.

Věta 1.1.2.

Necht’ funkce n proměnných f , g1, . . . , gm mají spojité parciální derivace prvního řádu
na otevřené množině U ⊂ Rn, kde 1 ≤ m ≤ n. Uvažme množinu M danou systémem
rovností jako

M := {x ∈ Rn | g1(x) = 0}∩ . . .∩{x ∈ Rn | gm(x) = 0} =

=

m⋂
i=1

{x ∈ Rn | gi(x) = 0} ⊆ U,

přičemž vektory grad g1(x), . . . , grad gm(x) jsou lineárně nezávislé pro všechny body
x ∈ M, tj. Jacobiho matice

DG(x) =


∂g1
∂x1

(x) · · · ∂g1
∂xn

(x)
... . . . ...

∂gm
∂x1

(x) · · · ∂gm
∂xn

(x)


má plnou hodnost (tj. m). Je-li bod x∗ ∈ M lokálním extrémem funkce funkce f na
množině M, pak existují čísla λ1, . . . , λm ∈ R (tzv. Lagrangeovy multiplikátory) taková,
že x∗ je stacionárním bodem Lagrangeovy funkce

L(x, λ) = f (x) +
m

∑
i=1

λi gi(x),
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2 I. Základy konvexní analýzy

tj. gradx L(x∗, λ) = 0 neboli

∂ f
∂xj

(x∗)−
m

∑
i=1

λi
∂gi

∂xj
(x∗) = 0, j = 1, . . . , n.

Předchozí tvrzení udává nutnou podmínku pro vázané extrémy. K tomu, aby bod x∗

byl vázaným extrémem funkce f , není nutné, aby x∗ byl také (klasickým) lokálním extré-
mem Lagrangeovy funkce vzhledem k x, tedy zejména aby matice ∇2

xL(x∗, λ) byla pozi-
tivně/negativně definitní (toto je sice postačující, ale velmi silný požadavek). Následující
věta obsahuje postačující podmínku pro ostrý vázaný extrémem.

Věta 1.1.3.

Necht’ funkce n proměnných f , g1, . . . , gm mají spojité parciální derivace druhého řádu
na otevřené množině U ⊂ Rn, kde 1 ≤ m ≤ n. Uvažme množinu M danou systémem
rovností jako

M := {x ∈ Rn | g1(x) = 0}∩ . . .∩{x ∈ Rn | gm(x) = 0} =

=

m⋂
i=1

{x ∈ Rn | gi(x) = 0} ⊆ U,

přičemž vektory grad g1(x), . . . , grad gm(x) jsou lineárně nezávislé pro všechna x ∈
M. Jestliže pro bod x∗ ∈ M existují λ1, . . . , λm ∈ R taková, že platí následující pod-
mínky

(i) Lagrangeova funkce

L(x, λ) = f (x) +
m

∑
i=1

λi gi(x)

má v bodě x∗ stacionární bod, tj. gradx L(x∗, λ) = 0,

(ii) Hessova matice ∇2
xL(x∗, λ) je pozitivně (negativně) definitní na podprostoru

Ker DG(x∗) = Lin{grad g1(x∗), . . . , grad gm(x∗)}⊥ =

=
⋂m

i=1
{x ∈ Rn | x⊥ grad gi(x∗)} = {x ∈ Rn | DG(x∗) x = 0},

tj. h>∇2
xL(x∗, λ)h > (<)0 pro všechny vektory h ∈ Ker DG(x∗)K{0},

pak má funkce f v bodě x∗ ostré lokální minimum (maximum) na množině M.

Jestliže matice ∇2
xL(x∗, λ) je indefinitní na Ker DG(x∗), pak extrém v bodě x∗ nena-

stává, zatímco v případě pouhé semidefinitnosti matice ∇2
xL(x∗, λ) nemůžeme s pomocí

uvedených tvrzení rozhodnout.

© Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek 16. prosince 2020



I. 1. Opakování a úvod 3

Příklad 1.1.1.

Určete lokální extrémy funkce

f (x, y) =
√

3x− y + 2 na množině M = {[x, y] ∈ R2 | x2 + 2x + y2 = 0}.

Řešení. Nejdříve ověříme, zda jsou splněny požadavky Věty 1.1.2 s nutnými podmínkami
pro vázané extrémy. Spojitost parciálních derivací funkce f i funkce g(x, y) = x2 + 2x +

y2 je zřejmá a současně Jacobiho matice DG(x, y) = Dg(x, y) =
(
2x + 2, 2y

)
má plnou

hodnost na množině M, nebot’ tento požadavek je porušen pouze v bodě [−1, 0] 6∈ M
(v tomto bodě je DG(−1, 0) = (0, 0)). To znamená, že vázané extrémy stačí hledat pouze
mezi stacionárními body Lagrangeovy funkce

L(x, y, λ) =
√

3x− y + 2 + λ(x2 + 2x + y2).

Dostáváme tedy soustavu (třetí podmínka je spíše z definice množiny M, ačkoli totéž zís-
káme derivováním podle λ)

Lx(x, y, λ) =
√

3 + 2λx + 2λ = 0, Ly(x, y, λ) = −1 + 2λy = 0, x2 + 2x + y2 = 0.

Z první i druhé rovnice je zřejmé, že nutně platí λ 6= 0. Potom z první rovnice máme
x = −

√
3/(2λ)− 1 a ze druhé rovnice y = 1/(2λ), což po dosazení do třetí rovnice dává(

−
√

3
2λ
− 1
)2

+ 2
(
−
√

3
2λ
− 1
)
+

(
− 1

2λ

)2

= 0 ⇐⇒ 1
λ2 = 1 ⇐⇒ λ = ±1.

Nalezli jsme tedy dva stacionární body [−(
√

3 + 2)/2, 1/2] s λ = 1 a [(
√

3− 2)/2,−1/2]
s λ = −1. Nyní se pomocí podmínek druhého řádu z Věty 1.1.3 pokusíme rozhodnout,
zda v některém z těchto stacionárních bodů nastává vázaný extrém. Parciální derivace
druhého řádu Lagrangeovy funkce jsou

Lxx(x, y, λ) = 2λ, Lxy(x, y, λ) = 0, Lyy(x, y, λ) = 2λ,

takže Hessova matice Lagrangeovy funkce vzhledem k proměnným x, y je rovna

∇2
(x,y)L(x, y, λ) =

(
2λ 0
0 2λ

)
.

Pro bod [−(
√

3 + 2)/2, 1/2] s λ = 1 dostáváme matici

∇2
(x,y)L(−(

√
3 + 2)/2, 1/2, 1) =

(
2 0
0 2

)
.

Protože tato matice je pozitivně definitní (pro všechny vektory h ∈ R2, takže nutně i pro
vektory h ∈ Ker DG(−(

√
3 + 2)/2, 1/2)), je tento bod vázaným minimem s hodnotou

f (−(
√

3 + 2)/2, 1/2) = −
√

3.
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4 I. Základy konvexní analýzy

Pro bod [(
√

3− 2)/2,−1/2] s λ = −1 dostáváme matici

∇2
(x,y)L((

√
3− 2)/2,−1/2,−1) =

(
−2 0
0 −2

)
.

Protože tato matice je negativně definitní (pro všechny vektory h ∈ R2, takže nutně i pro
vektory h ∈ Ker DG((

√
3 − 2)/2,−1/2)), je tento bod vázaným maximem s hodnotou

f ((
√

3− 2)/2,−1/2) = 4−
√

3.

Všimněte si také, že množina M je kompaktní (kružnice) a funkce f je spojitá na M,
takže na této množině existují globální extrémy funkce f , kterými jsou právě vypočtené
vázané extrémy. N

© Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek 16. prosince 2020



I. 1. Opakování a úvod 5

Příklad 1.1.2.

Určete lokální extrémy funkce

f (x, y) = 2x− 3y na množině M = {[x, y] ∈ R2 | x2 + y2 = 25}.

Řešení. Před samotným počítáním opět nejprve ověříme, zda jsou splněny požadavky
Věty 1.1.2 s nutnými podmínkami pro vázané extrémy. Parciální derivace funkcí f (x, y) =
2x− 3y a g(x, y) = x2 + y2 − 25 jsou jistě spojité. Jacobiho matice DG(x, y) = Dg(x, y) =
(2x, 2y) má na množině M plnou hodnost, tento požadavek je porušen pouze v bodě
[0, 0] /∈ M. To znamená, že vázané extrémy stačí hledat pouze mezi stacionárními body
Lagrangeovy funkce, která je ve tvaru

L(x, y, λ) = 2x− 3y + λ(x2 + y2 − 25).

Podmínky získané parciálním derivováním Lagrangeovy funkce jsou

Lx : 2 + 2λx = 0, (1.1.1)

Ly : −3 + 2λy = 0, (1.1.2)

k těmto podmínkám ještě doplníme podmínku z definice množiny M, tj.

x2 + y2 − 25 = 0. (1.1.3)

Rovnice (1.1.1) - (1.1.3) tvoří hledanou soustavu. Z (1.1.1) a (1.1.2) je zřejmé, že platí λ 6= 0.
Z těchto rovnic si vyjádříme x a y jako

x = − 1
λ

a y =
3

2λ
.

Nyní nalezené hodnoty dosadíme do (1.1.3), čímž získáme(
− 1

λ

)2

+

(
3

2λ

)2

− 25 = 0, neboli 13− 100λ2 = 0.

Pro Lagrangeův multiplikátor λ tedy máme

λ = ±
√

13
10

,

celkově tak máme 2 stacionární body Lagrangeovy funkce, a to [−10/
√

13, 15/
√

13] s mul-
tiplikátorem λ =

√
13

10 a [10/
√

13,−15/
√

13] s multiplikátorem λ = −
√

13
10 . Nyní se pomocí

podmínek druhého řádu z Věty 1.1.3 pokusíme rozhodnout, zda v některém z těchto sta-
cionárních bodů nastává vázaný extrém. Parciální derivace druhého řádu Lagrangeovy
funkce jsou

Lxx = 2λ, Lxy = 0, Lyy = 2λ.

16. prosince 2020 © Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek



6 I. Základy konvexní analýzy

Hessova matice Lagrangeovy funkce je tedy

∇2(L(x, y, λ)) =

(
2λ 0
0 2λ

)
.

Pro bod [−10/
√

13, 15/
√

13] s multiplikátorem λ =
√

13
10 dostáváme matici

∇2(L(x, y, λ)) =

( √
13
5 0

0
√

13
5

)
,

která je pozitivně definitní. Tento bod je proto vázaným minimem s funkční hodnotou
f (−10/

√
13, 15/

√
13) = −5

√
13.

Pro bod [10/
√

13,−15/
√

13] s multiplikátorem λ = −
√

13
10 dostáváme matici

∇2(L(x, y, λ)) =

(
−
√

13
5 0

0 −
√

13
5

)
,

která je negativně definitní. Tento bod je proto vázaným maximem s funkční hodnotou
f (10/

√
13,−15/

√
13) = 5

√
13.

Čtenář si může povšimnout, že množina M (kružnice se středem v počátku a polomě-
rem 5) je kompaktní a funkce f je spojitá. Z teorie víme, že na této množině tak existují
globální extrémy funkce f , kterými jsou námi vypočítané vázané extrémy. N

© Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek 16. prosince 2020



I. 1. Opakování a úvod 7

Příklad 1.1.3.

Určete lokální extrémy funkce

f (x, y) = x2 + 2xy + y2 na množině M = {[x, y] ∈ R2 | 3x2 + y2 = 9}.

Řešení. Před samotným počítáním opět nejprve ověříme, zda jsou splněny požadavky
Věty 1.1.2 s nutnými podmínkami pro vázané extrémy. Parciální derivace funkcí f (x, y) =
x2 + 2xy + y2 a g(x, y) = 3x2 + y2 − 9 jsou jistě spojité. Jacobiho matice DG(x, y) =

Dg(x, y) = (6x, 2y) má na množině M plnou hodnost, tento požadavek je porušen pouze
v bodě [0, 0] /∈ M. To znamená, že vázané extrémy stačí hledat pouze mezi stacionárními
body Lagrangeovy funkce, která je ve tvaru

L(x, y, λ) = x2 + 2xy + y2 + λ(3x2 + y2 − 9).

Podmínky získané parciálním derivováním Lagrangeovy funkce jsou

Lx : 2x + 2y + 6λx = 0, (1.1.4)

Ly : 2x + 2y + 2λy = 0, (1.1.5)

k těmto podmínkám ještě doplníme podmínku z definice množiny M, tj.

3x2 + y2 − 9 = 0. (1.1.6)

Rovnice (1.1.4) - (1.1.6) tvoří hledanou soustavu. Odečtením rovnice (1.1.5) od (1.1.4) do-
staneme

6λx− 2λy = 0.

V případě, že se λ 6= 0, tak víme, že platí 3x = y, což nyní dosadíme do (1.1.6), čímž
získáme

3x2 + 9x2 − 9 = 0, neboli x = ±
√

3
2

,

příslušná y jsou poté

y = ±3
√

3
2

.

Nyní z rovnice (1.1.4) dopočítáme hodnotu λ jako

λ =
−2x− 2y

6x
=
−2x− 6x

6x
= −4

3
,

a to nezávisle na hodnotě x a y.
V případě, že by λ = 0, jde v podstatě o hledání volného extrému funkce. V této situaci

řešíme soustavu

2x + 2y = 0

3x2 + y2 = 9,

16. prosince 2020 © Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek



8 I. Základy konvexní analýzy

kterou vyřešíme např. dosazením x = −y do druhé rovnice, z čehož po úpravě získáme

y = ±3
2

, a tedy x = ∓3
2

.

Tento bod je stacionárním bodem zadané funkce (ne pouze na množině).
Celkem tak máme 4 stacionární body Lagrangeovy funkce, a to

[
√

3/2, 3
√

3/2] a [−
√

3/2,−3
√

3/2]

s multiplikátorem λ = −4/3 a

[3/2,−3/2] a [−3/2, 3/2]

s multiplikátorem λ = 0.
Nyní se pomocí podmínek druhého řádu z Věty 1.1.3 pokusíme rozhodnout, zda v ně-

kterém z těchto stacionárních bodů nastává vázaný extrém. Parciální derivace druhého
řádu Lagrangeovy funkce jsou

Lxx = 2 + 6λ, Lxy = 2, Lyy = 2 + 2λ.

Hessova matice Lagrangeovy funkce je tedy

∇2(L(x, y, λ)) =

(
2 + 6λ 2

2 2 + 2λ

)
.

Pro body [
√

3/2, 3
√

3/2] a [−
√

3/2,−3
√

3/2] s multiplikátorem λ = −4/3 dostáváme
matici

∇2(L(x, y, λ)) =

(
−6 2
2 −2

3

)
,

která je negativně semidefinitní. Proto potřebujeme nyní určit

Ker DG(±
√

3/2,±3
√

3/2) = Ker(±3
√

3,±3
√

3).

Pokud vektor h ∈ R2 patří do Ker DG(±
√

3/2,±3
√

3/2) = Ker(±3
√

3,±3
√

3), pak
nutně platí h = (t,−t)T = t(1,−1)T pro libovolné t ∈ R. Potom pro tyto vektory máme

hT∇2(L(±
√

3/2,±3
√

3/2,−4/3))h = t2(1,−1)

(
−6 2
2 −2

3

)(
1
−1

)
= −32

3
t2,

z čehož plyne hT∇2(L(±
√

3/2,±3
√

3/2,−4/3))h < 0 pro všechna t 6= 0, tj. pro libo-
volný vektor h ∈ Ker DG(±

√
3/2,±3

√
3/2)K{0}. Tyto body jsou proto vázanými ma-

ximy s funkční hodnotou f = 12.
Pro body [3/2,−3/2] a [−3/2, 3/2] s multiplikátorem λ = 0 dostáváme matici

∇2(L(x, y, λ)) =

(
2 2
2 2

)
,

© Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek 16. prosince 2020



I. 1. Opakování a úvod 9

která je pozitivně semidefinitní. Proto potřebujeme nyní určit Ker DG(±3/2,∓3/2) =

Ker(±9,∓3). Pokud vektor h ∈ R2 patří do Ker DG(±3/2,∓3/2) = Ker(±9,∓3), pak
nutně platí h = (t, 3t)T = t(1, 3)T pro libovolné t ∈ R. Potom pro tyto vektory máme

hT∇2(L(±9,∓3, 0))h = t2(1, 3)

(
2 2
2 2

)(
1
3

)
= 32t2,

z čehož plyne hT∇2(L(±9,∓3, 0))h > 0 pro všechna t 6= 0, tj. pro libovolný vektor h ∈
Ker DG(±0,∓3)K{0}. Tyto body proto představují vázaná minima s funkční hodnotou
f = 0.

Čtenář si může povšimnout, že množina M je kompaktní a funkce f je spojitá. Z te-
orie víme, že na této množině tak existují globální extrémy funkce f , kterými jsou námi
vypočítané vázané extrémy. N

16. prosince 2020 © Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek



10 I. Základy konvexní analýzy

Příklad 1.1.4.

Pro a, b > 0 určete lokální extrémy funkce

f (x, y) =
ax2

2
+

by2

2
na množině M = {[x, y] ∈ R2 | x3 + y3 = 1}.

Řešení. Před samotným počítáním opět nejprve ověříme, zda jsou splněny požadavky
Věty 1.1.2 s nutnými podmínkami pro vázané extrémy. Parciální derivace funkcí f (x, y) =
ax2

2 + by2

2 , tj. fx = ax, fy = by, a g(x, y) = x3 + y3 − 1, tj. gx = 3x2, gy = 3y2, jsou
jistě spojité. Jacobiho matice DG(x, y) = Dg(x, y) = (3x2, 3y2) má na množině M plnou
hodnost, nebot’ tento požadavek je porušen pouze v bodě [0, 0] /∈ M (v tomto bodě je
DG(0, 0) = (0, 0)). To znamená, že vázané extrémy stačí hledat pouze mezi stacionárními
body Lagrangeovy funkce, která je ve tvaru

L(x, y, λ) =
ax2

2
+

by2

2
+ λ(x3 + y3 − 1).

Podmínky získané parciálním derivováním Lagrangeovy funkce jsou

Lx : ax + 3λx2 = 0, (1.1.7)

Ly : by + 3λy2 = 0, (1.1.8)

k těmto podmínkám ještě doplníme podmínku z definice množiny M, tj.

x3 + y3 − 1 = 0. (1.1.9)

Rovnice (1.1.7) - (1.1.9) tvoří hledanou soustavu rovnic o 3 neznámých. Z (1.1.7) vytknutím
x dostaneme

x(a + 3λx) = 0,

musí tedy platit bud’ x = 0 nebo x = −a/(3λ). Z (1.1.8) obdobně získáme

y(b + 3λy) = 0,

musí tedy platit bud’ y = 0 nebo y = −b/(3λ). Bod [0, 0] jistě nesplňuje (1.1.9), uvažu-
jeme proto pouze body ve tvaru P1 = [−a/(3λ),−b/(3λ)], P2 = [−a/(3λ), 0] a P3 =

[0,−b/(3λ)]. Dosadíme-li bod P1 do (1.1.9), dostaneme

− a3

27λ3 −
b3

27λ3 = 1, neboli λ3 = − a3 + b3

27
.

Hodnota multiplikátoru je tedy

λ = −
√

a3 + b3

3
< 0,
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I. 1. Opakování a úvod 11

souřadnice bodu P1 tak můžeme zapsat také jako P1 =
[

a√
a3+b3 , b√

a3+b3

]
.

Pro bod P2 z (1.1.9) obdržíme

− a3

27λ3 = 1, neboli λ3 = − a3

27
,

a tedy λ = − a
3 < 0. Dosazením do souřadnic bodu P2 dostaneme P2 = [1, 0].

Pro bod P3 postupujeme obdobně. Z (1.1.9) obdržíme

− b3

27λ3 = 1, neboli λ3 = − b3

27
,

a tedy λ = − b
3 < 0. Dosazením do souřadnic bodu P3 dostaneme P3 = [0, 1].

Máme tedy tři stacionární body. Obdobně jako v jiných příkladech můžeme nyní uva-
žovat Weierstrassovu větu, nebot’ množina M je uzavřená a ohraničená a spojitá funkce na
ní tedy jistě nabývá svých extrémů.

Nyní se pomocí podmínek druhého řádu z Věty 1.1.3 pokusíme rozhodnout, ve kte-
rých z nalezených stacionárních bodů nastávají extrémy. Parciální derivace druhého řádu
Lagrangeovy funkce zapíšeme do Hessovy matice, která je ve tvaru

∇2(L(x, y, λ)) =

(
a + 6λx 0

0 b + 6λy

)
.

Tato matice je pro bod P1 =
[

a√
a3+b3 , b√

a3+b3

]
s multiplikátorem λ = −

√
a3+b3

3 ve tvaru

∇2(L(P1)) =

(
−a 0
0 −b

)
.

Tato matice je negativně definitní, daný stacionární bod je tedy vázaným maximem.
Nyní ověříme další bod, a to P2 = [1, 0] s λ = − a

3 . Hessova matice v tomto bodě je

∇2(L(P2)) =

(
−a 0
0 b

)
.

Tato matice je indefinitní, nebot’ −a < 0 a determinant celé matice je také záporný. Nyní
proto potřebujeme určit její definitnost na

Ker DG(1, 0) = Ker(3, 0).

Pokud vektor h ∈ R2 patří do Ker DG(1, 0) = Ker(3, 0), pak nutně platí h = (0, t)T =

t(0, 1)T pro libovolné t ∈ R. Potom pro tyto vektory máme

hT∇2
(

L
(

1, 0,− a
3

))
h = t2(0, 1)

(
−a 0
0 b

)(
0
1

)
= t2(0, b)

(
0
1

)
= b > 0,
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12 I. Základy konvexní analýzy

z čehož plyne hT∇2 (L (P2,−a/3)) h > 0 pro všechna t 6= 0, tj. pro libovolný vektor h ∈
Ker DG(0, 1)K{0}. Tento bod je proto vázaným minimem s funkční hodnotou f = a/2.

Zbývá nám ověřit poslední stacionární bod, kterým je P3 = [0, 1] s λ = − b
3 . Hessova

matice v tomto bodě je

∇2(L(P2)) =

(
a 0
0 −b

)
.

Tato matice je indefinitní, nebot’ a > 0 a determinant celé matice je záporný. Nyní proto
potřebujeme určit její definitnost na

Ker DG(0, 1) = Ker(0, 3).

Pokud vektor h ∈ R2 patří do Ker DG(0, 1) = Ker(0, 3), pak nutně platí h = (t, 0)T =

t(1, 0)T pro libovolné t ∈ R. Potom pro tyto vektory máme

hT∇2
(

L
(

0, 1,−b
3

))
h = t2(1, 0)

(
a 0
0 −b

)(
1
0

)
= t2(a, 0)

(
1
0

)
= a > 0,

z čehož plyne hT∇2 (L (P3,−b/3)) h > 0 pro všechna t 6= 0, tj. pro libovolný vektor h ∈
Ker DG(0, 1)K{0}. Tento bod je proto také vázaným minimem s funkční hodnotou f =

b/2. N
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Příklad 1.1.5.

Určete lokální extrémy funkce

f (x, y) = ln(1 + x2)− y na množině M = {[x, y] ∈ R2 | (1 + x2)2 + y2 = 4}.

Řešení. Stejně jako v předchozích příkladech si nejprve ověříme, zda jsou splněny poža-
davky Věty 1.1.2 s nutnými podmínkami pro vázané extrémy. Parciální derivace funkcí
f (x, y) = ln(1 + x2) − y, tj. fx = 2x

(1+x2)
, fy = −1, a g(x, y) = (1 + x2)2 + y2 − 4, tj.

gx = 4x(1 + x2), gy = 2y, jsou jistě spojité. Jacobiho matice DG(x, y) = Dg(x, y) =

(4x(1 + x2), 2y) má na množině M plnou hodnost, nebot’ tento požadavek je porušen
pouze v bodě [0, 0] /∈ M (v tomto bodě je DG(0, 0) = (0, 0)). To znamená, že vázané ex-
trémy stačí hledat pouze mezi stacionárními body Lagrangeovy funkce, která je ve tvaru

L(x, y, λ) = ln(1 + x2)− y + λ((1 + x2)2 + y2 − 4).

Podmínky získané parciálním derivováním Lagrangeovy funkce jsou

Lx :
2x

1 + x2 + 4λx(1 + x2) = 0, (1.1.10)

Ly : −1 + 2λy = 0, (1.1.11)

k těmto podmínkám ještě doplníme podmínku z definice množiny M, tj.

(1 + x2)2 + y2 − 4 = 0. (1.1.12)

Rovnice (1.1.10) - (1.1.12) tvoří hledanou soustavu rovnic o 3 neznámých. Z (1.1.11) vidíme,
že platí λ 6= 0, y proto můžeme vyjádřit jako

y =
1

2λ.

Z rovnice (1.1.10) dostaneme roznásobením

2x + 4λx(1 + 2x2 + x4) = 0, neboli 2x(1 + 2λ(1 + 2x2 + x4)) = 0.

Musí tedy platit bud’ x = 0 nebo

1 + 2λ(1 + 2x2 + x4) = 0, z čehož plyne 2λx4 + 4λx2 + 2λ + 1 = 0.

Tuto rovnici vyřešíme substitucí z = x2, máme tak rovnici

2λz2 + 4λz + 2λ + 1 = 0,

kterou řešíme již klasicky. Diskriminant je

D = 16λ2 − 4(2λ(2λ + 1)) = −8λ,
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14 I. Základy konvexní analýzy

musí tedy platit λ ≤ 0. Kořeny rovnice jsou

z =
−4λ±

√
−8λ

4λ
= −1±

√
−2λ

2λ
= −1±

√
−1
2λ

.

Hledané x je pak

x = ±

√
−1 +

√
−1
2λ

.

Vzhledem k tomu, že λ ≤ 0 uvažujeme pod odmocninou pouze znaménko plus.
Z tohoto výpočtu jsme získali stacionární body ve tvaru

[0, 1/(2λ)] a

±
√
−1 +

√
−1
2λ

, 1/(2λ)

 ,

přičemž hodnoty dopočítáme z (1.1.12) a víme, že pro body s nenulovým x je λ ≤ 0.
Nyní se zaměříme na stacionární body ve tvaru [0, 1/(2λ)], jejichž konkrétní hodnotu

dopočítáme z (1.1.12) jako

1 +
1

4λ2 − 4 = 0, z čehož plyne λ = ±
√

1
12

.

Stacionární body tak jsou

P1 =

[
0,

√
12
2

]
= [0,

√
3]

s multiplikátorem λ = 1/
√

12 a

P2 =

[
0,−
√

12
2

]
= [0,−

√
3]

s multiplikátorem λ = −1/
√

12.

Dále dopočítáme body ve tvaru

[
±
√
−1 +

√
−1
2λ , 1/(2λ)

]
, a to opět dosazením do

(1.1.12), kterým dostaneme1 +

±
√
−1 +

√
−1
2λ

2


2

+
1

4λ2 − 4 = 0, neboli

(√
−1
2λ

)2

+
1

4λ2 − 4 = 0.

Z této rovnice úpravou získáme postupně

− 1
2λ

+
1

4λ2 − 4 = 0, a tedy 16λ2 + 2λ− 1 = 0,

kořeny této rovnice jsou

λ1,2 =
−2±

√
68

32
= − 1

16
±
√

17
16

,
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I. 1. Opakování a úvod 15

přičemž λ = −1/16 +
√

17/16 > 0 a my pracujeme pouze s λ ≤ 0, máme tedy pouze
jedno řešení. Nyní již můžeme dopočítat hodnoty x a y, které jsou

x = ±

√√√√−1 +

√
−1

2(−1/16−
√

17/16)
= ±

√√√√−1 +

√
8

1 +
√

17
= ±

√√√√−1 +

√√
17− 1

2
,

y =
1

2λ
=

1
2(−1/16−

√
17/16)

= − 8
1 +
√

17
=

1−
√

17
2

.

Celkem tedy máme 4 stacionární body, a to

1. P1 = [0,
√

3] s λ1 = 1/
√

12,

2. P2 = [0,−
√

3] s λ2 = −1/
√

12,

3. P3 =

[√
−1 +

√√
17−1
2 , 1−

√
17

2

]
s λ3 = −1/16−

√
17/16,

4. P4 = −
[√
−1 +

√√
17−1
2 , 1−

√
17

2

]
s λ4 = −1/16−

√
17/16.

Obdobně jako v jiných příkladech můžeme nyní uvažovat Weierstrassovu větu, nebot’
množina M je uzavřená a ohraničená a spojitá funkce na ní tedy jistě nabývá svých ex-
trémů.

Nyní se pomocí podmínek druhého řádu z Věty 1.1.3 pokusíme rozhodnout, ve kte-
rých z nalezených stacionárních bodů nastávají extrémy. Parciální derivace druhého řádu
Lagrangeovy funkce zapíšeme do Hessovy matice, která je ve tvaru

∇2(L(x, y, λ)) =

(
2(1−x2)
(1+x2)2 + 12λx2 + 4λ 0

0 2λ

)
.

Tato matice je pro bod P1 = [0,
√

3] s λ1 = 1/
√

12 ve tvaru

∇2(L(P1)) =

(
2 + 2√

3
0

0 1√
3

)
.

Tato matice je pozitivně definitní, daný stacionární bod je tedy vázaným minimem.
Nyní ověříme další bod, a to P2 = [0,−

√
3] s λ2 = −1/

√
12. Hessova matice v tomto

bodě je

∇2(L(P2)) =

(
2− 2√

3
0

0 − 1√
3

)
.

Tato matice je indefinitní, nebot’ 2− 2/
√

3 > 0 a determinant celé matice je záporný. Nyní
proto potřebujeme určit její definitnost na

Ker DG(0,−
√

3) = Ker(0,−2
√

3).
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16 I. Základy konvexní analýzy

Pokud vektor h ∈ R2 patří do Ker DG(0,−
√

3) = Ker(0,−2
√

3), pak nutně platí h =

(t, 0)T = t(1, 0)T pro libovolné t ∈ R. Potom pro tyto vektory máme

hT∇2(L(0,−
√

3,−1/
√

12))h = t2(1, 0)

(
2− 2√

3
0

0 − 1√
3

)(
1
0

)
=

= t2(2− 2√
3

, 0)

(
1
0

)
= 2− 2√

3
> 0,

z čehož plyne hT∇2
(

L
(

P2,−1/
√

12
))

h > 0 pro všechna t 6= 0, tj. pro libovolný vektor

h ∈ Ker DG(0,−
√

3)K{0}. Tento bod je proto dalším vázaným minimem.

Dále ověříme P3 =

[√
−1 +

√√
17−1
2 , 1−

√
17

2

]
s λ3 = −1/16−

√
17/16. Hessova matice

v tomto bodě je

∇2(L(P3)) =

=

 4−
√

2(
√

17−1)√
17−1
2

− 3
4

(
1 +
√

17
)(
−1 +

√√
17−1
2

)
− 1

4(1 +
√

17) 0

0 −1/8−
√

17/8

 .
=

.
=

(
−1, 2788 0

0 −0, 64

)
.

Tato matice je negativně definitní, daný stacionární bod je tedy vázaným maximem.
Zbývá nám ověřit poslední stacionární bod, kterým je

P4 = −


√√√√−1 +

√√
17− 1

2
,

1−
√

17
2


s λ4 = −1/16−

√
17/16. Čtenář si jistě všimne, že tento bod se od předchozího liší pouze

ve znaménku u proměnné x. Vzhledem k tomu, že v Hessově matici vystupuje vždy pouze
x2 je tato matice pro tento bod stejná, jako pro bod P3. V tomto bodě tedy také nastává
vázané maximum. N
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I. 1. Opakování a úvod 17

Příklad 1.1.6.

Určete lokální extrémy funkce

f (x, y, z) = (x + y)2 + (y + z)2 na množině M = {[x, y, z] ∈ R3 | x + 2y + 3z = 1}.

Řešení. Před samotným počítáním nejprve ověříme, zda jsou splněny požadavky Věty 1.1.2
s nutnými podmínkami pro vázané extrémy. Parciální derivace funkcí f (x, y, z) = (x +

y)2 + (y + z)2, tj. fx = 2(x + y), fy = 2(x + y) + 2(y + z), fz = 2(y + z) a g(x, y, z) =

x + 2y + 3z− 1 jsou jistě spojité. Jacobiho matice DG(x, y, z) = Dg(x, y, z) = (1, 2, 3) má
na množině M plnou hodnost. To znamená, že vázané extrémy stačí hledat pouze mezi
stacionárními body Lagrangeovy funkce, která je ve tvaru

L(x, y, z, λ) = (x + y)2 + (y + z)2 + λ(x + 2y + 3z− 1).

Podmínky získané parciálním derivováním Lagrangeovy funkce jsou

Lx : 2x + 2y + λ = 0, (1.1.13)

Ly : 2x + 4y + 2z + 2λ = 0, (1.1.14)

Lz : 2y + 2z + 3λ = 0, (1.1.15)

k těmto podmínkám ještě doplníme podmínku z definice množiny M, tj.

x + 2y + 3z− 1 = 0. (1.1.16)

Rovnice (1.1.13) - (1.1.16) tvoří hledanou soustavu lineárních rovnic o 4 neznámých, kte-
rou vyřešíme např. Gaussovou eliminací následujícím způsobem. Jako první je v matici
zapsána rovnost pro omezení z množiny, následující rovnosti z parciálních derivací, tj.

1 2 3 0 1
2 2 0 1 0
2 4 2 2 0
0 2 2 3 0

 ∼


1 2 3 0 1
0 −2 −6 1 −2
0 0 −4 2 −2
0 2 2 3 0

 ∼


1 2 3 0 1
0 2 6 −1 2
0 0 2 −1 1
0 0 −4 4 −2

 ∼

∼


1 2 3 0 1
0 2 6 −1 2
0 0 2 −1 1
0 0 0 2 0

 .

Řešení této soustavy je proto bod [1/2,−1/2, 1/2] s multiplikátorem λ = 0. To znamená,
že jsme našli stacionární bod celé funkce (ne jen na části omezené množinou M). Z toho,
že jsme našli pouze 1 stacionární bod navíc víme, že funkce má pouze jeden extrém. Na
rozdíl od předchozích příkladů zde nemůžeme využít Weierstrassovu větu, nebot’ rovina
M je sice uzavřená, není ovšem ohraničená.
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18 I. Základy konvexní analýzy

Nyní se pomocí podmínek druhého řádu z Věty 1.1.3 pokusíme rozhodnout, zda v na-
lezeném stacionárním bodě nastává extrém. Parciální derivace druhého řádu Lagrangeovy
funkce zapíšeme do Hessovy matice, která je ve tvaru

∇2(L(x, y, z, λ)) =

 2 2 0
2 4 2
0 2 2

 .

Tato matice je na celém R3 pozitivně semidefinitní, nevíme tedy, zda se zde nachází ex-
trém. Potřebujeme proto nyní určit definitnost na podprostoru Ker DG(1/2,−1/2, 1/2) =
Ker(1, 2, 3). Pokud vektor h ∈ R3 patří do Ker(1, 2, 3), pak nutně platí h = (−2a− 3b, a, b)T,
kde a, b ∈ R jsou libovolné. Výraz −2a− 3b jsme získali z nutnosti

(1, 2, 3)

 h1

h2

h3

 = 0,

tj. musí platit h1 + 2h2 + 3h3 = 0, neboli h1 = −2h2 − 3h3. Vektor h můžeme též vyjádřit
jako

h =

 −2
1
0

 a +

 −3
0
1

 b =

 −2 −3
1 0
0 1

( a
b

)
.

Potom pro tyto vektory máme

hT∇2(L(1/2,−1/2, 1/2, 0))h =

=
(

a, b
)( −2 1 0
−3 0 1

) 2 2 0
2 4 2
0 2 2


 −2 −3

1 0
0 1

( a
b

)
=

=
(

a, b
)( 4 8

8 20

)(
a
b

)
.

Tato matice je pozitivně definitní pro libovolný vektor h ∈ Ker DG(1/2,−1/2, 1/2)K{0}.
Nalezený bod je proto lokálním vázaným minimem s hodnotou f (1/2,−1/2, 1/2) = 0.

N
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Příklad 1.1.7.

Určete lokální extrémy funkce

f (x, y, z) = xyz na množině M = {[x, y, z] ∈ R3 | xy + yz + xz = 3}.

Dokážete výsledek geometricky interpretovat?

Řešení. Před samotným počítáním nejprve ověříme, zda jsou splněny požadavky Věty 1.1.2
s nutnými podmínkami pro vázané extrémy. Parciální derivace funkcí f (x, y, z) = xyz, tj.
fx = yz, fy = xz, fz = xy a g(x, y, z) = xy + yz + xz− 3 jsou jistě spojité. Jacobiho matice
DG(x, y, z) = Dg(x, y, z) = (y + z, x + z, x + y) má na množině M plnou hodnost, nebot’
k jejímu porušení dojde pouze v bodě [0, 0, 0] /∈ M. To znamená, že vázané extrémy stačí
hledat pouze mezi stacionárními body Lagrangeovy funkce, která je ve tvaru

L(x, y, z, λ) = xyz + λ(xy + yz + xz− 3).

Podmínky získané parciálním derivováním Lagrangeovy funkce jsou

Lx : yz + λy + λz = 0, (1.1.17)

Ly : xz + λx + λz = 0, (1.1.18)

Lz : xy + λx + λy = 0, (1.1.19)

k těmto podmínkám ještě doplníme podmínku z definice množiny M, tj.

xy + yz + xz− 3 = 0. (1.1.20)

Rovnice (1.1.17) - (1.1.20) tvoří hledanou soustavu rovnic o 4 neznámých, kterou vyřešíme
např. následujícím způsobem. Jistě platí, že λ 6= 0, nebot’ v tomto případě by podmínky
z Lagrangeova principu splnil pouze bod [0, 0, 0], který ale, jak již víme, neleží v množině
M. Z (1.1.17) získáme vytknutím y rovnici

y(z + λ) = −λz, neboli y = − λz
z + λ

pro z 6= −λ. Z (1.1.18) obdobně dostaneme

x(z + λ) = −λz, neboli x = − λz
z + λ

pro z 6= −λ. Kdyby platilo z = −λ, muselo by platit též λ = 0 (z (1.1.17)), což jsme
vyloučili. Nyní tyto hodnoty dosadíme do (1.1.19), čímž dostaneme

λ2z2

(z + λ)2 −
λ2z

z + λ
− λ2z

z + λ
= 0, z čehož plyne λ2z2 − 2λ2z(z + λ) = 0.

Tuto rovnici dále upravíme na

−λ2z2 − 2λ3z = 0 a λ2z(z + 2λ) = 0.

16. prosince 2020 © Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek



20 I. Základy konvexní analýzy

Tuto rovnici řeší λ = 0, tuto možnost jsme ovšem již vyloučili. Dalším kandidátem na
řešení je z = 0, což by ovšem znamenalo, že i x a y jsou nulová, což je opět ve sporu, nebot’
bod nesplní podmínku zadané množiny. Poslední možností je

z = −2λ, a tedy x =
λ · 2λ

−2λ + λ
= −2λ, ay = −2λ.

Hodnotu λ nyní dopočítáme s využitím rovnostní podmínky ze zadané množiny. Dosaze-
ním nalezených hodnot proměnných do (1.1.20) dostaneme

4λ2 + 4λ2 + 4λ2 − 3 = 0, z čehož plyne λ2 =
1
4

, λ = ±1
2

.

Pro λ = 1
2 je řešením soustavy bod P1 = [−1,−1,−1], pro λ = −1

2 je to bod P2 =

[1, 1, 1]. To znamená, že jsme našli 2 stacionární body Lagrangeovy funkce. Zadaná mno-
žina je dvojdílný hyperboloid, nejedná se tedy o kompaktní množinu. Nyní s pomocí pod-
mínek druhého řádu z Věty 1.1.3 rozhodneme, který ve kterém ze stacionárních bodů na-
stává který extrém. Parciální derivace druhého řádu Lagrangeovy funkce zapíšeme do
Hessovy matice, která je ve tvaru

∇2(L(x, y, z, λ)) =

 0 z + λ y + λ

z + λ 0 x + λ

y + λ x + λ 0

 .

V bodě P1 = [−1,−1,−1] s λ = 1
2 je tato matice ve tvaru

∇2(L(P1, 1/2)) =

 0 −1
2 −

1
2

−1
2 0 −1

2
−1

2 −
1
2 0

 .

Tato matice je indefinitní, nevíme tedy, zda se zde nachází extrém. Potřebujeme proto nyní
určit její definitnost na podprostoru Ker DG(−1,−1,−1) = Ker(−2,−2,−2). Pokud vek-
tor h ∈ R3 patří do Ker(−2,−2,−2), pak nutně platí h = (−a− b, a, b)T, kde a, b ∈ R jsou
libovolné. Výraz −a− b jsme získali z nutnosti

(−2,−2,−2)

 h1

h2

h3

 = 0,

tj. musí platit −2h1 − 2h2 − 2h3 = 0, neboli h1 = −h2 − h3. Vektor h můžeme též vyjádřit
jako

h =

 −1
1
0

 a +

 −1
0
1

 b =

 −1 −1
1 0
0 1

( a
b

)
.
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Potom pro tyto vektory máme

hT∇2(L(P1, 1/2)h =

=
(

a, b
)( −1 1 0
−1 0 1

) 0 −1/2 −1/2
−1/2 0 −1/2
−1/2 −1/2 0


 −1 −1

1 0
0 1

( a
b

)
=

=
(

a, b
)( −1/2 1/2 0
−1/2 0 1/2

) −1 −1
1 0
0 1

( a
b

)
=

=
(

a, b
)( 1 1/2

1/2 1

)(
a
b

)
.

Tato matice je pozitivně definitní pro libovolný vektor h ∈ Ker DG(−1,−1,−1)K{0}. Na-
lezený bod je proto lokálním vázaným minimem s hodnotou f (−1,−1,−1) = −1.

V bodě P2 = [1, 1, 1] s λ = −1
2 je tato matice ve tvaru

∇2(L(P2,−1/2)) =

 0 1
2

1
2

1
2 0 1

2
1
2

1
2 0

 .

Tato matice je indefinitní, nevíme tedy, zda se zde nachází extrém. Stejně jako v před-
chozím případě nyní potřebujeme určit její definitnost na podprostoru Ker DG(1, 1, 1) =

Ker(2, 2, 2). Pokud vektor h ∈ R3 patří do Ker(2, 2, 2), pak nutně platí h = (−a− b, a, b)T,
kde a, b ∈ R jsou libovolné. Výraz −a− b jsme získali z

(2, 2, 2)

 h1

h2

h3

 = 0,

tj. musí platit 2h1 + 2h2 + 2h3 = 0, neboli h1 = −h2 − h3. Vektor h můžeme též vyjádřit
jako

h =

 −1
1
0

 a +

 −1
0
1

 b =

 −1 −1
1 0
0 1

( a
b

)
.
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22 I. Základy konvexní analýzy

Potom pro tyto vektory máme

hT∇2(L(P2,−1/2)h =

=
(

a, b
)( −1 1 0
−1 0 1

) 0 1/2 1/2
1/2 0 1/2
1/2 1/2 0


 −1 −1

1 0
0 1

( a
b

)
=

=
(

a, b
)( 1/2 −1/2 0

1/2 0 −1/2

) −1 −1
1 0
0 1

( a
b

)
=

=
(

a, b
)( −1 −1/2
−1/2 −1

)(
a
b

)
.

Tato matice je negativně definitní pro libovolný vektor h ∈ Ker DG(1, 1, 1)K{0}. Nalezený
bod je proto lokálním vázaným maximem s hodnotou f (1, 1, 1) = 1.

Z geometrického pohledu lze úlohu interpretovat tak, že hledáme kvádr s maximálním
objemem, jehož vrcholy leží na hyperboloidu. N
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Příklad 1.1.8.

Pro a, b, c > 0 určete lokální extrémy funkce

f (x, y, z) = xyz na množině M =

{
[x, y, z] ∈ R3 ∣∣ x

a
+

y
b
+

z
c
= 1

}
.

Řešení. Před samotným počítáním nejprve ověříme, zda jsou splněny požadavky Věty 1.1.2
s nutnými podmínkami pro vázané extrémy. Se stejnou účelovou funkcí jsme pracovali již
v předchozím příkladu. Parciální derivace funkcí f (x, y, z) = xyz a g(x, y, z) = x

a + y
b +

z
c − 1 jsou jistě spojité. Jacobiho matice DG(x, y, z) = Dg(x, y, z) = (1/a, 1/b, 1/c) má
na množině M plnou hodnost. To znamená, že vázané extrémy stačí hledat pouze mezi
stacionárními body Lagrangeovy funkce, která je ve tvaru

L(x, y, z, λ) = xyz + λ
(x

a
+

y
b
+

z
c
− 1
)

.

Podmínky získané parciálním derivováním Lagrangeovy funkce jsou

Lx : yz +
λ

a
= 0, (1.1.21)

Ly : xz +
λ

b
= 0, (1.1.22)

Lz : xy +
λ

c
= 0, (1.1.23)

k těmto podmínkám ještě doplníme podmínku z definice množiny M, tj.

x
a
+

y
b
+

z
c
− 1 = 0. (1.1.24)

Rovnice (1.1.21) - (1.1.24) tvoří hledanou soustavu rovnic o 4 neznámých, kterou nyní vy-
řešíme. Jistě platí, že λ 6= 0, nebot’ v tomto případě by podmínky z Lagrangeova principu
splnil pouze bod [0, 0, 0], který ale neleží v množině M. Z (1.1.21) získáme úpravou

y = − λ

az
.

Z (1.1.22) obdobně dostaneme

x = − λ

bz
.

Tyto výrazy nyní dosadíme do (1.1.23), čímž získáme

λ2

abz2 +
λ

c
= 0, neboli z2 = − cλ

ab
.

Vzhledem k tomu, že a, b, c > 0 je hodnota λ < 0. Proměnná z je potom

z = ±
√
− cλ

ab
.
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24 I. Základy konvexní analýzy

Nyní již můžeme proměnné x a y vyjádřit pouze pomocí parametrů a, b, c a multiplikátoru
λ jako

x = − λ

±b
√
− cλ

ab

a y = − λ

±a
√
− cλ

ab

.

Nalezené hodnoty nyní dosadíme do (1.1.24), čímž postupně dostaneme

− λ

±ab
√
− cλ

ab

− λ

±ab
√
− cλ

ab

+
±
√
− cλ

ab

c
− 1 = 0, neboli − 2λ

ab
+
− cλ

ab
c

= ±
√
− cλ

ab
.

Tuto rovnici nyní vynásobíme abc, čímž dostaneme

−2λc− cλ = ±abc

√
− cλ

ab
, a tedy − 3λc = ±abc

√
− cλ

ab
.

Dále obě strany rovnice umocníme, čímž získáme

9λ2c2 = a2b2c2
(
− cλ

ab

)
, z čehož plyne 9λ2c2 = −abc3λ.

Nyní převedeme oba členy na jednu stranu rovnice, máme tak

9λ2c2 + abc3λ = 0, a vytkneme λ, čímž dostaneme λ(9λ2 + abc3) = 0.

Jelikož víme, že λ 6= 0, musí platit 9λ2 + abc3 = 0. Tento výraz již pouze upravíme na

λ = − abc
9

.

Hodnota multiplikátoru je záporná, což je v souladu s naším očekáváním. Nyní již mů-
žeme dopočítat hodnoty proměnných, které jsou

z = ±
√
− cλ

ab
= ±

√
−

c(− abc
9 )

ab
= ±

√
c2

9
= ± c

3
.

Pro x a y obdobně dostaneme

x = − λ

bz
= −

− abc
9

±bc/3
= ± a

3
a y = − λ

az
= −

− abc
9

±ac/3
= ±b

3
.

Vzhledem k podmínce (1.1.24) jsou výsledné proměnné pouze kladné, tj. máme stacionární
bod [a/3, b/3, c/3] s multiplikátorem λ = −abc/9.

Nyní s pomocí podmínek druhého řádu z Věty 1.1.3 rozhodneme, který extrém je v na-
lezeném stacionárním bodě. Parciální derivace druhého řádu Lagrangeovy funkce zapí-
šeme do Hessovy matice, která je ve tvaru

∇2(L(x, y, z, λ)) =

 0 z y
z 0 x
y x 0

 .
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V bodě P1 = [a/3, b/3, c/3] s λ = − abc
9 je tato matice ve tvaru

∇2(L(P,−abc/9)) =

 0 c
3

b
3

c
3 0 a

3
b
3

a
3 0

 .

Tato matice je indefinitní, nevíme tedy, zda se zde nachází extrém. Potřebujeme proto nyní
určit její definitnost na podprostoru Ker DG(a/3, b/3, c/3) = Ker(1/a, 1/b, 1/c). Pokud
vektor h ∈ R3 patří do Ker(1/a, 1/b, 1/c), pak nutně platí h = (− a

b t− a
c s, t, s)T, kde t, s ∈

R jsou libovolné. Výraz − a
b t− a

c s jsme získali z nutnosti

(1/a, 1/b, 1/c)

 h1

h2

h3

 = 0,

tj. musí platit h1/a = −h2/b− h3/c. Vektor h můžeme též vyjádřit jako

h =

 −
a
b

1
0

 t +

 −
a
c

0
1

 s =

 −
a
b −

a
c

1 0
0 1

( t
s

)
.

Potom pro tyto vektory máme

hT∇2(L(P,−abc/9)h =

=
(

t, s
)( − a

b 1 0
− a

c 0 1

) 0 c
3

b
3

c
3 0 a

3
b
3

a
3 0


 −

a
b −

a
c

1 0
0 1

( t
s

)
=

=
(

t, s
)( c/3 −ac/(3b) 0

b/3 0 −ab/(3c)

) −
a
b −

a
c

1 0
0 1

( t
s

)
=

=
(

t, s
)( − ac

3b −
ac
3b − a

3
− a

3 − ab
3c −

ab
3c

)(
t
s

)
.

Tato matice je negativně definitní pro libovolný vektor h ∈ Ker DG(a/3, b/3, c/3)K{0}.
Nalezený bod je proto lokálním vázaným maximem s hodnotou f (a/3, b/3, c/3) = abc/9.

N
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Příklad 1.1.9.

Určete minimum funkce

f (x, y, z) = z− xy2 na množině M = {[x, y, z] ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1}.

Řešení. Před samotným počítáním nejprve ověříme, zda jsou splněny požadavky Věty 1.1.2
s nutnými podmínkami pro vázané extrémy. Parciální derivace funkcí f (x, y, z) = z− xy2,
tj. fx = −y2, fy = −2xy, fz = 1 a g(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1, tj. gx = 2x, gy = 2y, gz = 2z,
jsou jistě spojité. Jacobiho matice DG(x, y, z) = Dg(x, y, z) = (2x, 2y, 2z) má na množině
M plnou hodnost, nebot’ tento požadavek je porušen pouze v bodě [0, 0, 0] /∈ M (v tomto
bodě je DG(0, 0, 0) = (0, 0, 0)). To znamená, že vázané extrémy stačí hledat pouze mezi
stacionárními body Lagrangeovy funkce, která je ve tvaru

L(x, y, z, λ) = z− xy2 + λ(x2 + y2 + z2 − 1).

Podmínky získané parciálním derivováním Lagrangeovy funkce jsou

Lx : −y2 + 2λx = 0, (1.1.25)

Ly : −2xy + 2λy = 0, (1.1.26)

Lz : 1 + 2λz = 0, (1.1.27)

k těmto podmínkám ještě doplníme podmínku z definice množiny M, tj.

x2 + y2 + z2 − 1 = 0. (1.1.28)

Rovnice (1.1.25) - (1.1.28) tvoří hledanou soustavu rovnic o 4 neznámých. Z (1.1.27) vidíme,

že λ 6= 0 a můžeme vyjádřit z = − 1
2λ . Z (1.1.25) pak obdobně dostaneme x = y2

2λ , což
dosadíme do (1.1.26), čímž získáme

2λy = 2
y2

2λ
y, neboli y3 − 2λ2y = 0.

Vytknutím y obdržíme

y(y2 − 2λ2) = 0,

musí tedy nastat jedna z následujících možností:

1. y = 0

V tomto případě by platilo i x = 0. Z podmínky množiny potom dostaneme z = ±1,
pro multiplikátor v tomto případě platí λ = ∓1/2. Máme tak 2 stacionární body
[0, 0, 1] s multiplikátorem λ = −1/2 a [0, 0,−1] s λ = 1/2.
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I. 1. Opakování a úvod 27

2. y2 = 2λ2, neboli y = ±
√

2λ

V tomto případě by platilo x = λ. Hodnotu λ potom dopočítáme s využitím zadané
množiny M z rovnice

λ2 + 2λ2 +
1

4λ2 = 1, neboli 12λ4 − 4λ2 + 1 = 0.

Tato rovnice má ovšem pouze komplexní kořeny, řešení tedy touto cestou nenajdeme
a tak se ve výpočtu vrátíme k již nalezeným stacionárním bodům.

Máme tedy 2 stacionární body. Obdobně jako v jiných příkladech můžeme nyní uvažo-
vat Weierstrassovu větu, nebot’ množina M je uzavřená a ohraničená a spojitá funkce na
ní tedy jistě nabývá svých extrémů.

Nyní se pomocí podmínek druhého řádu z Věty 1.1.3 pokusíme rozhodnout, ve kte-
rém z nalezených stacionárních bodů nastává minimum. Parciální derivace druhého řádu
Lagrangeovy funkce zapíšeme do Hessovy matice, která je ve tvaru

∇2(L(x, y, z, λ)) =

 2λ −2y 0
−2y 2λ 0

0 0 2λ

 .

Tato matice je pro bod [0, 0, 1] s multiplikátorem λ = −1/2 ve tvaru

∇2(L(0, 0, 1,−1/2)) =

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 .

Tato matice je negativně definitní, daný stacionární bod je tedy vázaným maximem. Vzhle-
dem k tomu, že platí Weierstrassova věta již nyní víme, že druhý stacionární bod, tj.
[0, 0,−1] s λ = 1/2, je minimem, což můžeme ověřit pomocí Hessovy matice, jež je

∇2(L(0, 0,−1, 1/2)) =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Čtenář snadno ověří, že tato matice je pozitivně definitní na celém R3, jedná se tedy sku-
tečně o vázané minimum s hodnotou f (0, 0,−1) = −1. N
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Příklad 1.1.10.

Určete minimum funkce

f (x, y, z) = −x2y2z2 na množině M = {[x, y, z] ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 3}.

Řešení. Před samotným počítáním opět nejprve ověříme, zda jsou splněny požadavky
Věty 1.1.2 s nutnými podmínkami pro vázané extrémy.

Parciální derivace funkcí f (x, y, z) = −x2y2z2, tj. fx = −2xy2z2, fy = −2x2yz2, fz =

−2x2y2z, a g(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 3, tj. gx = 2x, gy = 2y, gz = 2z jsou jistě spojité.
Jacobiho matice DG(x, y, z) = Dg(x, y, z) = (2x, 2y, 2z) má na množině M plnou hodnost,
k jedinému porušení dojde v bodě [0, 0, 0], který ovšem neleží v M. To znamená, že vázané
extrémy stačí hledat pouze mezi stacionárními body Lagrangeovy funkce, která je ve tvaru

L(x, y, z, λ) = −x2y2z2 + λ
(

x2 + y2 + z2 − 3
)

.

Podmínky získané parciálním derivováním Lagrangeovy funkce jsou

Lx : −2xy2z2 + 2λx = 0, (1.1.29)

Ly : −2x2yz2 + 2λy = 0, (1.1.30)

Lz : −2x2y2z + 2λz = 0, (1.1.31)

k těmto podmínkám ještě doplníme podmínku z definice množiny M, tj.

x2 + y2 + z2 − 3 = 0. (1.1.32)

Rovnice (1.1.29) - (1.1.32) tvoří hledanou soustavu rovnic o 4 neznámých, kterou nyní vy-
řešíme. Z (1.1.29) získáme vytknutím x rovnici

2x(−y2z2 + λ) = 0,

kterou řeší bud’ x = 0 nebo λ = y2z2. Tyto situace si nyní rozebereme.

1. V případě, že by platilo x = 0 by z (1.1.30) a (1.1.31) muselo platit bud’ y = z = 0,
tento bod ovšem neleží v přípustné množině a proto jistě nevede k řešení, nebo λ = 0,
což by znamenalo, že hledáme extrém funkce na celém definičním oboru. V tomto
případě by pak z (1.1.32) plynulo y2 + z2 = 3. Vzhledem k tomu, že máme nyní jen
jednu rovnici pro dvě neznámé nejsme schopni konkrétní hodnoty bodů najít. V pří-
padě, že bychom položili hodnotu y = 0 (případně z = 0), by měla druhá proměnná
hodnotu ±

√
3. Čtenář si jistě všimne, že v každém případě by byla funkční hodnota

nulová, nebot’ x = 0. Podívejme se tedy nyní na druhou možnost.

2. V případě, že by platilo λ = y2z2 pak ze symetrie úlohy víme, že platí též λ = x2y2

a λ = y2z2, a to konkrétně z (1.1.30) a (1.1.31). Z toho ihned plyne, že x2 = y2 = z2,
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což čtenář snadno ověří. Dále můžeme vypočítat hodnotu x jako x4 = λ, a tedy
x2 = ±

√
λ. Nalezené hodnoty nyní dosadíme do podmínky (1.1.32), čímž získáme

±
√

λ±
√

λ±
√

λ = 3, z čehož dál plyne, že 3
√

λ = 3,

a tedy λ = 1. K tomuto závěru jsme mohli dojít, nebot’ pro −3
√

λ = 3 nemá rov-
nice řešení. Pro hodnoty proměnných tak získáváme x2 = y2 = z2 = 1, přičemž
x, y, z = ±1. Stacionární body jsou proto ve tvaru [1, 1, 1], [−1, 1, 1], atd. nebot’ řešení
Lagrangeovy soustavy vyhovuje libovolná kombinace znamének.

V předchozí části výpočtu jsme našli stacionární body, u kterých nyní s pomocí podmí-
nek druhého řádu z Věty 1.1.3 rozhodneme, jestli v nich funkce nabývá minima. Parciální
derivace druhého řádu Lagrangeovy funkce zapíšeme do Hessovy matice, která je ve tvaru

∇2(L(x, y, z, λ)) =

 −2y2z2 + 2λ −4xyz2 −4xy2z
−4xyz2 −2x2z2 + 2λ −4x2yz
−4xy2z −4x2yz −2x2y2 + 2λ

 .

Ve stacionárních bodech je tato matice v závislosti na znaménkách proměnných ve tvaru

∇2(L(P, 1)) =

 0 ±4 ±4
±4 0 ±4
±4 ±4 0

 .

Vezměme nyní např. bod [1, 1, 1], pro který má Hessova matice všechny prvky záporné.
V tomto případě je matice indefinitní a nevíme, zda se zde nachází extrém. Potřebujeme
proto nyní určit její definitnost na podprostoru Ker DG(1, 1, 1) = Ker(2, 2, 2). Pokud vek-
tor h ∈ R3 patří do Ker(2, 2, 2), pak nutně platí h = (−t − s, t, s)T, kde t, s ∈ R jsou
libovolné. Výraz −t− s jsme získali z nutnosti

(2, 2, 2)

 h1

h2

h3

 = 0,

tj. musí platit 2h1 + 2h2 + 2h3 = 0. Vektor h můžeme též vyjádřit jako

h =

 −1
1
0

 t +

 −1
0
1

 s =

 −1 −1
1 0
0 1

( t
s

)
.
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Potom pro tyto vektory máme

hT∇2(L(P, 1)h =

=
(

t, s
)( −1 1 0
−1 0 1

) 0 −4 −4
−4 0 −4
−4 −4 0


 −1 −1

1 0
0 1

( t
s

)
=

=
(

t, s
)( −4 4 0
−4 0 4

) −1 −1
1 0
0 1

( t
s

)
=

=
(

t, s
)( 8 4

4 8

)(
t
s

)
.

Tato matice je pozitivně definitní pro libovolný vektor h ∈ Ker DG(1, 1, 1)K{0}. Nalezený
bod je proto lokálním vázaným minimem s hodnotou f (1, 1, 1) = −1. Podobně bychom
mohli postupovat pro další body. Lze si ovšem všimnout, že ze struktury Hessovy matice
a úlohy pro libovolnou kombinaci znamének dojdeme ke stejnému výsledku, a to k pozi-
tivně definitní matici, a tedy k závěru, že všechny tímto způsobem nalezené stacionární
body jsou minimy, která jsme hledali.

Vzhledem k tomu, že v dalších stacionárních bodech, které jsme našli (pro x = 0 a λ =

0), je funkční hodnota f = 0 se jistě nejedná o minima a řešení příkladu proto můžeme
uzavřít. N
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Příklad 1.1.11.

Určete minimum funkce

f (x, y, z) = −xy2z3 na množině M = {[x, y, z] ∈ R3 | x + 2y + 3z = 12}.

Řešení. Stejně jako v předchozích příkladech začneme ověřením požadavků Věty 1.1.2
s nutnými podmínkami pro vázané extrémy. Parciální derivace funkcí f (x, y, z) = −xy2z3,
tj. fx = −y2z3, fy = −2xyz3, fz = −3xy2z2, a g(x, y, z) = x + 2y + 3z − 12, tj. gx = 1,
gy = 2, gz = 3 jsou jistě spojité. Jacobiho matice DG(x, y, z) = Dg(x, y, z) = (1, 2, 3) má
na množině M plnou hodnost. To znamená, že vázané extrémy stačí hledat pouze mezi
stacionárními body Lagrangeovy funkce, která je ve tvaru

L(x, y, z, λ) = −xy2z3 + λ (x + 2y + 3z− 12) .

Podmínky získané parciálním derivováním Lagrangeovy funkce jsou

Lx : −y2z3 + λ = 0, (1.1.33)

Ly : −2xyz3 + 2λ = 0, (1.1.34)

Lz : −3xy2z2 + 3λ = 0, (1.1.35)

k těmto podmínkám ještě doplníme podmínku z definice množiny M, tj.

x + 2y + 3z− 12 = 0. (1.1.36)

Rovnice (1.1.33) - (1.1.36) tvoří hledanou soustavu rovnic o 4 neznámých, kterou nyní vy-
řešíme. Z (1.1.33) si pro z 6= 0 vyjádříme y jako

y2 =
λ

z3 ,

což nyní dosadíme do (1.1.35), čímž získáme

−3x
λ

z3 z2 + 3λ = 0, po úpravě pak − 3λx + 3λz = 0,

z čehož plyne
3λ(z− x) = 0. (1.1.37)

Tuto rovnici řeší λ = 0 a x = z. Tyto dvě situace si nyní rozebereme podrobněji.

1. V případě, že by platilo λ = 0, by minimálně jedna z proměnných musela též na-
bývat hodnoty 0, aby platily (1.1.33)-(1.1.35). Vzhledem k tomu, jak jsme dospěli
k (1.1.37), by z definice y platilo y = 0. V tomto případě by se z (1.1.36) stala rov-
nost x + 3z = 12, stacionární body by tak byly ve tvaru [t, 0, (12− t)/3]. Podobně
bychom mohli postupovat i přes x = 0 a z = 0, vždy bychom získali stacionární
body s funkční hodnotou nula. V tomto příkladu nás zajímá pouze minimum zadané
funkce na množině, nyní se tedy podíváme na druhou možnost.
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2. V případě, že by platilo x = z můžeme postupovat například následujícím způso-
bem. Odečtením dvojnásobku (1.1.33) od (1.1.34) dostaneme

−2xyz3 + 2y2z3 = 0, po dosazení za z − 2x4y + 2x3y2 = 0,

z čehož vytknutím 2x3y dostaneme

2x3y(−x + y) = 0.

Vzhledem k tomu, že situaci nulových hodnot proměnných jsme již zmínili v před-
chozí části, se nyní budeme věnovat faktu, že x = y = z. Z (1.1.36) nyní dopočítáme

x + 2x + 3x = 12, a tedy x = y = z = 2.

Příslušný multiplikátor dopočítáme např. z (1.1.33) jako λ = y2z3 = 25 = 32. Našli
jsme tedy stacionární bod [2, 2, 2], který by mohl být hledaným minimem.

U stacionárního bodu [2, 2, 2] nyní s pomocí podmínek druhého řádu z Věty 1.1.3 ově-
říme, zda se jedná o minimum. Parciální derivace druhého řádu Lagrangeovy funkce za-
píšeme do Hessovy matice, která je ve tvaru

∇2(L(x, y, z, λ)) =

 0 −2yz3 −3y2z2

−2yz3 −2xz3 −6xyz2

−3y2z2 −6xyz2 −6xy2z

 .

Ve stacionárních bodech je tato matice ve tvaru

∇2(L(P, 1)) = 24

 0 −2 −3
−2 −2 −6
−3 −6 −6

 ,

což je indefinitní matice a nevíme, zda se zde nachází extrém. Potřebujeme proto nyní určit
její definitnost na podprostoru Ker DG(2, 2, 2) = Ker(1, 2, 3). Pokud vektor h ∈ R3 patří
do Ker(1, 2, 3), pak nutně platí h = (−2t − 3s, t, s)T, kde t, s ∈ R jsou libovolné. Výraz
−2t− 3s jsme získali z nutnosti

(1, 2, 3)

 h1

h2

h3

 = 0,

tj. musí platit h1 + 2h2 + 3h3 = 0. Vektor h můžeme též vyjádřit jako

h =

 −2
1
0

 t +

 −3
0
1

 s =

 −2 −3
1 0
0 1

( t
s

)
.
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Potom pro tyto vektory máme

hT∇2(L(P, 25)h =

=
(

t, s
)( −2 1 0
−3 0 1

) 0 −2 −3
−2 −2 −6
−3 −6 −6


 −2 −3

1 0
0 1

( t
s

)
=

=
(

t, s
)( −2 2 0
−3 0 3

) −2 −3
1 0
0 1

( t
s

)
=

=
(

t, s
)( 6 6

6 12

)(
t
s

)
.

Tato matice je pozitivně definitní pro libovolný vektor h ∈ Ker DG(2, 2, 2)K{0}. Nalezený
bod je proto lokálním vázaným minimem s hodnotou f (2, 2, 2) = −26 = −64.

Vzhledem k tomu, že ve stacionárních bodech, ve kterých je alespoň jedna proměnná
nulová, je funkční hodnota f = 0, se jistě nejedná o minima a řešení příkladu proto mů-
žeme uzavřít, nebot’ jsme našli jediné minimum. N
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Příklad 1.1.12.

Pro a > b > c > 0 určete lokální extrémy funkce

f (x, y, z) = x2 + y2 + z2 na množině M =

{
[x, y, z] ∈ R3 ∣∣ x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1
}

.

Dokážete výsledek geometricky interpretovat?

Řešení. Před samotným počítáním opět nejprve ověříme, zda jsou splněny požadavky
Věty 1.1.2 s nutnými podmínkami pro vázané extrémy.

Parciální derivace funkcí f (x, y, z) = x2 + y2 + z2 a g(x, y, z) = x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 − 1 jsou jistě
spojité. Jacobiho matice DG(x, y, z) = Dg(x, y, z) = (2x/a2, 2y/b2, 2z/c2) má na množině
M plnou hodnost. Tento požadavek není splněn pouze v bodě [0, 0, 0], který ovšem neleží
v zadané množině. To znamená, že vázané extrémy stačí hledat pouze mezi stacionárními
body Lagrangeovy funkce, která je ve tvaru

L(x, y, z, λ) = x2 + y2 + z2 + λ

(
x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 − 1
)

.

Podmínky získané parciálním derivováním Lagrangeovy funkce jsou

Lx : 2x +
2xλ

a2 = 0, (1.1.38)

Ly : 2y +
2yλ

b2 = 0, (1.1.39)

Lz : 2z +
2zλ

c2 = 0, (1.1.40)

k těmto podmínkám ještě doplníme podmínku z definice množiny M, tj.

x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 − 1 = 0. (1.1.41)

Rovnice (1.1.38) - (1.1.41) tvoří hledanou soustavu rovnic o 4 neznámých, kterou nyní vy-
řešíme. Jistě platí, že λ 6= 0, nebot’ v tomto případě by podmínky z Lagrangeova principu
splnil pouze bod [0, 0, 0], který ale neleží v množině M. Z (1.1.38) získáme vytknutím 2x
rovnici

2x
(

1 +
λ

a2

)
= 0,

kterou řeší x = 0 nebo λ = −a2. Z (1.1.39) a (1.1.40) obdobně dostaneme

2y
(

1 +
λ

b2

)
= 0 a 2z

(
1 +

λ

c2

)
= 0,

které řeší postupně y = 0 a λ = −b2 (pro první rovnici) a z = 0 a λ = −c2 pro dru-
hou. V případě, že by platilo λ = −a2 (z (1.1.38)), pak musí platit y = z = 0, abychom
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dostali rovnosti v dalších podmínkách z Lagrangeova principu. Z (1.1.41) pak pro x dosta-
neme x2 = a2, neboli x = ±a. Celkově tedy máme dva stacionární body P1,2 = [±a, 0, 0]
s multiplikátorem λ = −a2.

Podobným způsobem získáme s využitím rovnic z Lagrangeova principu další stacio-
nární body ve tvaru P3,4 = [0,±b, 0] s multiplikátorem λ = −b2 a P5,6 = [0, 0,±c] s mul-
tiplikátorem λ = −c2.

Nyní s pomocí podmínek druhého řádu z Věty 1.1.3 rozhodneme, zda se v naleze-
ných stacionárních bodech nachází extrémy. Parciální derivace druhého řádu Lagrangeovy
funkce zapíšeme do Hessovy matice, která je ve tvaru

∇2(L(x, y, z, λ)) =

 2 + 2λ
a2 0 0

0 2 + 2λ
b2 0

0 0 2 + 2λ
c2

 .

Vzhledem k tomu, že v Hessově matici vystupuje pouze multiplikátor nyní prozkoumáme
3 situace.

V bodech P1,2 = [±a, 0, 0] s λ = −a2 je tato matice ve tvaru

∇2(L(P1,2,−a2)) =

 0 0 0
0 2− 2 a2

b2 0
0 0 2− 2 a2

c2

 =

 0 0 0
0 < 0 0
0 0 < 0

 .

Tato matice je indefinitní, nevíme tedy, zda se zde nachází extrém. Potřebujeme proto nyní
určit její definitnost na podprostoru Ker DG(±a, 0, 0) = Ker(±2/a, 0, 0). Pokud vektor
h ∈ R3 patří do Ker(±2/a, 0, 0), pak nutně platí h = (0, t, s)T, kde t, s ∈ R jsou libovolné,
nebot’ musí platit

(±2/a, 0, 0)

 h1

h2

h3

 = 0,

tj. musí platit ±2h1/a = 0. Vektor h můžeme též vyjádřit jako

h =

 0
1
0

 t +

 0
0
1

 s =

 0 0
1 0
0 1

( t
s

)
.
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Potom pro tyto vektory máme

hT∇2(L(P1,2,−a2)h =

=
(

t, s
)( 0 1 0

0 0 1

) 0 0 0
0 2− 2 a2

b2 0
0 0 2− 2 a2

c2


 0 0

1 0
0 1

( t
s

)
=

=
(

t, s
)( 0 2− 2 a2

b2 0
0 0 2− 2 a2

c2

) 0 0
1 0
0 1

( t
s

)
=

=
(

t, s
)( 2− 2 a2

b2 0
0 2− 2 a2

c2

)(
t
s

)
.

Tato matice je negativně definitní pro libovolný vektor h ∈ Ker DG(±a, 0, 0)K{0}, nebot’
2− 2 a2

b2 < 0 a 2− 2 a2

c2 < 0. Nalezený bod je proto lokálním vázaným maximem s hodnotou
f (±a, 0, 0) = a2.

V bodech P3,4 = [0,±b, 0] s λ = −b2 je tato matice ve tvaru

∇2(L(P3,4,−b2)) =

 2− 2 b2

a2 0 0
0 0 0
0 0 2− 2 b2

c2

 =

 > 0 0 0
0 0 0
0 0 < 0

 .

Stejně jako v předchozím případě se jedná o indefinitní matici, nevíme tedy, zda se zde
nachází extrém. Potřebujeme proto nyní určit její definitnost na podprostoru

Ker DG(0,±b, 0) = Ker(0,±2/b, 0).

Pokud vektor h ∈ R3 patří do Ker(0,±2/b, 0), pak nutně platí h = (t, 0, s)T, kde t, s ∈ R

jsou libovolné, nebot’ musí platit

(0,±2/b, 0)

 h1

h2

h3

 = 0,

tj. musí platit ±2h2/b = 0. Vektor h můžeme též vyjádřit jako

h =

 1
0
0

 t +

 0
0
1

 s =

 1 0
0 0
0 1

( t
s

)
.
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Potom pro tyto vektory máme

hT∇2(L(P3,4,−b2)h =

=
(

t, s
)( 1 0 0

0 0 1

) 2− 2 b2

a2 0 0
0 0 0
0 0 2− 2 b2

c2


 1 0

0 0
0 1

( t
s

)
=

=
(

t, s
)( 2− 2 b2

a2 0 0
0 0 2− 2 b2

c2

) 1 0
0 0
0 1

( t
s

)
=

=
(

t, s
)( 2− 2 b2

a2 0
0 2− 2 b2

c2

)(
t
s

)
.

Tato matice je opět indefinitní, nebot’ 2− 2 b2

a2 > 0 a 2− 2 b2

c2 < 0. Nalezený bod proto není
extrémem.

V bodech P5,6 = [0, 0,±c] s λ = −c2 je tato matice ve tvaru

∇2(L(P5,6,−c2)) =

 2− 2 c2

a2 0 0
0 2− 2 c2

b2 0
0 0 0

 =

 > 0 0 0
0 > 0 0
0 0 0

 .

Tato matice je pozitivně semidefinitní, ani nyní proto nevíme, zda se ve stacionárních bo-
dech nachází extrém. Potřebujeme proto určit její definitnost na podprostoru

Ker DG(0, 0,±c) = Ker(0, 0,±2/c).

Pokud vektor h ∈ R3 patří do Ker(0, 0,±2/c), pak nutně platí h = (t, s, 0)T, kde t, s ∈ R

jsou libovolné, nebot’ musí platit

(0, 0,±2/c)

 h1

h2

h3

 = 0,

tj. musí platit ±2h3/c = 0. Vektor h můžeme též vyjádřit jako

h =

 1
0
0

 t +

 0
1
0

 s =

 1 0
0 1
0 0

( t
s

)
.
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Potom pro tyto vektory máme

hT∇2(L(P5,6,−c2)h =

=
(

t, s
)( 1 0 0

0 1 0

) 2− 2 c2

a2 0 0
0 2− 2 c2

b2 0
0 0 0


 1 0

0 1
0 0

( t
s

)
=

=
(

t, s
)( 2− 2 c2

a2 0 0
0 2− 2 c2

b2 0

) 1 0
0 1
0 0

( t
s

)
=

=
(

t, s
)( 2− 2 c2

a2 0
0 2− 2 c2

b2

)(
t
s

)
.

Tato matice je pozitivně definitní pro libovolný vektor h ∈ Ker DG(±a, 0, 0)K{0}, nebot’
2− 2 c2

a2 > 0 a 2− 2 c2

b2 > 0. Nalezený bod je proto lokálním vázaným minimem s hodnotou
f (0, 0,±c) = c2.

Čtenář si může všimnout, že množina M je kompaktní (elipsoid) a funkce f je spojitá na
M, takže na této množině existují globální extrémy funkce f . Těmi jsou právě vypočtené
vázané extrémy.

Z geometrického pohledu lze úlohu interpretovat tak, že hledáme kouli s minimálním
a maximálním objemem, středem v počátku a jedním vrcholem v množině M (tj. na elip-
soidu). N
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Příklad 1.1.13.

Metodou Lagrangeových multiplikátorů řešte následující úlohu: Do elipsoidu

x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1

umístěte hranol s maximálním objemem. Tento maximální objem určete.

Řešení. Nejdříve si rozeberme několik základních faktů. K dosažení maximálního objemu
je nutné, aby

(i) hrany kvádru byly rovnoběžné se souřadnými osami,

(ii) střed kvádru byl umístěn ve středu elipsoidu (vzhledem k symetrii elipsoidu),

(iii) všechny vrcholy kvádru ležely na elipsoidu (protože v opačném případě by díky
symetrii elipsoidu bylo možné „rozšířit“ kvádr, čímž bychom zvětšili jeho objem)

Proto bude-li mít jeden vrchol hledaného kvádru souřadnice [x, y, z], pak ostatní musí být
[−x, y, z], [x,−y, z], [−x,−y, z] a [x, y,−z], [−x, y,−z], [x,−y,−z], [−x,−y,−z], přičemž
objem takového kvádru je V(x, y, z) = 8xyz (bez újmy na obecnosti totiž můžeme vzít
x, y, z ≥ 0), viz Obrázek 1.1.1.

Obrázek 1.1.1: Grafické znázornění zadání Příkladu 1.1.13.

Zadaná úloha je tedy ekvivalentním s nalezením maximální hodnoty funkce V(x, y, z)
na množině M, kterou je elipsoid. Ovšem toto naše omezení je potřeba ještě doplnit po-
žadavkem x, y, z ≥ 0. Každopádně funkce funkce V je spojitá na množině M s dodateč-
ným požadavkem nezápornosti, takže řešení určitě existuje. Jelikož ale vyložená teorie
nedovoluje omezení ve tvaru nerovností, neměli bychom zapomenout na situaci, kdy x, y
nebo z nabývá největší nebo nejmenší možnou hodnotu. Jenže ve všech těchto případech
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(x = 0, a nebo y = 0, b nebo z = 0, c) je objem V(x, y, z) = 0, takže pro tyto volby jistě ma-
ximum nenastává. Tudíž nám stačí najít vázané maximum funkce V(x, y, z) za podmínky
x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1, tj. na množině M =
{
[x, y, z] ∈ R3 | x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1
}

.
Začneme proto s tím, že ověříme, zda jsou splněny požadavky Věty 1.1.2 s nutnými

podmínkami pro vázané extrémy. Spojitost parciálních derivací funkce V i funkce urču-
jící omezení g(x, y, z) = x2/a2 + y2/b2 + z2/c2 − 1 je zřejmá a současně Jacobiho matice
DG(x, y, z) = Dg(x, y, z) =

(
2x/a2, 2y/b2, 2z/c2) má plnou hodnost na množině M, ne-

bot’ tento požadavek je porušen pouze v bodě [0, 0, 0] 6∈ M (v tomto bodě je DG(0, 0, 0) =
(0, 0, 0)). To znamená, že vázané extrémy stačí hledat mezi stacionárními body Lagrange-
ovy funkce

L(x, y, z, λ) = 8xyz + λ(x2/a2 + y2/b2 + z2/c2 − 1).

Dostáváme tedy soustavu (čtvrtá podmínka je spíše z definice množiny M, ačkoli totéž
získáme derivováním podle λ)

Lx(x, y, z, λ) = 8yz + 2λx/a2 = 0, Ly(x, y, z, λ) = 8xz + 2λy/b2 = 0,

Lz(x, y, z, λ) = 8xy + 2λz/c2 = 0, x2/a2 + y2/b2 + z2/c2 − 1 = 0.

Jelikož maximum musí splňovat x, y, z > 0, můžeme první rovnici vynásobit x, dru-
hou y a třetí z, což po sečtení dává 24xyz + 2λ(x2/a2 + y2/b2 + z2/c2). Odtud s využi-
tím poslední rovnice získáme λ = −12xyz. Potom po dosazení do první rovnice máme
8yz(1− 3x2/a2) = 0, což dává x = a/

√
3. Podobně ze druhé a třetí rovnice dostaneme

y = b/
√

3 a z = c/
√

3. Nalezli jsme proto řešení, kterým je kvádr s délkami hran 2a/
√

3,
2b/
√

3 a 2c/
√

3 a výsledným objemem V = 8abc/(3
√

3).

Alternativní postup. Tuto úlohu lze vyřešit i velmi elegantně bez derivování. K tomu je
potřeba využít tzv. nerovnost mezi aritmetickým a geometrickým průměrem

n
√

x1x2 . . . xn ≤
x1 + · · ·+ xn

n
(1.1.42)

pro x1, . . . , xn ≥ 0, přičemž rovnost nastává právě tehdy, když x1 = · · · = xn. Necht’
x, y, t ≥ 0 má stejný význam jako v první části a zvolme x1 = x2/a2, x2 = y2/b2 a x3 =

z2/c2, potom z nerovnosti (1.1.42) plyne

x2 y2 z2

a2 b2 c2 ≤
(

x2/a2 + y2/b2 + z2/c2

3

)3

=
1
27

⇐⇒ V2 ≤ 64 a2 b2 c2

27
.

Neboli při libovolné délce hran (a dodržení požadavku, aby vrcholy ležely na elipsoidu)
bude objem kvádru splňovat nerovnost V ≤ 8 a b c

3
√

3
, přičemž rovnost (tj. maximální možná

hodnota) nastane právě tehdy, když x1 = x2 = x3. Protože ale x1 + x2 + x3 = 1, plyne
odtud x1 = x2 = x3 = 1/3, takže

x =
a√
3

& y =
b√
3

& z =
c√
3

,

což je přesně ve shodě s výsledkem získaným v předchozí části. N
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Příklad 1.1.14.

Pomocí Lagrangeovy funkce odvod’te vzorec pro výpočet vzdálenosti bodu x∗ =

[x∗1 , . . . , x∗n] ∈ Rn od nadroviny a1x1 + · · ·+ anxn = b neboli 〈a, x〉 = b.

Řešení. Řešení zahájíme sestavením Lagrangeovy funkce, pomocí které najdeme extrém
vzdálenosti bodu od zadané nadroviny. Tato vzdálenost je vlastně ‖x− x∗‖2. Lagrangeova
funkce je pak ve tvaru

L(x, x∗, λ) = ‖x∗ − x‖2 + λ(ax− b) =

= (x∗1 − x1)
2 + · · ·+ (x∗n − xn)

2 + λ(a1x1 + · · ·+ anxn − b).

Tuto funkci nyní zderivujeme podle jednotlivých proměnných, čímž získáme podmínky
z Lagrangeova principu, tj.

−2(x∗1 − x1) + λa1 = 0,

−2(x∗2 − x2) + λa2 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−2(x∗n − xn) + λan = 0.

Podmínka určující „přípustnou“ množinu je v tomto případě rovnice nadroviny, tj.

a1x1 + · · ·+ anxn = b.

Nyní si z jednotlivých rovnic vyjádříme hodnoty proměnných xi, tj. máme

x1 = x∗1 −
λ

2
a1,

x2 = x∗2 −
λ

2
a2,

. . . . . . . . . . . . . . .

xn = x∗n −
λ

2
an.

Tyto výrazy nyní dosadíme do rovnice nadroviny, čímž dostaneme

a1

(
x∗1 −

λ

2
a1

)
+ · · ·+ an

(
x∗n −

λ

2
an

)
= b,

z čehož úpravou získáme

a1x∗1 + · · ·+ anx∗n − b =
λ

2
(a2

1 + · · ·+ a2
n),

což můžeme zapsat též jako

〈a, x∗〉 − b =
λ

2
‖a‖2.
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Multiplikátor λ je tedy roven

λ =
2(〈a, x∗〉 − b)
‖a‖2 ,

což můžeme dosadit do vyjádření jednotlivých proměnných. Např. pro x1 dostaneme

x1 = x∗1 −
a1(〈a, x∗〉 − b)

‖a‖2 , a tedy x1 − x∗1 =
a1(b− 〈a, x∗〉)

‖a‖2 .

Obecně proto máme

xi − x∗i =
ai(b− 〈a, x∗〉)
‖a‖2 .

Vzdálenost x∗ od nadroviny (odmocninu z účelové funkce) pak vypočteme jako

‖x− x∗‖ =
∥∥∥∥x∗ − λ

2
a− x∗

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥−λ

2
a
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥1
2
· 2(〈a, x∗〉 − b)

‖a‖2 · a
∥∥∥∥ =
|〈a, x∗〉 − b|
‖a‖ .

N
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Příklad 1.1.15.

Necht’ A ∈ Rm×n. Pomocí Lagrangeovy funkce ukažte, že pro tzv. spektrální matico-
vou normu

‖A‖σ := max‖x‖=1‖Ax‖,

která je indukovaná Euklidovskou vektorovou normou ‖x‖ :=
√

x2
1 + · · ·+ x2

n, platí

‖A‖σ =
√

λmax,

kde λmax značí největší vlastní číslo matice AT A.

Řešení. Necht’ A ∈ Rm×n. Normu ‖A‖2 určíme pomocí řešení úlohy

f (x) = ‖Ax‖2 = xT AT Ax → max & xTx = 1

s využitím Lagrangeovy funkce. Ta je ve tvaru

L(x, λ) = xT AT Ax− λ(xTx− 1),

přičemž znaménko mínus je před multiplikátorem místo klasického plus pouze kvůli vý-
hodnosti počítání. Stacionární body Lagrangeovy funkce získáme jako

∂

∂xi

[
xT AT Ax− λ(xTx− 1)

]
= 0,

máme tak postupně

2AT Ax− λ2Ix = 0, a tedy (AT A− λI)x = 0.

Jelikož x 6= 0, musí být matice AT A− λI singulární (tj. λ musí být vlastní číslo AT A a x∗

příslušný vlastní vektor). Tedy stacionární body jsou určeny vlastními vektory a přísluš-
nými vlastními čísly.

Jsme na kompaktní množině (xTx = 1 je povrch jednotkové koule) a funkce f je spo-
jitá. Z toho plyne (Weierstrassova věta), že musí existovat řešení, tj. musí jím být některý
z těchto bodů. (Lineární nezávislost platí, nebot’ x 6= 0 a gradient jediného omezení je
gradg(x) = 2x 6= 0.)

Necht’ tedy λ je vlastní číslo s vlastním vektorem x. Potom

f (x) = xT AT Ax = xT(λx) = λxTx = λ,

přičemž v prvním kroku jsme využili znalost, že (AT A − λI)x = 0 a ve třetím zadané
omezení xTx = 1. Funkce f (x) tak bude mít největší hodnotu v bodě, který odpovídá
největšímu vlastnímu číslu matice AT A (nezápornost plyne z AT A ≥ 0), nebot’

f (x) = ‖A‖σ = max‖x‖=1‖Ax‖ = maxxT x=1‖Ax‖ = (maxxT x=1xT AT Ax)
1
2 =

=
√

λ→ max =
√

λmax.

N
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Příklad 1.1.16.

Určete lokální extrémy funkce f (x, y, z) = 1
2(x2 + y2 + z2) na množině

M = {[x, y, z] ∈ R3 | x− y = 0 & x + y + z = 1}.

Řešení. Stejně jako v předchozích příkladech začneme ověřením požadavků Věty 1.1.2
s nutnými podmínkami pro vázané extrémy. Parciální derivace funkcí f (x, y, z) = 1

2(x2 +

y2 + z2), tj. fx = x, fy = y, fz = z, a g1(x, y, z) = x − y, tj. g1x = 1, g1y = −1, g1z = 0
a g2(x, y, z) = x + y + z− 1, tj. g2x = 1, g2y = 1, g2z = 1 jsou jistě spojité. Jacobiho matice

DG(x, y, z) = Dg(x, y, z) =

(
1 −1 0
1 1 1

)

má na množině M plnou hodnost. To znamená, že vázané extrémy stačí hledat pouze mezi
stacionárními body Lagrangeovy funkce, která je ve tvaru

L(x, y, z, λ1, λ2) =
1
2
(x2 + y2 + z2) + λ1 (x− y) + λ2 (x + y + z− 1) .

Podmínky získané parciálním derivováním Lagrangeovy funkce jsou

Lx : x + λ1 + λ2 = 0, (1.1.43)

Ly : y− λ1 + λ2 = 0, (1.1.44)

Lz : z + λ2 = 0, (1.1.45)

k těmto podmínkám ještě doplníme podmínky z definice množiny M, tj.

x− y = 0, (1.1.46)

x + y + z− 1 = 0. (1.1.47)

Rovnice (1.1.43) - (1.1.47) tvoří hledanou soustavu lineárních rovnic o 5 neznámých, kterou
nyní vyřešíme. Z (1.1.46) vidíme, že x = y. Odečtením (1.1.44) od (1.1.43) dostaneme

x− y + 2λ1 = 0, a tedy λ1 = 0.

Nulová hodnota multiplikátoru znamená, že příslušné omezení zanedbáváme. Sečtením
rovnic (1.1.43), (1.1.44) a (1.1.45) dostaneme

x + y + z + 3λ2 = 0, neboli 1 + 3λ2 = 0.

Multiplikátor λ2 je proto λ2 = −1
3 . S využitím této znalosti již snadno dopočítáme

x = y = z =
1
3

.
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Našli jsme tak jediný stacionární bod.
U nalezeného stacionárního bodu nyní s pomocí podmínek druhého řádu z Věty 1.1.3

ověříme, zda se jedná o extrém. Parciální derivace druhého řádu Lagrangeovy funkce za-
píšeme do Hessovy matice, která je ve tvaru

∇2(L(x, y, z, λ1, λ2)) =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Tato matice je pozitivně definitní. Nalezený bod je proto lokálním vázaným minimem
s hodnotou f (1/3, 1/3, 1/3) = 1/6. N
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Příklad 1.1.17.

Určete lokální extrémy funkce f (x1, x2, x3, x4, x5) = f (x) = (x1 − 1)2 + (x2 − x3)
2 +

(x4 − x5)
2 na množině

M = {x = [x1, . . . , x5] ∈ R5 | x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 5, x3 − 2(x4 + x5) + 3 = 0}.

Řešení. Výpočet opět zahájíme ověřením požadavků Věty 1.1.2 s nutnými podmínkami
pro vázané extrémy. Parciální derivace funkcí f (x) = (x1 − 1)2 + (x2 − x3)

2 + (x4 − x5)
2,

tj. fx1 = 2(x1− 1), fx2 = 2(x2− x3), fx3 = −2(x2− x3), fx4 = 2(x4− x5), fx5 = −2(x4− x5),
a g1(x) = x1 + x2 + x3 + x4 + x5− 5, tj. g1xi

= 1 pro i = 1, . . . 5 a g2(x) = x3− 2(x4 + x5)+ 3,
tj. g2x1

= g2x2
= 0, g2x3

= 1, g2x4
= −2, g2x5

= −2 jsou jistě spojité. Jacobiho matice

DG(x) = Dg(x) =

(
1 1 1 1 1
0 0 1 −2 −2

)
má na množině M plnou hodnost. To znamená, že vázané extrémy stačí hledat pouze mezi
stacionárními body Lagrangeovy funkce, která je ve tvaru

L(x, λ) = (x1 − 1)2 + (x2 − x3)
2 + (x4 − x5)

2+

+ λ1 (x1 + x2 + x3 + x4 + x5 − 5) + λ2 (x3 − 2(x4 + x5) + 3) .

Podmínky získané parciálním derivováním Lagrangeovy funkce jsou

Lx1 : 2(x1 − 1) + λ1 = 0, (1.1.48)

Lx2 : 2(x2 − x3) + λ1 = 0, (1.1.49)

Lx3 : −2(x2 − x3) + λ1 + λ2 = 0, (1.1.50)

Lx4 : 2(x4 − x5) + λ1 − 2λ2 = 0, (1.1.51)

Lx5 : −2(x4 − x5) + λ1 − 2λ2 = 0, (1.1.52)

k těmto podmínkám ještě doplníme podmínky z definice množiny M, tj.

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 − 5 = 0, (1.1.53)

x3 − 2(x4 + x5) + 3 = 0. (1.1.54)

Rovnice (1.1.48) - (1.1.54) tvoří hledanou soustavu lineárních rovnic o 7 neznámých, kterou
nyní vyřešíme. Z (1.1.48) vidíme, že x1 = 1− λ1/2. Sečtením (1.1.49) 1 (1.1.50) dostaneme

2λ1 + λ2 = 0, a tedy λ1 = −λ2

2
.

Odečtením rovnice (1.1.52) od (1.1.51) dostaneme

4(x4 − x5) = 0, z čehož plyne x4 = x5.
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Rovnici (1.1.52) nyní využijeme k nalezení hodnot multiplikátorů, po dosazení nalezených
hodnot je rovnice ve tvaru

−λ2

2
+ 2λ2 = 0, a tedy λ2 = 0 & λ1 = 0.

Nulovost multiplikátorů znamená, že zanedbáváme zadaná omezení a najdeme volný ex-
trém funkce. Z (1.1.48) dopočítáme x1 jako x1 = 1, z (1.1.49) potom vidíme, že platí x2 = x3.
Z omezení zadávajících množinu získáme dosazením za x1, x2 a x4 soustavu

1 + 2x3 + 2x5 − 5 = 0,

x3 − 4x5 + 3 = 0,

jejímž řešením je x3 = 1 a x5 = 1. Nalezený stacionární bod je proto [1, 1, 1, 1, 1].
Našli jsme tak jediný stacionární bod, u kterého nyní s pomocí podmínek druhého řádu

z Věty 1.1.3 ověříme, zda se jedná o extrém. Parciální derivace druhého řádu Lagrangeovy
funkce zapíšeme do Hessovy matice, která je ve tvaru

∇2(L(x, λ)) =


2 0 0 0 0
0 2 −2 0 0
0 −2 2 0 0
0 0 0 2 −2
0 0 0 −2 2

 .

Tato matice je pozitivně semidefinitní a nevíme, zda se zde nachází extrém. Potřebujeme
proto nyní určit její definitnost na podprostoru

Ker DG(1, 1, 1, 1, 1) = Ker

(
1 1 1 1 1
0 0 1 −2 −2

)
.

Pokud vektor h ∈ R5 patří do Ker DG(1, 1, 1, 1, 1), pak pro něj platí například

h = (−t, t, 0, 0, 0)T, kde t ∈ R

je libovolné, nebot’ musí platit

(
1 1 1 1 1
0 0 1 −2 −2

)


h1

h2

h3

h4

h5

 =

(
0
0

)
,

tj. musí platit h1 + h2 + h3 + h4 + h5 = 0 a h3− 2h4− 2h5 = 0. Vektor h můžeme též vyjádřit
jako

h = t


−1
1
0
0
0

 .
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Potom pro tyto vektory máme

hT∇2(L(x, λ)h = t2
(
−1 1 0 0 0

)


2 0 0 0 0
0 2 −2 0 0
0 −2 2 0 0
0 0 0 2 −2
0 0 0 −2 2




−1
1
0
0
0

 =

= t2
(
−2 2 −2 0 0

)

−1
1
0
0
0

 = 4t2.

Tato matice je pozitivně definitní pro libovolný vektor h ∈ Ker DG(1, 1, 1, 1, 1)K{0}. Nale-
zený bod je proto lokálním vázaným minimem s hodnotou f (1, 1, 1, 1, 1) = 0. N
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Příklad 1.1.18.

Pomocí vrstevnic funkce, jejíž extrémy hledáme, určete největší a nejmenší hodnotu
funkce:

1. f (x, y) = −x− 2y na množině M vymezené nerovnostmi x− 4y ≤ 4,−2x + y ≤
2, −3x + 4y ≤ 12, 2x + y ≤ 8, x ≥ 0 a y ≥ 0;

2. f (x, y) = −x− 2y na množině M vymezené nerovnostmi x− 4y ≤ 4,−2x + y ≤
2, −3x + 4y ≤ 12, x ≥ 0 a y ≥ 0;

3. f (x, y) = x+ 2y na množině M vymezené nerovnostmi x+ 2y ≤ 4, 4x+ 2y ≤ 12,
−2x + y ≤ 11, x ≥ 0 a y ≥ 0;

4. f (x, y) = x − y na množině M vymezené nerovnostmi x + y ≤ 6, 3x + y ≤ 15,
−x + y ≤ 3, x ≥ 0 a y ≥ 0;

5. f (x, y) = x2 − 2x + y2 − 2y + 3 na množině M vymezené nerovnostmi x ≥ 0,
y ≥ 0 a x + y ≤ 1;

6. f (x, y) = xy na množině M = {[x, y] ∈ R2|x2 + y2 ≤ 1};

7. f (x, y) = x2

4 + y2 na množině M = {[x, y] ∈ R2|x2 + y2 ≤ 1};

8. f (x, y) = x2

4 + y2 na množině M = {[x, y] ∈ R2|x2 + y2 = 1};

9. f (x, y) = x2 − 2x + y2 + 4y + 1 na množině M = {[x, y] ∈ R2|(x − 2)2 + (y−
1)2 = 1};

10. f (x, y) = 5x2 + y2 − 4y− 10x na množině M = {[x, y] ∈ R2|5x2 + y2 = 25};

11. f (x, y) = 5x2 + y2 − 4y− 10x na množině M = {[x, y] ∈ R2|3x2 + y2 = 25},
nápověda: polynom 12x4 − 60x3 + 11x2 + 500x − 625 má pouze dva reálné ko-
řeny x1 ≈ 1, 47 a x2 ≈ 2, 74;

12. f (x, y) = 2x2 − 6xy + 5y2 − 16x + 40y na množině M vymezené nerovnostmi
x + y ≥ 3, 2x− y ≥ 2, x ≥ 0, y ≥ 0;

13. f (x, y) = x2 + 3xy− y2 na množině M = {[x, y] ∈ R2|x + y = 3};

14. f (x, y, z) = x− 2y + 2z na množině M = {[x, y, z] ∈ R3|x2 + y2 + z2 = 1}.

Řešení. 1. f (x, y) = −x− 2y na množině M vymezené nerovnostmi x− 4y ≤ 4, −2x +

y ≤ 2, −3x + 4y ≤ 12, 2x + y ≤ 8, x ≥ 0 a y ≥ 0

Řešení příkladu zahájíme krátkou úvahou nad zadáním. Ze zadání si čtenář jistě
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všimne, že všechna omezení (i účelová funkce) jsou lineární (afinní). Vrstevnice úče-
lové funkce i jednotlivá omezení jsou tak určeny přímkami. Každé omezení vytyčí
poloprostor, jejich průnik bude konvexní množina, kterou si nyní vyznačíme.

Přípustná množina vznikne splněním všech šesti podmínek. Vzhledem k tomu, že
všem nerovnostním podmínkám vyhovuje bod [0, 0] si vždy vybereme polorovinu,
která tento bod obsahuje. Přípustná množina je zobrazena na Obrázku 1.1.2. Tato
množina je jistě kompaktní. Vzhledem ke spojitosti účelové funkce můžeme využít
Weierstrassovu větu, ze které víme, že funkce na množině nabude jak maxima, tak
minima.

Obrázek 1.1.2: Přípustná množina X

Na obrázku je šipkami vyznačeno, jakou část roviny vymezují omezení ze zadání,
přímky rozdělující prostor na poloprostory jsou označeny o1-o6 v závislosti na tom,
o které omezení se jedná. Pořadí odpovídá zadání (tj. např. o1 jsme získali jako x −
4y = 4, přičemž podmínce ze zadání vyhovuje poloprostor obsahující počátek).

V úloze hledáme vrstevnici účelové funkce s nejnižší a nejvyšší možnou hodnotou
tak, aby byla splněna všechna omezení. Do obrázku si nejprve přikreslíme vrstevnici
o hodnotě 0, která prochází počátkem, čímž získáme Obrázek 1.1.3.
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Obrázek 1.1.3: Přípustná množina X a vrstevnice účelové funkce f = 0

Při řešení si nyní musíme rozmyslet, jakým směrem se zmenšuje (případně zvětšuje)
hodnota účelové funkce. Pro ilustraci zde uvádíme následující obrázek, na kterém
je několik vrstevnic účelové funkce. Jak je znázorněno popisky některých vrstevnic,
směrem doprava nahoru hodnota účelové funkce klesá. Hledáme tedy první bod,
který splní všechna omezení a kterého se dotkne vrstevnice s největší hodnotou (ma-
ximum) a poslední bod, který splní všechna omezení a kterého se dotkne vrstevnice
s nejmenší hodnotou (minimum). Z Obrázku 1.1.4 je možné vidět, že hledaným maxi-
malizujícím bodem je počátek (na obrázku označený A), kterým prochází vrstevnice
s hodnotou nula. Hodnota účelové funkce v Pmax = 0.

Bod označený písmenem B, který leží v průsečíku omezení o3 a o4, tj. pro něj platí
−3x + 4y = 12 a 2x + y = 8, je potom hledaným minimem, nebot’ jak lze vytušit
z obrázku, jistě jím prochází vrstevnice s nejnižší hodnotou. Souřadnice tohoto bodu,
které jsou [20/11, 48/11], jsme získali vyřešením soustavy o 2 neznámých. Hodnota
účelové funkce v Pmin = −116/11.
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Obrázek 1.1.4: Přípustná množina X, vrstevnice účelové funkce a řešení

2. f (x, y) = −x− 2y na množině M vymezené nerovnostmi x− 4y ≤ 4, −2x + y ≤ 2,
−3x + 4y ≤ 12, x ≥ 0 a y ≥ 0

Zadání příkladu se od předchozího liší pouze tím, že neobsahuje jedno z omezení.
Přípustná množina vznikne splněním všech pěti podmínek. Vzhledem k tomu, že
všem nerovnostním podmínkám vyhovuje bod [0, 0] si vždy vybereme polorovinu,
která tento bod obsahuje. Stejně jako v předcházejícím příkladu je na obrázku vyzna-
čeno, jakou část roviny vymezují omezení ze zadání, jednotlivá omezení jsou opět
označena o1-o5, přičemž pořadí odpovídá zadání. Přípustná množina je spolu s vrs-
tevnicí účelové funkce o hodnotě nula zobrazena na Obrázku 1.1.5. Z obrázku ihned
vidíme, že množina není kompaktní, na rozdíl od předchozího příkladu tak nemů-
žeme použít Weierstrassovu větu.
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Obrázek 1.1.5: Přípustná množina X a vrstevnice f = 0

Z předchozího příkladu již víme, že se hodnota účelové funkce zmenšuje směrem do-
prava nahoru, což je ilustrováno vrstevnicemi na Obrázku 1.1.6. Z obrázku ihned vi-
díme, že účelová funkce není na množině zdola ohraničená (hodnota účelové funkce
se zmenšuje směrem doprava nahoru, přípustná množina není ohraničená). V tomto
případě tedy můžeme určit pouze maximum. Tím je stejně jako v předchozí úloze
počátek, kterým prochází vrstevnice o hodnotě nula.
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Obrázek 1.1.6: Přípustná množina X, vrstevnice účelové funkce a řešení

3. f (x, y) = x + 2y na množině M vymezené nerovnostmi x + 2y ≤ 4, 4x + 2y ≤ 12,
−2x + y ≤ 1, x ≥ 0 a y ≥ 0

Stejně jako v předchozích příkladech budou vrstevnice funkce přímky. Jednotlivá
omezení jsou opět dána lineárními (afinními) funkcemi, rozdělí tedy prostor přím-
kami na 2 poloprostory. Průnikem těchto poloprostorů je konvexní množina, kterou
si nyní vyznačíme.

Přípustná množina vynikne jako množina bodů, ve kterých platí všechna zadaná
omezení. Vzhledem k tomu, že všem nerovnostním podmínkám vyhovuje bod [0, 0],
si vždy vybereme poloprostor, který tento bod obsahuje. Přípustná množina je zob-
razena na Obrázku 1.1.7. Tato množina je jistě kompaktní. Vzhledem ke spojitosti
účelové funkce můžeme využít Weierstrassovu větu, ze které víme, že funkce na
množině nabude jak maxima, tak minima. Na obrázku je šipkami vyznačeno, jakou
část roviny vymezují omezení ze zadání, přímky rozdělující prostor na poloprostory
jsou označeny o1-o5 v závislosti na tom, o které omezení se jedná. Pořadí odpovídá
zadání.

V úloze hledáme vrstevnici účelové funkce s nejnižší a nejvyšší možnou hodno-
tou tak, aby byla splněna všechna omezení. Na obrázku je též zobrazena vrstevnice
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o hodnotě 0, která prochází počátkem.

Obrázek 1.1.7: Přípustná množina X a vrstevnice f = 0

Při řešení si nyní musíme rozmyslet, jakým směrem se zmenšuje (případně zvětšuje)
hodnota účelové funkce. Vzhledem k tomu, že f = x + 2y, hodnota účelové funkce
roste s rostoucími x a y, tj. směrem doprava nahoru. Minimum se tedy jistě nachází
v počátku, platí Pmin = 0.

Při hledání maxima chceme najít bod, který splní podmínky množiny a nachází se na
co nejvyšší vrstevnici. Z obrázku si lze všimnout toho, že vrstevnice je rovnoběžná
s omezením o1, což si můžeme ověřit i výpočtem. V našem případě jsou tedy ma-
ximem všechny body, které se nachází na úsečce, která ohraničuje přípustnou mno-
žinu vpravo nahoře. I kdybychom si nevšimli rovnoběžnosti omezení a vrstevnice,
mohli bychom vyzkoušet 2 kandidáty na extrém, kterými jsou vrcholy množiny ležící
v průsečících omezení 1 a 3 a omezení 1 a 2. Souřadnice těchto bodů nyní vypočítáme
vyřešením soustav

x + 2y = 4, a − 2x + y = 1 (průnik o1 a o3)

a
x + 2y = 4, a 4x + 2y = 12 (průnik o1 a o2).

Tyto soustavy řeší postupně body [2/5, 9/5] a [8/3, 2/3], v obou bodech je hodnota
účelové funkce f = 4. Vzhledem k tomu, že vrstevnice účelové funkce jsou přímky
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a my jsme našli 2 body se stejnou hodnotou účelové funkce, nyní víme, že řešením
jsou i všechny body na úsečce mezi [2/5, 9/5] a [8/3, 2/3], tj. na y = 1 + 2x pro x ∈
[2/5, 8/3]. K tomuto závěru bychom došli, i kdybychom si nevšimli rovnoběžnosti
omezení a vrstevnice účelové funkce.

4. f (x, y) = x − y na množině M vymezené nerovnostmi x + y ≤ 6, 3x + y ≤ 15,
−x + y ≤ 3, x ≥ 0 a y ≥ 0

Vrstevnice funkce jsou opět rovnoběžné přímky. Jednotlivá omezení jsou dána line-
árními (afinními) funkcemi, rozdělí tedy prostor přímkami na 2 poloprostory. Průni-
kem těchto poloprostorů je konvexní množina, kterou si nyní vyznačíme.

Přípustná množina vznikne jako množina bodů, ve kterých platí všechna zadaná
omezení. Vzhledem k tomu, že všem nerovnostním podmínkám vyhovuje bod [0, 0]
si vždy vybereme poloprostor, který tento bod obsahuje. Přípustná množina je zob-
razena na Obrázku 1.1.8. Tato množina je kompaktní. Vzhledem ke spojitosti účelové
funkce můžeme využít Weierstrassovu větu, ze které víme, že funkce na množině na-
bude jak maxima, tak minima. Na obrázku je šipkami vyznačeno, jakou část roviny
vymezují omezení ze zadání, přímky rozdělující prostor na poloprostory jsou ozna-
čeny o1-o5 v závislosti na tom, o které omezení se jedná. Pořadí odpovídá zadání.

V úloze hledáme vrstevnici účelové funkce s nejnižší a nejvyšší možnou hodno-
tou tak, aby byla splněna všechna omezení. Na obrázku je též zobrazena vrstevnice
o hodnotě 0, která prochází počátkem.
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Obrázek 1.1.8: Přípustná množina X a vrstevnice f = 0

Nyní si musíme rozmyslet, jakým směrem se zmenšuje (případně zvětšuje) hodnota
účelové funkce. Vzhledem k tomu, že f = x− y, hodnota účelové funkce roste s ros-
toucím x a zmenšujícím se y, tj. směrem doprava dolů. Jak můžeme vyčíst z obrázku,
bod, který splní všechna zadaná omezení a je v něm nejvyšší funkční hodnota, se na-
chází v průsečíku osy x a omezení o2, jeho souřadnice dopočítáme z 3x + y = 15, y =

0. Získali jsme tak bod Pmax = [5, 0] s hodnotou účelové funkce fmax = 5.

Nyní se zaměříme na hledání minima. Již víme, že hodnota účelové funkce klesá
směrem doleva nahoru. Podobně jako v předchozím příkladu si můžeme všimnout
(jak z obrázku, tak z tvaru omezení), že vrstevnice účelové funkce je rovnoběžná
s omezením o3. V tomto případě účelovou funkci minimalizují všechny body, které se
nachází na úsečce, která ohraničuje přípustnou množinu vlevo nahoře. I kdybychom
si nevšimli rovnoběžnosti omezení a vrstevnice, mohli bychom vyzkoušet 2 kandi-
dáty na extrém, kterými jsou vrcholy množiny ležící v průsečících omezení 1 a 3
a omezení 1 a 4. Souřadnice těchto bodů nyní vypočítáme vyřešením soustav

x + y = 6, a − x + y = 3 (průnik o1 a o3)

a

−x + y = 3, a x = 0 (průnik o1 a o4).
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Tyto soustavy řeší postupně body [3/2, 9/2] a [0, 3], v obou bodech je hodnota úče-
lové funkce f = −3. Vzhledem k tomu, že vrstevnice účelové funkce jsou přímky
a my jsme našli 2 body se stejnou hodnotou účelové funkce, nyní víme, že řešením
jsou i všechny body na úsečce mezi těmito nalezenými body, tj. na y = x + 3 pro
x ∈ [0, 3/2]. K tomuto závěru bychom došli, i kdybychom si nevšimli rovnoběžnosti
omezení a vrstevnice účelové funkce.

5. f (x, y) = x2 − 2x + y2 − 2y + 3 na množině M vymezené nerovnostmi x ≥ 0, y ≥ 0
a x + y ≤ 1

Již z tvaru omezení si čtenář může všimnout, že přípustná množina bude rovnora-
menný trojúhelník procházející počátkem a body [1, 0] a [0, 1], jedná se tedy o kom-
paktní množinu. Účelovou funkci můžeme zapsat také ve tvaru

f (x, y) = (x− 1)2 + (y− 1)2 + 1,

její vrstevnice jsou soustředné kružnice se středem v bodě [1, 1]. Pro hodnotu c = 1
dostaneme

(x− 1)2 + (y− 1)2 + 1 = 1,

z čehož plyne, že pro c = 1 je vrstevnice pouze střed kružnice. Pro c > 1 se poloměr
kružnic zvětšuje, větší kružnice znamenají větší hodnoty účelové funkce.

Dosavadní poznatky jsou zakresleny na Obrázku 1.1.9, na kterém jsou podobně jako
v předchozích příkladech modře vyznačeny hraniční přímky omezení, béžově pří-
pustná množina a červenou přerušovanou čarou vrstevnice funkce. U některých vrs-
tevnic je doplněna i jejich hodnota.
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Obrázek 1.1.9: Přípustná množina X a vrstevnice účelové funkce

Z obrázku si můžeme všimnout, že funkce svého maxima nabude v bodě [0, 0], kte-
rým projde vrstevnice s nejvyšší hodnotou, tj. f = 3. Z obrázku také vidíme, že
minimum nastane v průsečíku přímky x + y = 1 a přímky spojující počátek a bod
S, tj. y = x. Vzhledem k těmto dvěma rovnostem je bodem minima jistě [1/2, 1/2]
s funkční hodnotou f = 3/2.

6. f (x, y) = xy na množině M = {[x, y] ∈ R2|x2 + y2 ≤ 1}

Řešení úlohy zahájíme opět úvahou nad tvarem přípustné množiny a vrstevnic úče-
lové funkce. Přípustná množina je vnitřek a hranice kružnice s poloměrem 1 a stře-
dem v počátku. Vrstevnice jsou pak hyperboly (rovnice y = c/x) se středem v bodě
[0, 0]. Pro kladná c jsou hyperboly v prvním a třetím kvadrantu. S rostoucím c se ra-
mena hyperbol oddalují, hodnota účelové funkce tedy roste směrem doprava nahoru
a doleva dolů. Situace je pro c > 0 znázorněna na Obrázku 1.1.10.
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Obrázek 1.1.10: Přípustná množina X a vrstevnice účelové funkce pro c > 0

Pro záporné hodnoty c dostaneme osově symetrická ramena hyperbol ve druhém
a čtvrtém kvadrantu. Celá situace je zobrazena na Obrázku 1.1.11.
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Obrázek 1.1.11: Přípustná množina X a vrstevnice účelové funkce

Z Obrázku 1.1.11 vidíme, že minimum nastane ve druhém a čtvrtém kvadrantu v
bodě na kružnici x2 + y2 = 1. Ze symetrie úlohy (vrstevnic účelové funkce) také
víme, že v hledaném bodě bude platit x = −y. Ze zadané množiny pak dosazením
dostaneme

2x2 = 2y2 = 1, a tedy x = ±
√

2
2

, y = ±
√

2
2

.

Vzhledem k tomu, že v bodech minima musejí mít proměnné opačné znaménko do-
stáváme dvě řešení Pmin = [±

√
2/2,∓

√
2/2]. Funkční hodnota v těchto bodech je

fmin = −1/2, což je v obrázku vyznačeno popiskem vrstevnice, která se dotýká kruž-
nice.

Pro maximum postupujeme obdobně. Z náčrtku vidíme, že maximum nastane v prv-
ním a třetím kvadrantu na kružnici x2 + y2 = 1 a že v něm bude platit x = y. Postu-
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pem stejným jako pro minimum se dopracujeme ke dvěma bodům, ve kterém funkce
nabývá hodnotu fmax = 1/2, a to k Pmax = [±

√
2/2,±

√
2/2], přičemž jediným roz-

dílem je, že tentokrát mají proměnné stejné znaménko. Při hledání maxima můžeme
využít též symetrie úlohy a výsledek získat bez počítání.

7. f (x, y) = x2

4 + y2 na množině M = {[x, y] ∈ R2|x2 + y2 ≤ 1}

Řešení úlohy zahájíme opět úvahou nad tvarem přípustné množiny a vrstevnic úče-
lové funkce. Přípustná množina je, stejně jako v předchozím příkladu, vnitřek a hra-
nice kružnice s poloměrem 1 a středem v počátku. Vrstevnice jsou v tomto případě
elipsy (obecná rovnice elipsy je x2/a2 + y2/b2 = 1) se středem v bodě [0, 0]. V našem
případě je a = 2 a b = 1. Hlavní poloosa je tak dvakrát delší než poloosa vedlejší.
Rovnice x2

4 + y2 = 1 protne body [±2, 0] a [0,±1]. Nyní si již můžeme situaci nakres-
lit, např. jako na Obrázku 1.1.12.

Obrázek 1.1.12: Přípustná množina X a vrstevnice účelové funkce

Z obrázku a úvahy, kterou jsme provedli, víme, že pro rostoucí c se bude elipsa rozpí-
nat, hodnota účelové funkce tak roste směrem dál od počátku. Poslední bod, který
protne vrstevnice s největší hodnotou, je tak bod [0,±1] s fmax = 1.

Nyní nám zbývá najít minimum. Z teorie víme, že nejmenší hodnota, které může
funkce nabýt (nejen na přípustné množině), je nula. Rovnice x2

4 + y2 = 0 má jediné
řešení, kterým je počátek. Bod [0, 0] ∈ M, jedná se tak o hledané minimum s fmin = 0.
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8. f (x, y) = x2

4 + y2 na množině M = {[x, y] ∈ R2|x2 + y2 = 1}

Čtenář si jistě všimne, že se zadání této úlohy velmi podobá zadání úlohy před-
chozí. Jediný rozdíl je, že přípustná množina je nyní pouze kružnice s poloměrem
1 a středem v počátku (ne její vnitřek). Účelová funkce je stejná jako v předchozím
příkladu, vrstevnice jsou elipsy se středem v bodě [0, 0]. Situace je znázorněna na
Obrázku 1.1.13.

Obrázek 1.1.13: Přípustná množina X a vrstevnice účelové funkce

Z úvah, které jsme provedli v předchozím příkladu, nyní ihned určíme maximum,
kterým jsou opět body [0,±1] s fmax = 1, nebot’ leží na kružnici. Při hledání minima
ovšem musíme postupovat opatrněji. Bod [0, 0] v tomto případě neleží v přípustné
množině, z rozpínajících se elips na obrázku ale vidíme, že minimum nastane v bodě
[±1, 0]. Funkční hodnota je v tomto případě fmin = 1/4. Tuto úvahu můžeme pod-
pořit tím, že víme, že hlavní poloosa je dvakrát delší než poloosa vedlejší. Nejmenší
funkční hodnotu proto najdeme pro co nejmenší hodnotu x. Oba extrémy se nachází
na souřadných osách.

9. f (x, y) = x2− 2x+ y2 + 4y+ 1 na množině M = {[x, y] ∈ R2|(x− 2)2 +(y− 1)2 = 1}

Řešení úlohy zahájíme opět úvahou nad tvarem přípustné množiny a vrstevnic úče-
lové funkce. Přípustná množina je kružnice s poloměrem 1 a středem v bodě [2, 1].
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Účelovou funkci můžeme upravit do tvaru

f (x, y) = (x− 1)2 + (y + 2)2 − 4,

její vrstevnice jsou soustředné kružnice se středem v bodě [1,−2]. Pro c = 0 jde
o kružnici s poloměrem 2, pro c = −1 je poloměr 1. Celá situace je (pro c ≥ 0)
znázorněna na Obrázku 1.1.14.

Obrázek 1.1.14: Přípustná množina X a vrstevnice účelové funkce

Z obrázku a teorie víme, že minimum i maximum budou ležet na přímce prochá-
zející středy kružnic (na obrázku body S1 pro přípustnou množinu a S2 pro střed
vrstevnic). Tato přímka má rovnici −3x + y = −5, což zjistíme klasickým postupem
přes směrový vektor (2− 1, 1− (−2)) = (1, 3), který dále převedeme na vektor nor-
málový (−3, 1) a přes −3x + y + c = 0 dopočítáme hodnotu konstanty dosazením
souřadnic jednoho ze středů kružnic. Situace s vyznačenou přímkou je pro ilustraci
ukázána na Obrázku 1.1.15.
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Obrázek 1.1.15: Přípustná množina X a vrstevnice účelové funkce

Nyní již máme soustavu tvořenou rovnicí přímky (−3x + y = −5) a zadanou mno-
žinou ((x − 2)2 + (y − 1)2 = 1), jejímž řešením získáme jak bod maxima, tak bod
minima. Soustavu vyřešíme např. vyjádřením y = 3x − 5 a dosazením do rovnice
kružnice, čímž získáme

(x− 2)2 + (3x− 5− 1)2 = 1, po úpravě 10x2 − 40x + 39 = 0.

Řešením této rovnice jsou

x1,2 =
40±

√
402 − 4 · 390

20
=

40±
√

40
20

= 2±
√

10
10

.

Pro tyto x nyní dopočítáme y jako

y1,2 = 6± 3
√

10
10
− 5 = 1± 3

√
10

10
.

Vzhledem k tomu, že vrstevnice se rozpínají s hodnotou účelové funkce, je bod mi-
nima blíže středu S2 než bod maxima. Jde tedy o bod Pmin =

[
2−

√
10

10 , 1− 3
√

10
10

]
16. prosince 2020 © Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek
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s funkční hodnotou

fmin =

(
1−
√

10
10

)2

+

(
3− 3

√
10

10

)2

− 4 = 7− 2
√

10 .
= 0, 67544.

Maximem je potom bod Pmax =
[
2 +

√
10

10 , 1 + 3
√

10
10

]
s funkční hodnotou

fmax =

(
1 +

√
10

10

)2

+

(
3 +

3
√

10
10

)2

− 4 = 7 + 2
√

10 .
= 13, 32455.

10. f (x, y) = 5x2 + y2 − 4y− 10x na množině M = {[x, y] ∈ R2|5x2 + y2 = 25}

Řešení úlohy již klasicky zahájíme úvahou nad tvarem přípustné množiny a vrstev-

nic účelové funkce. Přípustná množina je elipsa s rovnicí x2

5 + y2

25 = 1. Elipsa má střed
v bodě [0, 0] a na ose x protíná body [±

√
5, 0], na ose y body [0,±5]. Účelovou funkci

si můžeme upravit do tvaru

5(x− 1)2 + (y− 2)2 − 9, pro c = −5 dostaneme (x− 1)2 +
(y− 2)2

4
= 1,

což je rovnice elipsy se středem v bodě [1, 2], na ose x protne bod [1, 0] (délka svislé
poloosy je 2). S rostoucím c se vrstevnice rozpínají. Situace je znázorněna na Ob-
rázku 1.1.16.
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Obrázek 1.1.16: Přípustná množina X a vrstevnice účelové funkce

Při hledání minima chceme najít co nejmenší elipsu, která se (zevnitř) dotkne pří-
pustné množiny. Při hledání maxima naopak hledáme co největší elipsu. Při řešení
úlohy můžeme dále postupovat dvěma způsoby. První způsob spočívá v tom, že
víme, že v bodě extrému musí splývat tečny obou křivek, tj. stačí vypočítat tečny a
položit je do rovnosti, z čehož dále získáme vyjádření y pomocí x v bodě extrému.
Bod dále dopočítáme z rovnice množiny. Tento postup využijeme v následujícím pří-
kladu.

Druhý způsob, který si zde ukážeme, využívá fakt, že elipsy jsou „stejné“, a extrém
tak leží na spojnici středů elips, kterou je přímka y = 2x. Roli zde hrají délky poloos,
pozice středů a orientace elipsy, tento fakt tak nemusí platit obecně. Nyní s využitím
zadané množiny dopočítáme průsečíky přípustné množiny a přímky jako

5x2 + y2 = 25, a tedy 5x2 + 4x2 = 25,

z čehož plyne x2 = 25
9 , neboli x = ±5

3 . Příslušná y jsou pak y = ±10
3 , přičemž obě
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proměnné mají stejné znaménko. Tyto dva body jsou hledanými extrémy, konkrétně

Pmin =

[
5
3

,
10
3

]
a Pmax =

[
−5

3
,−10

3

]
.

V těchto bodech nabývá funkce hodnoty fmin = −5 a fmax = 55.

11. f (x, y) = 5x2 + y2 − 4y− 10x na množině M = {[x, y] ∈ R2| 3x2 + y2 = 25},
nápověda: polynom 12x4 − 60x3 + 11x2 + 500x − 625 má pouze dva reálné kořeny
x1 ≈ 1, 47 a x2 ≈ 2, 74

Řešení úlohy zahájíme úvahou nad tvarem přípustné množiny a vrstevnic účelové

funkce. Přípustná množina je elipsa s rovnicí 3x2

52 + y2

52 = 1. Elipsa má střed v bodě
[0, 0] a na ose x protíná body [±5

√
3/3, 0], na ose y body [0,±5]. Účelová funkce je

stejná jako v předchozím příkladu, tj. můžeme ji zapsat ve tvaru

5(x− 1)2 + (y− 2)2 − 9, pro c = −5 dostaneme (x− 1)2 +
(y− 2)2

4
= 1,

což je rovnice elipsy se středem v bodě [1, 2], na ose x protne bod [1, 0] (délka svislé
poloosy je 2). Již víme, že s rostoucím c se vrstevnice rozpínají. Situace je znázorněna
na Obrázku 1.1.17.
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Obrázek 1.1.17: Přípustná množina X a vrstevnice účelové funkce

Při hledání minima chceme najít co nejmenší elipsu, která se (zevnitř) dotkne pří-
pustné množiny. Při hledání maxima naopak hledáme co největší elipsu. Hledáme
tak body, pro které jsou vrstevnice tečnami přípustné množiny. Z obrázku si lze všim-
nout, že extrémy, na rozdíl od předchozího příkladu, neleží na spojnici středů elips.
Využijeme proto jiný postup než v předchozích příkladech. V extrémech jistě splývají
tečny obou křivek (tj. dojde k rovnosti derivací), což využijeme při výpočtu. Víme,
že (ze zadané přípustné množiny) platí

3x2 + y2 = 25, derivací získáme 6x + 2yy′ = 0, a tedy y′ = −6x
2y

= −3
x
y

.

Obdobně nyní zderivujeme účelovou funkci, čímž postupně získáme

10(x− 1) + 2(y− 2)y′ = 0, a tedy y′ =
10− 10x

2y− 4
=

5− 5x
y− 2

.
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Nyní nám zbývá pouze dát tyto dva výrazy do rovnosti a vyjádřit proměnnou y
pomocí x z rovnice

5− 5x
y− 2

= −3
x
y

, neboli (5− 5x)y = −3x(y− 2).

Tuto rovnici dále upravíme na

5y− 5xy + 3xy− 6x = 0, z čehož plyne y =
6x

5− 2x
,

což již není rovnice přímky, ale stále prochází oběma středy, jak se může čtenář pře-
svědčit dosazením. Nalezené vyjádření nyní dosadíme do rovnice přípustné mno-
žiny, čímž dostaneme

3x2 +

(
6x

5− 2x

)2

= 25, a tedy 3x2 +
36x2

(5− 2x)2 = 25,

z čehož dál dostaneme rovnici

3x2(25− 20x + 4x2) + 36x2 = 25(25− 20x + 4x2),

neboli

12x4 − 60x3 + 11x2 + 500x− 625 = 0,

jejímiž kořeny jsou, jak víme z nápovědy, body x1 ≈ 1, 47 a x2 ≈ −2, 74. S touto
znalostí již můžeme dopočítat příslušná y, která jsou y1 = 4, 28 a y2 = 1, 57. Máme
tak 2 body, které jsou hledanými extrémy, konkrétně

Pmin = [1, 47, 4, 28] a Pmax = [−2, 74, 1, 57] ,

přičemž o jaké extrémy se jedná víme z náčrtku. V těchto bodech nabývá funkce
hodnoty fmin = −2, 6971 a fmax = 61, 1229.

12. f (x, y) = 2x2− 6xy+ 5y2− 16x+ 40y na množině M vymezené nerovnostmi x+ y ≥
3, 2x− y ≥ 2, x ≥ 0, y ≥ 0

Při řešení tohoto příkladu využijeme mírně odlišný postup než v příkladech před-
chozích. Přípustná množina (konvexní množina, která vznikne průnikem čtyř polo-
prostorů) je znázorněna na Obrázku 1.1.18.
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Obrázek 1.1.18: Přípustná množina X

Z tvaru zadané funkce ovšem ihned nevidíme, jaký tvar mají její vrstevnice, můžeme
však soudit, že se jedná o elipsy. Přítomnost smíšeného členu situaci oproti minulým
příkladům komplikuje. Začneme tedy převedením účelové funkce do tvaru součtu
čtverců, při čemž postupujeme následujícím způsobem

2
(

x− 3
2

y
)2

− 9
2

y2 + 5y2 − 16x + 40y = c,

2
(

x− 3
2

y
)2

+
1
2

y2 − 16x + 40y = c.

Nyní zavedeme substituci t = x− 3/2 y, máme tak

2t2 +
1
2

y2 − 16t− 24y + 40y = c, a tedy 2t2 +
1
2

y2 − 16t + 16y = c.

Tato rovnice již neobsahuje smíšené členy, snadno ji tedy převedeme do základního
tvaru rovnice elipsy, tj.

2(t− 4)2 +
1
2
(y + 16)2 − 32− 1

2
162 = c,

neboli
2(t− 4)2 +

1
2
(y + 16)2 − 32 = 160 + c.

Vydělením rovnice pravou stranou (160 + c 6= 0) pak dostaneme

(t− 4)2

160+c
2

+
(y + 16)2

2(160 + c)
= 1,
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což je rovnice elipsy v proměnných t a y se středem v bodě [4,−16], jejíž vertikální
poloosa je čtyřikrát delší než poloosa horizontální. Než si budeme schopni situaci na-
kreslit, musíme se ještě zamyslet nad převodem omezení do proměnné t. Převodem
postupně získáme

t +
3
2

y + y ≥ 3 −→ t +
5
2

y ≥ 3,

2t− 2y ≥ 2, t +
3
2

y ≥ 0, a y ≥ 0.

Nyní si již můžeme přípustnou množinu i vrstevnice funkce nakreslit, např. jako na
Obrázku 1.1.19.

Obrázek 1.1.19: Přípustná množina X a vrstevnice účelové funkce

Z obrázku vidíme, že přípustná množina je otevřená, neplatí tedy Weierstrassova
věta. Vrstevnice se s rostoucím c rozpínají a účelová funkce není na přípustné mno-
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žině ohraničená shora, z čehož plyne, že v tomto případě můžeme určit pouze mi-
nimum. Z obrázku vidíme, že funkce svého minima nabude v bodě ležícím na ose
t, konkrétně v bodě [4, 0], který leží přímo nad středem elips. Tento bod leží v pří-
pustné množině, což čtenář snadno ověří dosazením jeho souřadnic do všech ome-
zení. Z obrázku vidíme, že minimální hodnota účelové funkce na přípustné množině
je záporná. Nyní se již můžeme navrátit k původním souřadnicím, výsledkem je tak
bod Pmin = [4, 0] s funkční hodnotou fmin = −32.

13. f (x, y) = x2 + 3xy− y2 na množině M = {[x, y] ∈ R2|x + y = 3}

Stejně jako v předchozím příkladu začneme převedením účelové funkce do tvaru,
ze kterého uvidíme, jaký tvar mají vrstevnice. Přípustná množina je přímka. Přítom-
nost smíšeného členu situaci oproti minulým příkladům komplikuje. Začneme tedy
převedením účelové funkce do tvaru součtu čtverců, při čemž postupujeme následu-
jícím způsobem

(
x +

3
2

y
)2

− 9
4

y2 − y2 = c,(
x +

3
2

y
)2

− 13
4

y2 = c.

Nyní zavedeme substituci t = x + 3/2 y, máme tak

t2 − 13
4

y2 = c.

Tato rovnice již neobsahuje smíšené členy, snadno ji tedy převedeme do základního
tvaru rovnice hyperboly, tj.

t2

c
− y2

4c
13

= 1,

což je rovnice hyperboly v proměnných t a y se středem v bodě [0, 0]. Než si budeme
schopni situaci nakreslit, musíme se ještě zamyslet nad převodem omezení do pro-
měnné t. Vzhledem k tomu, že máme pouze jedno omezení dané rovnicí, získáme
opět pouze rovnostní omezení ve tvaru

t− 3
2

y + y =≥ 3 −→ t− 1
2

y = 3.

Nyní si již můžeme přípustnou množinu i vrstevnice funkce nakreslit, např. jako na
Obrázku 1.1.20.
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Obrázek 1.1.20: Přípustná množina X a vrstevnice účelové funkce

Vrstevnice se s rostoucím c vzdalují od počátku, a to ve směru osy t pro kladná c
a ve směru osy y v opačném případě. Z obrázku vidíme, že účelová funkce není na
přípustné množině zdola ohraničená. Z toho plyne, že v tomto případě můžeme ur-
čit pouze maximum. Z obrázku vidíme, že funkce svého maxima nabude v prvním
kvadrantu, nebot’ směrem doprava (horizontálně) roste hodnota účelové funkce. Bo-
dem [3, 0] prochází vrstevnice s c = 9, bodem [4, 0] pak vrstevnice s hodnotou c = 16,
tyto vrstevnice jsou pro lepší ilustraci znázorněny na Obrázku 1.1.21.
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Obrázek 1.1.21: Přípustná množina X a vrstevnice účelové funkce

Minimem je bod, ve kterém je přímka tečnou hyperboly, tj. bod [t0, y0], pro který platí

y = 2t− 6 a t2 − 13
4

y2 − c = 0,

neboli

y = ±
√

4
13

(t2 − c).

Vzhledem k tomu, že víme, že maximum se nachází v prvním kvadrantu, uvažujeme
dál pouze kladné znaménko y. Rovnice tečny je obecně ve tvaru

y = f ′(t0)(t− t0) + f (t0),

pro tuto funkci (v proměnné t) máme

y =
2t0 · 4

13

2
√

4
13(t

2
0 − c)

(t− t0) +

√
4

13
(t2

0 − c)

a víme, že musí platit rovnost s 2t− 6. Roznásobením a úpravou dostaneme

4t0

13
√

4
13(t

2
0 − c)

t−
4t2

0

13
√

4
13(t

2
0 − c)

+

√
4

13
(t2

0 − c) = 2t− 6,

tuto rovnici nyní vyřešíme porovnáním koeficientů. Pro členy s t máme rovnost

2 =
4t0

13
√

4
13(t

2
0 − c)

, a tedy t0 =
13
√

4
13(t

2
0 − c)

2
,
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kterou nyní umocníme, abychom se zbavili odmocniny. Tímto krokem dostaneme

t2
0 =

169
4
· 4

13
(t2

0 − c), z čehož plyne t2
0 = 13(t2

0 − c).

Z této rovnice jsme tak získali rovnost 12t2
0 = 13c, kterou využijeme později.

Nyní se podíváme na porovnání koeficientů pro absolutní člen, kterým získáme rov-
nost

−
4t2

0

13
√

4
13(t

2
0 − c)

+

√
4
13

(t2
0 − c) = −6,

kterou postupně upravíme na

− 4
13

t2
0 +

4
13

t2
0 −

4
13

c = −6

√
4

13
(t2

0 − c),

z čehož plyne

− 4
13

c = −6

√
4

13

(
13c
12
− c
)

, a tedy
16

169
c2 = 36

(
4

13
· 1

12
c
)

.

Z této rovnosti získáme
c2 − 39

4
c = 0,

platí tedy bud’ c = 0 nebo c = 39/4. Vzhledem k tomu, že z obrázku víme, že ma-
ximální hodnota účelové funkce na přípustné množině je větší než 9, pracujeme dál
pouze s c = 39/4. Nyní již můžeme dopočítat t2

0, které je t2
0 = 13

12
39
4 = 169

16 , a tedy
t = 13

4 , protože víme, že t > 0. Souřadnici y0 nyní dopočítáme dosazením do rov-
nostního omezení, máme tak

y0 = 2t− 6 = 2 · 13
4
− 6 =

1
2

.

Tento bod je jistě v prvním kvadrantu. Nyní se můžeme vrátit k původním proměn-
ným, souřadnici bodu x vypočítáme jako

x = t− 3
2

y =
13
4
− 3

2
· 1

2
=

5
2

.

Výsledkem úlohy je tak bod Pmax = [5/2, 1/2] s funkční hodnotou fmax = 39/4.

14. f (x, y, z) = x− 2y + 2z na množině M = {[x, y, z] ∈ R3|x2 + y2 + z2 = 1}

Řešení úlohy zahájíme úvahou nad tvarem přípustné množiny a vrstevnic účelové
funkce. Přípustná množina je koule se středem v počátku a poloměrem 1. Vrstevnice
účelové funkce jsou roviny (s rovnicemi z = y − x/2 + c). Pro rostoucí c se roviny
posouvají směrem doleva nahoru, pro klesající c naopak. Situace je znázorněna na
Obrázku 1.1.22.
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Obrázek 1.1.22: Přípustná množina X a vrstevnice účelové funkce

Vzhledem k tomu, že koule je kompaktní množina, najdeme v této úloze jak mini-
mum, tak maximum. K extrémům dojde v případě, kdy jsou vrstevnice (roviny) teč-
nými rovinami ke kouli. Označme si a := (a1, a2, a3) bod, ve kterém k tomuto dojde.
Rovnice tečné roviny je obecně ve tvaru

z = f (a) + f ′x(a)(x− a1) + f ′y(a)(y− a2),

v našem konkrétním příkladě je koule funkcí

z = f (x, y) = ±
√

1− x2 − y2.

Zaměřme se nyní pouze na z > 0. V bodě a je funkční hodnota f (a) =
√

1− a2
1 − a2

2.
Pro rovnici tečné roviny nyní potřebujeme spočítat parciální derivace, které jsou

f ′x(x, y) = − x√
1− x2 − y2

a f ′y(x, y) = − y√
1− x2 − y2

.

V bodě dotyku a tak platí

f ′x(a) = − a1√
1− a2

1 − a2
2

a f ′y(a) = − a2√
1− a2

1 − a2
2

.
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Nyní již sestavíme rovnici tečné roviny, která je

z =
√

1− a2
1 − a2

2 −
a1√

1− a2
1 − a2

2

(x− a1)−
a1√

1− a2
1 − a2

2

(y− a2).

Z naší úvahy víme, že rovnice vrstevnice je z = y− 1
2 x + c a že se uvedené rovnosti

v bodě a rovnají. Nyní již postupujeme podobně jako v předchozím příkladu, a to
porovnáním koeficientů. Pro členy s x platí

− a1√
1− a2

1 − a2
2

= −1
2

, (1.1.55)

pro členy s y pak
− a2√

1− a2
1 − a2

2

= 1, (1.1.56)

pro absolutní člen porovnáním získáme√
1− a2

1 − a2
2 +

a2
1 + a2

2√
1− a2

1 − a2
2

= c. (1.1.57)

Z (1.1.55) dostaneme

2a1 =
√

1− a2
1 − a2

2, a tedy 5a2
1 = 1− a2

2.

Z (1.1.56) obdobně získáme

−a2 =
√

1− a2
1 − a2

2, a tedy 2a2
2 = 1− a2

1.

Již z těchto dvou rovnic můžeme dopočítat hodnoty a1 a a2, a to např. dosazením
a2

2 = 1/2− a2
1/2 do (1.1.55), čímž dostaneme

5a2
1 = 1− 1

2
+

a2
1

2
.

Úpravou pak získáme

a2
1 =

1
9

, a tedy a1 = ±1
3

.

Dále dopočítáme a2 jako

2a2
2 = 1− 1

9
=

8
9

, a tedy a2
2 =

4
9

, a2 = ±2
3

.

Nyní dopočítáme maximální a minimální hodnotu funkce (c), a to z (1.1.57) např.
jako

c
√

1− a2
1 − a2

2 = 1− a2
1 − a2

2 + a2
1 + a2

2,
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z čehož plyne

c2 =
1

1− a2
1 − a2

2
=

1
1− 1

9 −
4
9

=
9
4

.

Maximální hodnota účelové funkce na přípustné množině je fmax = 3/2, minimální
je pak fmin = −3/2. Z obrázku vidíme, že hledané extrémy mají opačná znaménka
v souřadnicích x a y, tj. máme body P1 = [1/3,−2/3, z1] a P2 = [−1/3, 2/3, z2]. Nyní
nám zbývá dopočítat souřadnice tečného bodu z = a3, které jsou

z1 = y− 1
2

x + c = −2
3
− 1

6
+

3
2
=

2
3

,

a
z2 = y− 1

2
x + c =

2
3
+

1
6
− 3

2
= −2

3
.

Celkem tedy máme Pmax = [1/3,−2/3, 2/3] s funkční hodnotou fmax = 3/2 a Pmin =

[−1/3, 2/3,−2/3] s funkční hodnotou fmin = −3/2.
N
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I. 2. Konvexní množiny

Příklad 1.2.1.

Ukažte, že množina

X =

{
x ∈ Rn

∣∣∣ n

∑
i=1

x2
i

a2
i
≤ 1

}
, a1, . . . , an ∈ RK{0},

je konvexní.

Řešení. Definice konvexní množiny říká, že množina X je konvexní, pokud pro všechna
x, y ∈ X a každé λ ∈ [0, 1] platí, že λx + (1− λ) y ∈ X. To znamená, že pro naši množinu
X potřebujeme ukázat, že pokud x, y ∈ X, tak

n

∑
i=1

(λxi + (1− λ) yi)
2

a2
i

≤ 1.

Rozepíšeme levou stranu, tj. chceme, aby

n

∑
i=1

λ2x2
i

a2
i

+
λ (1− λ) 2xiyi

a2
i

+
(1− λ)2 y2

i
a2

i
≤ 1.

Víme, že x2
i + y2

i ≥ 2xiyi, protože vždy platí

x2
i − 2xiyi + y2

i ≥ 0

(xi − yi)
2 ≥ 0,

proto můžeme psát, že

n

∑
i=1

λ2x2
i

a2
i

+
λ (1− λ) 2xiyi

a2
i

+
(1− λ)2 y2

i
a2

i
≤

n

∑
i=1

λ2x2
i

a2
i

+
λ (1− λ)

(
x2

i + y2
i
)

a2
i

+
(1− λ)2 y2

i
a2

i
.

Upravíme si bokem pravou stranu nerovnosti jako

n

∑
i=1

λ2x2
i

a2
i

+
λ (1− λ)

(
x2

i + y2
i
)

a2
i

+
(1− λ)2 y2

i
a2

i
= λ

n

∑
i=1

x2
i

a2
i
+ (1− λ)

n

∑
i=1

y2
i

a2
i

,

kde z předpokladu x, y ∈ X dostaneme

λ
n

∑
i=1

x2
i

a2
i
+ (1− λ)

n

∑
i=1

y2
i

a2
i
≤ λ · 1 + (1− λ) · 1 = 1.

Dokázali jsme tedy původní výraz postupnými úpravami ohraničit shora 1 neboli platí
nerovnost

n

∑
i=1

(λxi + (1− λ) yi)
2

a2
i

≤ 1,

tudíž λx + (1− λ) y ∈ X, která je tak konvexní. N
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Příklad 1.2.2.

Dokažte: Množina X ⊆ Rn je konvexní právě tehdy, když její průnik s libovolnou
přímkou je konvexní množina.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.2.3.

Rozhodněte, která z následujících množin X je konvexní (a polytop nebo polyedr):

a) Fošna/traverza X = {x ∈ Rn | α ≤ 〈p, x〉 ≤ β}.

b) Obdélník (pro n > 2 též hyperobdélník) X = {x ∈ Rn | αi ≤ xi ≤ βi, i =

1, . . . , n}.

c) Klín X = {x ∈ Rn | 〈p1, x〉 ≤ β1, 〈p2, x〉 ≤ β2}.

d) Množina bodů, které jsou blíže k danému x0 než množina Y ⊆ Rn, tj.

X = {x ∈ Rn | ‖x− x0‖2 ≤ ‖x− y‖2 pro všechna y ∈ Y}.

e) Množina bodů, které jsou blíže k množině Y ⊆ Rn než k množině Z ⊆ Rn, tj.

X =
{

x ∈ Rn | ρ(x, Y) ≤ ρ(x, Z)
}

,

kde ρ(x, Y) := inf{‖x− y‖2, y ∈ Y}.

f) Množina X = {x ∈ Rn | x + X1 ⊆ X2}, kde X1, X2 ⊆ Rn a X2 je konvexní.

g) Množina bodů, jejichž vzdálenost k a nepřekročí pevně daný násobek vzdále-
nosti k b, tj.

X =
{

x ∈ Rn | ‖x− a‖2 ≤ θ‖x− b‖2
}

,

přičemž se můžeme omezit na situaci a 6= b a 0 ≤ θ ≤ 1.

h) Množina X =
{

x ∈ Rn | x ≥ 0, 〈x, y〉 ≤ 1 pro všechna y taková, že ‖y‖2 = 1
}

.

i) Množina X =
{

x ∈ Rn | x ≥ 0, 〈x, y〉 ≤ 1 pro všechna y taková, že ∑n
i=1 |yi| =

1
}

.
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Řešení. Nejprve si zopakujme, co je polyedr a polytop. Polyedr je taková množina, kterou
lze získat průnikem konečného počtu poloprostorů. Polytop je ohraničený polyedr.

a) Nakresleme si množinu X v rovině (Obrázek 1.2.23).

α

β

Obrázek 1.2.23: Množina X = {x ∈ R2 | α ≤ 〈p, x〉 ≤ β}

Jelikož je dáno, že α ≤ β, vždy vznikne nějaký pás (případně "přímka"nebo celé Rn

v případě p = (0, . . . , 0)>). Množina X tak je konvexní a polyedr. Jak je zřejmé z
Obrázku 1.2.23, polytop být nemůže.

b) Opět nejdříve znázorníme množinu X do roviny (Obrázek 1.2.24).

α1 β1

α2

β2

Obrázek 1.2.24: Množina X = {x ∈ Rn | αi ≤ xi ≤ βi, i = 1, . . . , n}

Tak jako u předešlého zadání je pevně stanoveno αi ≤ βi, tudíž v nejzazším případě
vznikne bod nebo přímka. V ostatních případech dostaneme obdélník/kvádr/hy-
perobdélník. Množina X je proto konvexní, polyedr a dokonce i polytop, jelikož je
ohraničená (αi, βi jsou čísla).

c) V zadání této množiny X si ihned můžeme všimnout jedné zásadní odlišnosti od
množiny z příkladu a). Konstanty β1 a β2 na sebe nejsou vázány, tudíž může vznik-
nout situace znázorněná na Obrázku 1.2.25, kdy průnik polorovin bude prázdná
množina.
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β2

−β1

Obrázek 1.2.25: Množina X = ∅ pro −p1 = p2 a −β1 > β2

Také p1 nemusí být stejné jako p2, což znamená, že každá z přímek může mít jinou
směrnici.

β1

β2

Obrázek 1.2.26: Množina X = {x ∈ Rn | 〈p1, x〉 ≤ β1, 〈p2, x〉 ≤ β2}

Vidíme, že vznikne vždy nějaký průnik dvou poloprostorů. Zároveň prázdná mno-
žina je jak konvexní, tak i polyedr, proto můžeme říct, že množina X je konvexní a
polyedr.

d) Zadání množiny X se dá interpretovat tak, že množina X je tvořena takovými body
jejichž vzdálenost od bodu x0 je menší nebo rovna vzdálenosti od množiny Y. Tato
množina Y není blíže specifikována, proto může, ale nemusí být konvexní. Rozepí-
šeme si nejprve nerovnost, tj.

‖x− x0‖2 ≤ ‖x− y‖2

(x− x0)
>(x− x0) ≤ (x− y)>(x− y)

x>x− 2x>0 x + x>0 x0 ≤ x>x− 2y>x + y>y

2(y− x0)
>x ≤ y>y− x>0 x0,

kde lze označit p> = 2(y − x0)
> a β = y>y − x>0 x0. Množina X proto může být

definována pomocí nerovností
p>x ≤ β,
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což je pro různá y průnik (ne nutně konečně mnoha) poloprostorů, tudíž množina X
je pouze konvexní.

e) Zadání množiny X je velmi podobné jako u minulého příkladu, avšak nyní porovná-
váme vzdálenosti od dvou blíže nespecifikovaných množin. Vezměme si například
situaci znázorněnou na následujícím obrázku.

Y

Z

Obrázek 1.2.27: Množina X =
{

x ∈ Rn | ρ(x, Y) ≤ ρ(x, Z)
}

Množina X je zde rovna nekonvexní množině Y, tudíž nemůže být konvexní.

f) Množina X = {x ∈ Rn | x + X1 ⊆ X2}, kde X1 je libovolná a X2 konvexní, se dá
napsat pomocí průniku přes všechna y ∈ X1 jako

X =
⋂

y∈X1

{x ∈ Rn | x + y ∈ X2} =
⋂

y∈X1

(X2 − y).

Množina X2− y je konvexní, protože X2 je konvexní a y je bod. Dále víme, že průnik
konvexních množin je konvexní množina, proto je X konvexní.

g) Abychom lépe pochopili jakým útvarem je množina X, rozepíšeme si nerovnost pro
případ v rovině. Platí

‖x− a‖2 ≤ θ‖x− b‖2√
(x1 − a1)

2 + (x2 − a2)
2 ≤ θ

√
(x1 − b1)

2 + (x2 − b2)
2

(x1 − a1)
2 + (x2 − a2)

2 ≤ θ2
[
(x1 − b1)

2 + (x2 − b2)
2
]

x2
1 − 2a1x1 + a2

1 + x2
2 − 2a2x2 + a2

2 ≤ θ2
(

x2
1 − 2b1x1 + b2

1 + x2
2 − 2b2x2 + b2

2

)
x2

1 − 2
a1 − θ2b1

1− θ2 x1 + x2
2 − 2

a2 − θ2b2

1− θ2 x2 ≤
θ2

1− θ2 (b
2
1 + b2

2)−
1

1− θ2 (a2
1 + a2

2),

kde 1 − θ2 > 0 a θ 6= 1, proto se nám po dělení tímto výrazem nepřevrátilo zna-
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ménko. Případ, kdy θ = 1, vyřešíme zvlášt’. Doplněním na čtverec dostaneme(
x1 −

a1 − θ2b1

1− θ2

)2

+

(
x2 −

a2 − θ2b2

1− θ2

)2

≤ θ2

(1− θ2)
2

(
(a1 − b1)

2 + (a2 − b2)
2
)

(
x1 −

a1 − θ2b1

1− θ2

)2

+

(
x2 −

a2 − θ2b2

1− θ2

)2

≤ r2,

což je vnitřní oblast kružnice se středem v bodě

S =

[
1

1− θ2︸ ︷︷ ︸
λ

a1 +
−θ2

1− θ2︸ ︷︷ ︸
1−λ

b1,
1

1− θ2︸ ︷︷ ︸
λ

a2 +
−θ2

1− θ2︸ ︷︷ ︸
1−λ

b2

]

a poloměrem r. Vidíme, že střed S leží na přímce spojující body a = [a1, a2] a b =

[b1, b2]. Množina X tak je vnitřní oblastí kružnice pro θ 6= 1.

−2 −1 1 2 3

−2

−1

1

2

3

a

b

S

Obrázek 1.2.28: Množina X pro θ = 0.65, a = [1, 1] a b = [2, 2]

Pokud by θ = 1, tak máme
‖x− a‖2 ≤ ‖x− b‖2

neboli množina X je tvořena takovými body, které mají od bodu a stejnou nebo menší
vzdálenost než od bodu b. Původní rovnice kružnice se nám tak deformuje na rovnici
přímky, konkrétně na osu úsečky mezi body a a b. Množina X v tomto případě bude
polorovinou obsahující bod a.

−2 −1 1 2 3

−2

−1

1

2

3

a

b
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Obrázek 1.2.29: Množina X pro θ = 1, a = [1, 1] a b = [2, 2]

Právě pro θ → 1 se kružnice zvětšuje a její střed S se pohybuje na polopřímce od
bodu a na opačnou stranu než je bod b, až pro θ = 1 se z kružnice stane přímka.
Pokud půjdeme naopak s θ → 0, střed S se bude čím dál víc přibližovat bodu a, až
pro θ = 0 s ním splyne a množina X se tak stane pouze bodem a (poloměr kružnice
je r = 0).

Na základě tohoto rozboru můžeme říct, že množina X je pouze konvexní (není ani
polyedr, ani polytop). Polyedr by byla pouze pro θ = 1.

h) Podívejme se na tuto množinu X opět v R2. V zadání máme, že x = (x1, x2)
> > 0,

tudíž se budeme pohybovat pouze v prvním kvadrantu. Dále hledáme všechna x1, x2

taková, že pro všechna y1, y2, pro která máme že
√

y2
1 + y2

2 = 1, platí x1y1 + x2y2 ≤ 1.
Hodnoty y1, y2 tedy leží na jednotkové kružnici. Rovnice

x1y1 + x2y2 = 1

x2 = −y1

y2
x1 +

1
y2

je rovnicí přímky. Všimněme si, že at’ zvolíme jakýkoliv bod [y1, y2] na jednotkové
kružnici, tak přímka

x2 = −y1

y2
x1 +

1
y2

bude tečnou k jednotkové kružnici v rovině x1, x2 právě v bodě [x1, x2] = [y1, y2].
Pokud do tečny zahrneme zpět původní nerovnost, pak v případě y2 > 0 dostaneme

x2 ≤ −
y1

y2
x1 +

1
y2

,

v případě y2 < 0 naopak

x2 ≥ −
y1

y2
x1 +

1
y2

a konečně v případě y2 = 0 máme

x1y1 ≤ 1.

Průnikem těchto nerovností (polorovin) pro všechna přípustná y1, y2 vznikne vnitřní
oblast jednotkové kružnice. Avšak jelikož jsme se na začátku omezili pouze na první
kvadrant, výsledná množina X bude čtvrtina kruhu v tomto kvadrantu, proto je kon-
vexní (a není polyedr ani polytop).
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−1 1

1

Obrázek 1.2.30: Množina X =
{

x ∈ Rn | x ≥ 0, 〈x, y〉 ≤ 1 pro ∀y taková, že ‖y‖2 = 1
}

i) Zadání množiny X tohoto příkladu je velmi podobné zadání z předchozího příkladu.
Opět jsme v prvním kvadrantu a opět budeme pracovat s průniky polorovin (v R2).
Rozdílná je pouze podmínka na vektor y. V rovině budeme požadovat, aby |y1| +
|y2| = 1, což je rovnice čtverce s vrcholy v bodech [−1, 0], [0, 1], [1, 0] a [0,−1]. Volbou
y1, y2 splňujících tuto podmínku a omezením se na y1, y2 > 0 dostaneme polorovinu
zadanou nerovnicí

x2 ≤ −
y1

y2
x1 +

1
y2

,

jejíž hraniční přímka bude procházet vždy bodem [1, 1]. Platí totiž

1 = −y1

y2
+

1
y2

y2 = −y1 + y2

y1 + y2 = 1

pro y1, y2. Pokud bychom se omezili například na y1, y2 v druhém kvadrantu, po-
loroviny by podobně procházeli bodem [−1, 1] atd. Vrat’me se však zpět k prvnímu
kvadrantu, který je pro nás stěžejní, jelikož bereme pouze x1, x2 > 0. Průnik poloro-
vin daných přímkami s různou zápornou směrnicí procházejícími bodem [1, 1] zde
vytvoří čtverec s vrcholy v bodech [0, 0], [1, 0], [1, 1] a [0, 1]. Právě tento čtverec je
námi hledaná množina X, která je tak konvexní, polyedr a dokonce i polytop.

−1 1

1

Obrázek 1.2.31: Množina X =
{

x ∈ Rn | x ≥ 0, 〈x, y〉 ≤ 1 pro ∀y taková, že ∑n
i=1 |yi| =

1
}

N
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Příklad 1.2.4.

Dokažte: Množina X ⊆ Rn je konvexní právě tehdy, když pro každé λ, µ ≥ 0 platí

λX + µX = (λ + µ)X,

kde množinové sčítání a násobení skalárem je definováno obvyklým způsobem, tj.

X + Y = {x + y, x ∈ X, y ∈ Y}, λ X = {λx | x ∈ X}.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.2.5.

S využitím předchozího příkladu dokažte: Jsou-li X, Y ⊆ Rn konvexní množiny a α, β ≥ 0,
pak je konvexní také množina

A =
⋃

α,β≥0

(
αX + βY

)
.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.2.6.

Dokažte následující vlastnosti kužele:

a) Je-li Xi ⊆ Rn kužel pro každé i ∈ I, pak
⋂

i∈I Xi je také kužel.

b) Kartézský součin kuželů X1, X2 ⊆ Rn, tj. X1 × X2, je kužel.

c) Jsou-li X1, X2 ⊆ Rn kužely, pak množina X1 + X2 je kužel.

d) Je-li X ⊆ Rn kužel, pak X je kužel.

e) Je-li X ⊆ Rn kužel a A ∈ Rm×n, pak množina AX = {z ∈ Rm | z = Ax, x ∈ X}
je kužel.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.2.7.

Dokažte:

a) Pro libovolnou množinu vektorů {ai ∈ Rn, i ∈ I} je množina X = {x ∈ Rn |
a>i x ≤ 0, i ∈ I} uzavřený konvexní kužel.

b) Kužel X ⊆ Rn je konvexní právě tehdy, když X + X ⊆ X.

c) Pro libovolné dva konvexní kužely X1, X2 ⊆ Rn platí

X1 + X2 = conv (X1 ∪ X2), X1 ∩ X2 =
⋃

λ∈[0,1]

[
λX1 ∩ (1− λ)X2

]
.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.2.8.

Dokažte: Je-li X ⊆ Rn konvexní kužel, λ1 ≥ 0,. . . , λm ≥ 0, x1, . . . , xm ∈ X, pak nezá-
porná kombinace

λ1x1 + · · ·+ λmxm ∈ X.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.2.9.

Pro dvě množiny X, Y ⊆ Rn definujeme X−Y = {z ∈ Rn | z = x− y, x ∈ X, y ∈ Y}.
Určete X− X, je-li X konvexní kužel X = {[x1, x2] ∈ R2 | x ≥ 0, y ≥ x}.

Řešení. Připomeňme si definici kuželu a konvexního kuželu. Kužel je taková množina X v
níž pro každé x ∈ X a každé λ ∈ [0, ∞) platí, že λx ∈ X. Množina X je konvexní kužel,
pokud je zároveň konvexní a zároveň kužel. Množina X ze zadání, která je konvexním
kuželem, vypadá následovně (Obrázek 1.2.32).

y = x

Obrázek 1.2.32: Množina X = {[x1, x2] ∈ R2 | x ≥ 0, y ≥ x}

Vezmeme a, b ≥ 0 a postupně nalezneme všechny body tvořící množinu X−X. Například
body ležící v prvním kvadrantu [a, b] můžeme zapsat jako

[a, b] = [a, a + b]︸ ︷︷ ︸
∈X

− [0, a]︸︷︷︸
∈X

,

proto všechny body prvního kvadrantu [a, b] ∈ X − X. Stejně tak všechny body druhého
kvadrantu [−a, b] jdou zapsat jako

[−a, b] = [0, a + b]︸ ︷︷ ︸
∈X

− [a, a]︸︷︷︸
∈X

∈ X− X.

Dokonce i body třetího a čtvrtého kvadrantu jdou vyjádřit tímto způsobem

[−a,−b] = [0, a]︸︷︷︸
∈X

− [a, a + b]︸ ︷︷ ︸
∈X

∈ X− X,

[a,−b] = [a, a]︸︷︷︸
∈X

− [0, a + b]︸ ︷︷ ︸
∈X

∈ X− X,

tudíž množina X− X je celé R2. N
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Příklad 1.2.10.

Jaký je vztah mezi konvexními a afinními množinami?

Řešení. Každá afinní množina je i konvexní množinou. Pro afinní množinu platí, že s kaž-
dými dvěma libovolnými body obsahuje i celou jimi procházející přímku, tudíž musí ob-
sahovat i úsečku ležící mezi těmito body. N
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Příklad 1.2.11.

Dokažte: Pro X ⊆ Rn platí

cone X =

{ m

∑
i=1

λixi

∣∣∣ λ1, . . . , λm ≥ 0, xi ∈ X
}

.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.2.12.

Dokažte: Je-li X ⊆ Rn konvexní množina, potom platí

cone X =
⋃

x∈X

{
γx, γ ≥ 0

}
.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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98 I. Základy konvexní analýzy

Příklad 1.2.13.

Dokažte: Pro X ⊆ Rn platí

aff X =

{ m

∑
i=1

λixi

∣∣∣ λ1, . . . , λm ∈ R,
m

∑
i=1

λi = 1, xi ∈ X
}

.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.2.14.

Ilustrujte platnost Lemma 2.1.8: Určete kónický obal množiny

X = {[1, 2], [5, 1]}

a ukažte, že jeho libovolný bod lze vyjádřit pomocí dvou bodů z X.

Řešení. V Obrázku 1.2.33 jsme si vykreslili kónický obal množiny X, kde jsme označili
A = [1, 2] a B = [5, 1].

1 5

1
2

A

B

Obrázek 1.2.33: Kónický obal množiny X = {[1, 2], [5, 1]}

Libovolný bod cone X vyjádříme pomocí dvou bodů X1, X2, kde X1 6= kX2 pro k ∈ R, jako

µ (λX1 + (1− λ)X2)︸ ︷︷ ︸
bod Xλ na přímce

←→
X1X2

,

kde λ ∈ R a µ ∈ [0, ∞). Právě µ nám umožní posunout bod Xλ kamkoli na polopřímce
−→

OXλ, kde O = [0, 0] je počátek. V případě, že X1 a X2 zvolíme na opačných hraničních
přímkách kuželu, pak λ ∈ [0, 1]. Například pro body X1 = A a X2 = B se jedná o situaci
znázorněnou na následujícím obrázku.

1 5

1
2

A

B

Xλ

Obrázek 1.2.34: Ilustrace vyjádření libovolného bodu cone X pomocí bodů A a B

N
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Příklad 1.2.15.

Necht’ Xi ⊆ Rn jsou konvexní množiny pro i ∈ I, kde I je libovolná indexová mno-
žina. Potom

conv

(⋃
i∈I

Xi

)
=

⋃
Ĩ⊆I

Ĩ je konečná

{
∑
i∈ Ĩ

λiXi

∣∣∣∣ λi ≥ 0 pro všechna i ∈ Ĩ, ∑
i∈ Ĩ

λi = 1

}
,

tj. konvexní obal sjednocení Xi je roven množině všech konvexních kombinací prvků
z Xi.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.2.16.

Dokažte: Je-li X ⊆ Rn, potom

a) aff X = aff(conv X),

b) cone X = cone(conv X),

c) aff(conv X) ⊆ aff(cone X) a najděte příklad takové množiny X, že nastane ostrá
inkluze,

d) je-li 0 ∈ conv X, potom aff(conv X) = aff(cone X).

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.2.17.

Dokažte: Je-li X ⊆ Rn otevřená množina, potom množina conv X je také otevřená.
Platí i opačné tvrzení (tj. je-li X ⊆ Rn uzavřená množina, potom množina conv X je
uzavřená)?

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.2.18.

Dokažte: Necht’ X ⊆ Rn je konvexní množina. Potom množina X je také konvexní.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.2.19.

Dokažte: Pro X, Y ⊆ Rn platí conv X + conv Y = conv(X + Y).

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.2.20.

Necht’
A =

{
[x, y] ∈ R2 | y ≥ 1 + x2} ∪ {[0, 0]

}
.

Určete conv A a cone A.

Řešení. Nejprve si nakreslíme množinu A do Obrázku 1.2.35.

−2 −1 1 2

1

2

3

Obrázek 1.2.35: Množina A

K nalezení konvexního obalu množiny A potřebujeme určit dvě tečny vedoucí z bodu
[0, 0] ∈ A k funkci f (x) = 1 + x2 s dotykem T = [x0, y0]. Tyto přímky budou mít tedy
předpis

y = f (x0) + f ′(x0)(x− x0),

což je rovnice tečny v bodě T. Dále víme, že na přímkách/tečnách leží bod [0, 0], takže jej
dosadíme a vyjádříme z rovnice neznámou x0 neboli

0 = 1 + x2
0 + 2x0(0− x0)

0 = 1− x2
0

x0 = ±1,

proto body T = [±1, 2] a rovnice tečen budou y = ±2x. Hranice výsledné množiny conv A
je tak tvořena tečnami z bodu [0, 0] až do bodů T, a poté funkcí f (x) (viz Obrázek 1.2.36).

−2 −1 1 2

1

2

3

4

5

6

T1T2

Obrázek 1.2.36: Množina conv A
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Zapsáno bez obrázků matematicky conv A = {[x, y] ∈ R2 | y ≥ 2|x|,−1 ≤ x ≤ 1} ∪
{[x, y] ∈ R2 | y ≥ 1 + x2, |x| > 1}.

Nakreslit a zapsat kónický obal množiny A je již jednoduché, protože je tvořen pouze
oblastí mezi nalezenými tečnami. Platí cone A = {[x, y] ∈ R2 | y ≥ 2|x|}.

−3 −2 −1 1 2 3

1

2

3

4

5

6

T1T2

Obrázek 1.2.37: Množina cone A

N
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Příklad 1.2.21.

Načrtněte kónický a konvexní obal (tj. cone A a conv A) množiny

A =
{
[x1, x2] ∈ R2 | x2 ≥ 2 + x2

1
}
∪
{
[0, 1]

}
.

Množinu conv A také popište analyticky. Je bod [1, 3] vnitřním, hraničním nebo vněj-
ším bodem množiny conv A?

Řešení. Nakreslíme si nejprve množinu A.

−2 −1 1 2

1

2

3

Obrázek 1.2.38: Množina A

Z Obrázku 1.2.38 vidíme, že množina je stejná jako v předchozím příkladu, pouze posu-
nutá o +1 směrem nahoru. Konvexní obal této množiny tedy dopadne úplně stejně, jen
bude posunutý o +1 ve směru osy y. V tomto případě je bod T = [±1, 3] a tečny mají
předpis y = ±2x + 1.
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Obrázek 1.2.39: Množina conv A

Matematický zápis této množiny je conv A = {[x1, x2] ∈ R2 | x2 ≥ 2 |x1| + 1, |x1| ≤
1} ∪ {[x1, x2] ∈ R2 | x2 ≥ 2 + x2

1, x1 ∈ RK[−1, 1]}. Dále chceme zjistit, zda bod [1, 3] je
vnitřním, hraničním nebo vnějším bodem množiny conv A. Jelikož bod [1, 3] je přímo bo-
dem T, tak je zřejmé, že je hraničním bodem.
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Pro nalezení kónického obalu tentokrát nemůžeme použít již nalezené tečny, protože po-
třebujeme tečny vedoucí z počátku. Označme body dotyku k funkci f (x) = x2

1 + 2 jako
T = [x0, y0]. Neznámé x0 nalezneme pomocí obecné rovnice tečny a dosazením počátku
O = [0, 0], který leží na těchto tečnách, tj.

y = f (x0) + f ′(x0)(x− x0)

0 = x2
0 + 2 + 2x0(0− x0)

x0 = ±
√

2.

Rovnice námi hledaných tečen proto budou vypadat jako y = ±2
√

2x, tudíž T = [±
√

2, 4].
Výsledek si zakreslíme do Obrázku 1.2.40.
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Obrázek 1.2.40: Množina cone A

N
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Příklad 1.2.22.

Necht’
A =

{
[x1, x2] ∈ R2 | x1 ≥ 0, x2 ≥ ex1

}
∪
{
[0, 0]

}
.

Určete conv A a cone A. Výsledné množiny také načrtněte.

Řešení. Nejdříve si načrtneme množinu A.

−2 −1 1 2

1

2

3

4

Obrázek 1.2.41: Množina A

Abychom mohli definovat conv A a cone A, musíme najít tečnu k funkci f (x) = ex1 pro
x1 ≥ 0 vedoucí z O = [0, 0]. Obecným tvarem rovnice tečny k funkci f (x) v bodě T =

[x0, y0] je

y = f (x0) + f ′(x0)(x− x0).

Dosazením počátku, kterým námi hledaná tečna bude procházet, vyjádříme bod x0 neboli

0 = ex0 + ex0(0− x0)

0 = ex0(1− x0)

x0 = 1,

tudíž T = [1, e]. Rovnice tečny pak bude y = e · x. Konvexní obal množiny A bude zprava
ohraničen tečnou z počátku do bodu T, a poté funkcí f (x) pro x ≥ 1, a kónický obal bude
zprava ohraničený pouze tečnou pro x ≥ 0. Náčrtek conv A můžeme vidět na Obrázku
1.2.42 s matematickým zápisem conv A = {[x1, x2] ∈ R2 | 0 ≤ x1 ≤ 1, x2 ≥ ex1} ∪
{[x1, x2] ∈ R2 | x1 ≥ 1, x2 ≥ ex1}.
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Obrázek 1.2.42: Množina conv A

Na Obrázku 1.2.43 je vyobrazena množina cone A = {[x1, x2] ∈ R2 | x1 ≥ 0, x2 ≥ ex1}.

−2 −1 1 2

1

2

3

4

5

6

T

Obrázek 1.2.43: Množina cone A

N
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Příklad 1.2.23.

Necht’ množina X je vymezena grafem funkce

f (x) = x(x− 2)(x− 3) = x3 − 5x2 + 6x

pro x ∈ [1, 3] a osou x. Načrtněte a exaktně určete kónický obal množiny X (tj. cone X)
a konvexní obal množiny X (tj. conv X).

Řešení. Nejprve si nakreslíme do roviny množinu X (viz Obrázek 1.2.44).

1 2 3
−1

1

2

Obrázek 1.2.44: Množina X

Pro nalezení konvexního obalu potřebujeme získat rovnici tečny z bodu [0, 0] k pravému
obloučku funkce f (x) na [2, 3] a rovnici tečny k levému obloučku (interval [0, 2]) funkce
f (x) z bodu [3, 0]. Pro kónický obal budeme ještě potřebovat tečnu vedoucí z bodu [0, 0] k
levému obloučku funkce f (x). Derivace funkce f (x) je

f ′(x) = 3x2 − 10x + 6

a obecná rovnice tečny v bodě T = [x0, y0] má tvar

y = f (x0) + f ′(x0)(x− x0).

Nejprve najdeme body T a tečny k nim vedoucí z bodu [0, 0], tj.

0 = x3
0 − 5x2

0 + 6x0 + (3x2
0 − 10x0 + 6)(0− x0)

0 = −2x3
0 + 5x2

0

0 = x2
0(5− 2x0),

proto x01 = 0 a x02 = 5/2. Tímto jsme získali dvě tečny z bodu [0, 0], a to

y = 0 + 6(x− 0) = 6x, pro T1 = [0, 0],

y = −5
8
− 1

4
(x− 5

2
) = −1

4
x, pro T2 =

[
5
2

,−5
8

]
.

Kónický obal tak lze zapsat jako cone X = {[x, y] ∈ R2 | −x/4 ≤ y ≤ 6x}.
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1 2 3
−1

1

2

3

T1

T2

Obrázek 1.2.45: Množina cone X

Konvexní obal množiny X je místo y = 6x definovaný tečnou z bodu [3, 0]. Dosazením do
obecné rovnice tečny dostáváme

0 = x3
0 − 5x2

0 + 6x0 + (3x2
0 − 10x0 + 6)(3− x0)

0 = −2x3
0 + 14x2

0 − 30x0 + 18

0 = x3
0 − 7x2

0 + 15x0 − 9,

kde kořeny rovnice lze získat například pomocí Hornerova schématu. Vyzkoušejme třeba
kořen x0 = 1, platí

1− 7 + 15− 9 = 0,

tudíž
x3

0 − 7x2
0 + 15x0 − 9 = (x0 − 1)(x2

0 − 6x0 + 9) = (x0 − 1)(x0 − 3)2.

Máme proto jeden jednoduchý kořen x01 = 1 a jeden dvojnásobný kořen x02 = 3. Jelikož
jsme hledali tečnu k levému obloučku funkce f (x), zajímá nás x01 = 1 neboli T3 = [1, 2].
Dosazením tohoto bodu zpět do obecné rovnice tečny tak získáváme předpis poslední
hledané tečny

y = 2− 1(x− 1) = −x + 3.

Konvexní obal množiny X si načrtneme do Obrázku 1.2.46.

1 2 3
−1

1

2

3

T3

T2

Obrázek 1.2.46: Množina conv X
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Zapsáno jako sjednocení množin conv X = {[x, y] ∈ R2 | x ∈ [0, 1], −x/4 ≤ y ≤ f (x)}∪
∪{[x, y] ∈ R2 | x ∈ [1, 5/2], −x/4 ≤ y ≤ −x + 3} ∪ {[x, y] ∈ R2 | x ∈ [5/2, 3], f (x) ≤
y ≤ −x + 3}. N
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Příklad 1.2.24.

Necht’ množina X je vymezena grafem funkce f (x) = sin x pro x ∈ [0, 2π] a osou
x. Načrtněte a exaktně určete kónický obal množiny X (tj. cone X) a konvexní obal
množiny X (tj. conv X).

Řešení. %%% Nápověda: řešení x = tg x. N
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Příklad 1.2.25.

Necht’ množina X je vymezena grafem funkce f (x) = sin x pro x ∈ [−π, π] a osou x
(viz obrázek níže). Načrtněte a exaktně určete kónický obal množiny X (tj. cone X) a
konvexní obal množiny X (tj. conv X).

Řešení. %%% PODOBNÉ 2.24!!! N
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116 I. Základy konvexní analýzy

Příklad 1.2.26.

Necht’ množina A je vymezena grafem funkce

f (x) =

−2 (x− 1) x, x ∈ [0, 1],

(x− 1) (x− 2), x ∈ [1, 2]

a osou x. Určete cone A a conv A.

Řešení. Nejprve uděláme náčrtek množiny A do Obrázku 1.2.47.

1 2

Obrázek 1.2.47: Množina A

Stejně jako u předchozího příkladu budeme potřebovat k řešení celkem tři tečny. Dvě z
bodu [0, 0] k f (x) na intervalech [0, 1] i [1, 2] a jednu z bodu [2, 0] k f (x) na intervalu [0, 1].
Nejprve tedy dosadíme bod [0, 0] do obecné rovnice tečny, abychom získali souřadnice
bodu dotyku T = [x0, y0]. Pro část funkce f (x) na intervalu [0, 1] to je

y = f (x0) + f ′(x0)(x− x0)

0 = −2(x0 − 1)x0 − 2(2x0 − 1)(0− x0)

0 = −2x2
0 + 2x0 + 4x2

0 − 2x0

x0 = 0

neboli T1 = [0, 0] a příslušná tečna má tvar y = 2x, který jsme získali dosazením T1 zpět
do obecné rovnice tečny. Dále pro tečnu vedoucí opět z bodu [0, 0], ale nyní k části f (x) na
intervalu [1, 2], máme

y = f (x0) + f ′(x0)(x− x0)

0 = (x0 − 1)(x0 − 2) + (2x0 − 3)(0− x0)

0 = x2
0 − 3x0 + 2− 2x2

0 + 3x0

0 = 2− x2
0

x0 =
√

2,

proto T2 = [
√

2, (
√

2− 1)(
√

2− 2)] = [
√

2, 4− 3
√

2] a rovnice tečny je

y = 4− 3
√

2 + (2
√

2− 3)(x−
√

2)

y = (2
√

2− 3)x.

Tyto dvě nalezené tečny nám stačí ke zkonstruování cone A (viz Obrázek 1.2.48).
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1 2

1

2

T1

T2

Obrázek 1.2.48: Množina cone A

Pomocí exaktního zápisu cone A = {[x, y] ∈ R2 | (2
√

2− 3)x ≤ y ≤ 2x, x ≥ 0}.

Ke konvexnímu obalu potřebujeme navíc kromě již nalezené tečny y = (2
√

2− 3)x tečnu
vedoucí z bodu [2, 0] k f (x) na [0, 1]. Opět tedy dosadíme bod [2, 0] do obecné rovnice
tečny

y = f (x0) + f ′(x0)(x− x0)

0 = −2(x0 − 1)x0 − 2(2x0 − 1)(2− x0)

0 = −2x2
0 + 2x0 − 8x0 + 4x2

0 + 4− 2x0

0 = x2
0 − 4x0 + 2

a pomocí diskriminantu vyřešíme x-ovou souřadnici bodu T3 na intervalu [0, 1] jako

x0 = 2−
√

2.

Souřadnice y bodu T3 je

f (x0) = −2(2−
√

2− 1)(2−
√

2) = −2(4− 3
√

2) = −8 + 6
√

2,

tudíž T3 = [2−
√

2,−8 + 6
√

2] a příslušná tečna má předpis

y = −8 + 6
√

2− 2(4− 2
√

2− 1)(x− 2 +
√

2)

y = −8 + 6
√

2− 2(3x− 6 + 3
√

2− 2
√

2x + 4
√

2− 4)

y = (4
√

2− 6)x− 8
√

2 + 12.

Celkový výsledek conv A zaznačíme do Obrázku 1.2.49. Pomocí sjednocení a průniku

množin conv A =
(
{[x, y] ∈ R2 | y ≥ (2

√
2 − 3)x, x ∈ [0,

√
2]} ∪ {[x, y] ∈ R2 | y ≥

(x− 1)(x− 2), x ∈ [
√

2, 2]}
)⋂ ({[x, y] ∈ R2 | y ≤ −2(x− 1)x, x ∈ [0, 2−

√
2]} ∪ {[x, y] ∈

R2 | y ≤ (4
√

2− 6)x+ 12− 8
√

2, x ∈ [2−
√

2, 2]}
)

, kde v první velké kulaté závorce máme
popsánu spodní hranici množiny conv A a vše nad ní a v druhé velké kulaté závorce horní
hranici množiny conv A a vše pod ní.
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1 2

1

T3

T2

Obrázek 1.2.49: Množina conv A

N
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Příklad 1.2.27.

Necht’ množina X je vymezena grafem funkce

f (x) = 1
3 x3(x− 1)(x− 3) = 1

3(x5 − 4x4 + 3x3)

pro x ∈ [0, 3] a osou x. Načrtněte a exaktně určete kónický obal množiny X (tj. cone X)
a konvexní obal množiny X (tj. conv X).

Řešení. Na Obrázku 1.2.50 je vyobrazena množina X.

1 2 3

−4

−3

−2

−1

1

Obrázek 1.2.50: Množina X

Pokud zderivujeme dvakrát funkci f (x) a položíme ji rovnu nule dostaneme

1
3

(
20x3 − 48x2 + 18x

)
= 0

x
(

10x2 − 24x + 9
)
= 0.

Jeden kořen je x1 = 0 a kořeny kvadratické rovnice jsou

x2,3 =
6
5
± 3
√

6
10
∈ [0, 3],

proto funkce f (x) má tři inflexní body na intervalu [0, 3]. Povedeme tak k ní dvě tečny z
počátku, které potřebujeme k určení kónického obalu a využijeme je i k nalezení konvex-
ního obalu. S pomocí obecné rovnice tečny, bodu [0, 0] a T = [x0, f (x0)] máme

0 =
1
3

x3
0(x0 − 1)(x0 − 3) +

1
3
(5x4

0 − 16x3
0 + 9x2

0)(0− x0)

0 =
1
3

x3
0(x2

0 − 4x0 + 3− 5x2
0 + 16x0 − 9)

0 = x3
0(−4x2

0 + 12x0 − 6)

0 = x3
0(2x2

0 − 6x0 + 3),

kde x01 = 0 a

x02,03 =
3
2
±
√

3
2

.
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Jelikož jeden inflexní bod funkce f (x) leží na intervalu (0, 1), použijeme k sestrojení tečen
body T = [3/2±

√
3/2, y0], kde

y0 =
1
3

(
3
2
±
√

3
2

)3(
1
2
±
√

3
2

)(
−3

2
±
√

3
2

)

=
1
3

(
27
8
± 27

√
3

8
+

27
8
± 3
√

3
8

)(
−3

4
±
√

3
4
∓ 3
√

3
4

+
3
4

)

=
1
3

(
27
4
± 15

√
3

4

)(
∓
√

3
2

)

=
1
3

(
∓27
√

3
8
− 45

8

)

= −15
8
∓ 9
√

3
8

.

Předpisy těchto tečen, které vedou z počátku, tak budou

y = −15
8
∓ 9
√

3
8

+
1
3

(
3
2
±
√

3
2

)2
5

(
3
2
±
√

3
2

)2

− 16

(
3
2
±
√

3
2

)
+ 9

(x− 3
2
∓
√

3
2

)

y =
1
3

(
3± 3

√
3

2

)(
∓
√

3
2

)
x

y =

(
−3

4
∓
√

3
2

)
x,

tudíž cone X = {[x, y] ∈ R2 | (−3/4−
√

3/2)x ≤ y ≤ (−3/4 +
√

3/2)x, x ≥ 0}.

1 2 3

−4

−3

−2

−1

1

T3

T2

Obrázek 1.2.51: Množina cone X
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K nalezení conv X musíme najít ještě tečnu k f (x) vedoucí z bodu [3, 0]. Hledáme tak bod
dotyku T1 = [x0, f (x0)], a to s pomocí obecné rovnice tečny

y = f (x0) + f ′(x0)(x− x0)

0 =
1
3

x3
0(x0 − 1)(x0 − 3) +

1
3
(5x4

0 − 16x3
0 + 9x2

0)(3− x0)

0 =
1
3

x2
0(x0 − 3)

(
−x2

0 + x0 + 5x2
0 − 16x0 + 9

)
0 =

1
3

x2
0(3− x0)

(
4x2

0 − 15x0 + 9
)

,

kde kořeny kvadratické rovnice jsou

x01,02 =
15±

√
81

8

neboli x01 = 3/4 a x02 = 3. Hledaný bod dotyku je T1 = [3/4, 34/45] a tečna

y =
34

45 +
1
3

(
5

34

44 − 16
33

43 + 9
32

42

)(
x− 3

4

)
y =

34

45 +

(
135
44 −

576
44 +

432
44

)(
x− 3

4

)
y = −32

44 x +
34 + 33

45

y = − 9
256

x +
27

256
.

Celkem konvexní obal bude oblast mezi tečnami z kónického obalu na intervalu [0, 3/2−√
3/2], dále oblast mezi funkcí f (x) a tečnou y = (−3/4−

√
3/2)x na intervalu [3/2−√

3/2, 3/4], oblast mezi tečnami y = (−9x + 27)/256 a opět y = (−3/4 −
√

3/2)x na
intervalu [3/4, 3/2 +

√
3/2] a konečně oblast mezi tečnou y = (−9x + 27)/256 a funkcí

f (x) na intervalu [3/2+
√

3/2, 3]. Zapsáno matematicky pomocí množinového sjednocení

conv X ={[x, y] ∈ R2 | (−3/4−
√

3/2)x ≤ y ≤ (−3/4−
√

3/2)x, x ∈ [0, (3−
√

3)/2]}∪
∪{[x, y] ∈ R2 | (−3/4−

√
3/2)x ≤ y ≤ f (x), x ∈ [(3−

√
3)/2, 3/4]}∪

∪{[x, y] ∈ R2 | (−3/4−
√

3/2)x ≤ y ≤ (−9x + 27)/256, x ∈ [3/4, (3 +
√

3)/2]}∪
∪{[x, y] ∈ R2 | f (x) ≤ y ≤ (−9x + 27)/256, x ∈ [(3 +

√
3)/2, 3]} ∪ .
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1 2 3

−4

−3

−2

−1

1

T1T3

T2

Obrázek 1.2.52: Množina conv X

N

© Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek 16. prosince 2020



I. 2. Konvexní množiny 123

Příklad 1.2.28.

Necht’
A =

{
[x, y] ∈ R2 | y ≤ −x2} ∪ {[0, 1]

}
.

Určete conv A a cone A.

Řešení. Množinu A snadno zakreslíme do obrázku.

−2 −1 1 2

−4

−3

−2

−1

1

Obrázek 1.2.53: Množina A

Kvůli bodu [0, 1] ∈ A, který leží na opačné straně od zbytku množiny, bude cone A =

R2. Naopak určit conv A již nebude tak jednoduché, jelikož potřebujeme k tomu nejprve
najít dvě tečny vedoucí právě z bodu [0, 1] k funkci f (x) = −x2. Podobné zadání jsme
však již měli v Příkladech 1.2.20 a 1.2.21, tudíž je zřejmé, že předpisy obou tečen budou
y = ±2x + 1 a body dotyku T1 = [−1,−1] a T2 = [1,−1]. Celkem proto platí, že množina
conv A = {[x, y] ∈ R2 | y ≤ −2x + 1, x ∈ [0, 1]} ∪ {[x, y] ∈ R2 | y ≤ 2x + 1, x ∈
[−1, 0]} ∪ {[x, y] ∈ R2 | y ≤ −x2, x ∈ (∞,−1]} ∪ {[x, y] ∈ R2 | y ≤ −x2, x ∈ [1, ∞)}.

−2 −1 1 2

−4

−3

−2

−1

1

T1 T2

Obrázek 1.2.54: Množina conv A

N
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Příklad 1.2.29.

Mějme množinu

X =
{
[x1, x2] ∈ R2 | −ex1 + x1 ≥ x2, x1 ≥ 0

}∪ {[0, e2]
}

.

Načrtněte a exaktně určete kónický obal množiny X (tj. cone X) a konvexní obal mno-
žiny X (tj. conv X). Jak se změní řešení při vypuštění podmínky x1 ≥ 0?

Řešení. Obrázek množiny X vypadá následovně.

−3 −1 1 2

−3

1

7
e2

Obrázek 1.2.55: Množina X

Jelikož bod [0, e2] leží v opačné polorovině/kvadrantu než zbytek množiny X, tak kónic-
kým obalem bude polorovina na pravou stranu od osy x2 neboli cone X = {[x1, x2] ∈ R2 |
x1 ≥ 0}. Pro konvexní obal musíme nejprve určit tečnu z bodu [0, e2] k f (x1) = x1 − ex1 .
Dosadíme tedy tento bod do obecné rovnice tečny

y = f (x0) + f ′(x0)(x− x0)

e2 = x0 − ex0 + (1− ex0) (0− x0)

e2 = ex0(x0 − 1),

kde si lze všimnout, že x0 = 2. Bod dotyku je T = [x0, f (x0)] = [2, 2− e2] a rovnice tečny

y = 2− e2 + (1− e2)(x− 2)

y = (1− e2)x + e2.

Jelikož jsme zároveň měli x1 ≥ 0 pro X, tak bude conv X = X ∪ {[x1, x2] ∈ R2 | x2 ≤
x1(1− e2) + e2, x1 ∈ [0, 2]}.
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−3−1 2 3

−12

−5

1

7 e2

T

Obrázek 1.2.56: Množina conv X

Po vypuštění x1 ≥ 0 z definice množiny X se změní kónický obal na celou rovinu neboli
cone X = R2. Pro konvexní obal tato změna bude znamenat nalezení tečny i k levé části
f (x1). Tato tečna však v této části neexistuje. Je důležité si uvědomit, jak se chová funkce
f (x1) pro x1 → −∞. Lze ukázat, že pro x1 → −∞ má asymptotu se směrnicí x2 = x1,
jelikož

lim
x1→−∞

x1 − ex1

x1
= lim

x1→−∞

(
1− ex1

x1

)
= 1.

Nelze proto z bodu [0, e2] vést jinou lépe zvolenou přímku určující na této části conv X
než přímku rovnoběžnou s x2 = x1, a to je x2 = x1 + e2. U jakékoliv jiné přímky s větší
směrnicí by v určité chvíli došlo k protnutí s f (x1). Pomocí exaktního zápisu tak máme
conv X = X ∪ {[x1, x2] ∈ R2 | x2 ≤ x1(1− e2) + e2, x1 ∈ [0, 2]} ∪ {[x1, x2] ∈ R2 | x2 ≤
x1 + e2, x1 ≤ 0}.

−7 −3−1 2 3

−12

−5

1

7 e2

T

Obrázek 1.2.57: Množina conv X po vypuštění podmínky x1 ≥ 0

N
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Příklad 1.2.30.

Necht’
A =

{
[x, y] ∈ R2 | (x− 2)2 + y2 ≤ 1

}
∪
{
[0, 0], [2, 2]

}
.

Určete conv A a cone A.

Řešení. Množina A je tvořena vnitřní oblastí kružnice se středem v bodě [2, 0] a poloměrem
1 a dvěma body ležícími mimo tuto kružnici [0, 0] a [2, 2] (viz Obrázek 1.2.58).

−1 1 2 3
−1

1

2

Obrázek 1.2.58: Množina A

Nejprve určíme konvexní obal, tudíž budeme potřebovat najít tečnu vedoucí z bodu [0, 0]
k dolní polokružnici a tečnu z bodu [2, 2] k horní polokružnici kružnice určené rovnicí (x−
2)2 + y2 = 1. Horní polokružnici si označíme jako f (x) =

√
1− (x− 2)2 s derivací f ′(x) =

(2− x)/
√

1− (x− 2)2 a dolní polokružnici jako g(x) = −
√

1− (x− 2)2 s derivací g′(x) =
(x− 2)/

√
1− (x− 2)2. Bod dotyku T1 = [x0, f (x0)] týkající se tečny z bodu [2, 2] k horní

polokružnici získáme dosazením do obecné rovnice tečny

y = f (x0) + f ′(x0)(x− x0)

2 =
√

1− (x0 − 2)2 +
2− x0√

1− (x0 − 2)2
(2− x0)

2
√

1− (x0 − 2)2 = 1− (x0 − 2)2 + (2− x0)
2

4(1− (x0 − 2)2) = 1

0 = 4x2
0 − 16x0 + 13

x01,2 =
16±

√
256− 208
8

x01,2 = 2±
√

3
2

,

kde hledáme pouze bod x0 = 2 +
√

3/2. Máme tak T1 = [2 +
√

3/2, 1/2] a tečnu

y =
1
2
−
√

3(x− 2−
√

3
2

)

y = −
√

3x + 2
√

3 + 2.
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Druhý bod T2 budeme hledat na tečně vedoucí ke g(x) z počátku. Z Obrázku 1.2.58 si lze
však všimnout, že se v tomto případě jedná o symetrickou situaci s již provedeným výpo-
čtem pro bod T1. Platí tedy, že T2 = [3/2,−

√
3/2]. Příslušnou tečnu získáme dosazením

T2 do obecné rovnice

y = g(x0) + g′(x0)(x− x0)

y = −
√

3
3

x.

Konvexní obal je tedy na uzavřeném intervalu [0, 3], jehož hranice je určena spojnicí ve-
doucí z bodu T2 do bodu [0, 0], dále do bodu [2, 2], T1, a pak částí kružnice mezi body T1 a
T2.

−1 1 2 3
−1

1

2

T1

T2

Obrázek 1.2.59: Množina conv A

Zapsáno množinově

conv A ={[x, y] ∈ R2 | y ≥ −
√

3x/3, y ≤ 0, x ∈ [0, 3/2]}∪
∪{[x, y] ∈ R2 | y ≤ x, y ≥ 0, x ∈ [0, 2]}∪
∪{[x, y] ∈ R2 | y ≤ −

√
3x + 2

√
3 + 2, y ≥ 0, x ∈ [2, 2 +

√
3/2]}∪

∪{[x, y] ∈ R2 | (x− 2)2 + y2 ≤ 1, y ≥ 0, x ∈ [
√

3/2 + 2, 3]}∪
∪{[x, y] ∈ R2 | (x− 2)2 + y2 ≤ 1, y ≤ 0, x ∈ [3/2, 3]}.

Zakreslit a zapsat kónický obal je již snadné. Stačí použít tečnu s bodem dotyku T2 a
přímku y = x, tj. cone A = {[x, y] ∈ R2 | y ≤ x, x ≥ 0, y ≥ 0} ∪ {[x, y] ∈ R2 | y ≥
−
√

3x/3, x ≥ 0, y ≤ 0}.

−1 1 2 3
−1

1

2

T2

Obrázek 1.2.60: Množina cone A

N
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Příklad 1.2.31.

Necht’ množina X je vymezena grafem funkce

f (x) = x2(x + 1)(x− 2) = (x4 − x3 − 2)

pro x ∈ [−1, 2] a osou x (viz obrázek níže). Načrtněte a exaktně určete kónický obal
množiny X (tj. cone X) a konvexní obal množiny X (tj. conv X).

Řešení. %%% NENÍ UVEDENÉ ŘEŠENÍ!!! N
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Příklad 1.2.32.

Necht’ p > 1 a

A =

{
[x, y] ∈ R2

∣∣∣ y ≥ 1 +
|x|p

p

}
∪
{
[0, 0]

}
.

Určete conv A a cone A.

Řešení. Pro všechna p > 1 vypadá množina A způsobem nakresleným na Obrázku 1.2.61.

Obrázek 1.2.61: Množina A

Pro kónický i konvexní obal tak potřebujeme najít dvě tečny vedoucí z počátku k f (x) =
1+ |x|p /p. Dosadíme proto počátek do obecné rovnice tečny a hledáme x-ovou souřadnici
bodu dotyku T = [x0, y0], tj.

y = f (x0) + f ′(x0)(x− x0)

0 = 1 +
(x0 sgn x0)

p

p
+ (x0 sgn x0)

p−1 sgn x0(0− x0)

0 = 1 + (x0 sgn x0)
p
(

1
p
− 1
)

|x0|p =
p

p− 1

x0 = ±
(

p
p− 1

) 1
p

.

Na základě tohoto výpočtu víme, že body dotyku jsou T = [± p
√

p/(p− 1), p/(p− 1)] a
předpisy tečen dostaneme jako

y =
p

p− 1
+

(
p

p− 1

) p−1
p
(±1)

(
x∓

(
p

p− 1

) 1
p
)

y = ±
(

p
p− 1

) p−1
p
· x.

Pro q := p/(p − 1) máme body T = [±q1/q, q] a tečny y = ±q1/qx. Výsledné množiny
jsou cone A = {[x, y] ∈ R2 | y ≥ q1/q|x|} a conv A = {[x, y] ∈ R2 | y ≥ q1/q|x|, |x| ≤
q1/q} ∪ {[x, y] ∈ R2 | y ≥ 1 + |x|p/p, |x| > q1/q}. Obrázky těchto množin budou velmi
podobné jako v Příkladu 1.2.20. N
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Příklad 1.2.33.

Dokažte: Pro X ⊆ Rn platí aff X = aff X.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.2.34.

Dokažte: Pro X ⊆ Rn a A ∈ Rm×n platí

a) A ri(X) = ri(AX), kde AX = {y ∈ Rm | y = Ax, x ∈ X},

b) AX ⊆ AX. Je-li navíc množina X ohraničená, potom AX = AX. Uved’te příklad,
kdy skutečně nastává ostrá inkluze.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.2.35.

Dokažte: Pro konvexní množiny X, Y ⊆ Rn platí

a) X ∩Y ⊆ X ∩ Y a ri X ∩ ri Y ⊆ ri(X ∩ Y). Je-li navíc ri X ∩ ri Y 6= ∅, pak X ∩Y =

X ∩Y a ri X ∩ ri Y = ri(X ∩Y). Uved’te příklad, kdy nastávají ostré inkluze.

b) ri(X + Y) = ri X + ri Y a X + Y ⊆ X + Y. Je-li alespoň jedna z množin X nebo Y
ohraničená, pak X + Y = X + Y. Uved’te příklad, kdy nastává ostrá inkluze.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.2.36.

Dokažte: Je-li X ⊆ Rn konvexní množina a V zaměření afinního obalu aff X, potom

ri X = int(X + V⊥) ∩ X.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.2.37.

Dokažte: Necht’ X, Y ⊆ Rn jsou konvexní množiny takové, že X ⊆ Y.

a) Množina ri X nemusí být podmnožinou ri Y (udejte příklad).

b) Pokud aff X = aff Y, pak ri X ⊆ ri Y.

c) Pokud ri X ∩ ri Y 6= ∅, ri X ⊆ ri Y.

d) Pokud X ∩ ri Y 6= ∅, ri X ∩ ri Y 6= ∅.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.2.38.

Dokažte rozšíření Věty 2.1.12(iii): Necht’ X ⊆ Rn je konvexní množina. Potom x ∈ ri X
právě tehdy, když pro každé x̄ ∈ aff X existuje γ > 1 takové, že x + (γ− 1)(x− x̄) ∈
X.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.2.39.

Dokažte:

a) Je-li X ⊆ Rn konvexní množina a 0 ∈ ri X, pak cone X = aff X.

b) Necht’ X ⊆ Rn a 0 ∈ ri(conv X), pak cone X = aff X.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.2.40.

Dokažte: Necht’ X ⊆ Rn.

a) Je-li int X 6= ∅, pak r∂ X = ∂X. Je-li navíc X konvexní množina, pak r∂ X = ∂X
právě tehdy, když int X 6= ∅.

b) Platí r∂ X = ∅ právě tehdy, když X je afinní množina,

c) Je-li X konvexní množina, potom r∂ X = r∂ X = r∂(ri X).

d) Je-li X konvexní a ohraničená množina, pak libovolná polopřímka vycházející z
bodu x ∈ ri X a ležící v aff X protíná r∂ X právě v jednom bodě.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.2.41.

Dokažte: Necht’ X ⊆ Rn.

a) Je-li X konvexní a kompaktní a 0 6∈ r∂ X, pak cone X je uzavřená množina.
Ukažte na příkladu, že toto tvrzení neplatí, pokud X je neohraničená nebo 0 ∈
r∂ X.

b) Je-li X kompaktní a 0 6∈ r∂(conv X), pak cone X je uzavřená množina.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.2.42.

Dokažte:

a) Necht’ X ⊆ Rn je konvexní kužel. Pak ri X je také konvexní kužel s možnou
výjimkou počátku, tj. cone(ri X) = ri X ∪ {0}.

b) Necht’ X = cone({x1, . . . , xm}) ⊆ Rn. Pak

ri X =
{

y ∈ Rn ∣∣ y =
m

∑
i=1

λixi, λi > 0, i = 1, . . . , m
}

.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.2.43.

Dokažte: Necht’ Xi ⊆ Rn jsou neprázdné množiny pro i = 1, . . . , m a uvažme jejich
kartézský součin X = X1 × X2 × · · · × Xm. Potom

a) conv X = conv X1 × . . . conv Xm, X = X1 × · · · × Xm a aff X = aff X1 × · · · ×
aff Xm,

b) pokud 0 ∈ X1 ∩ · · · ∩ Xm, tj. všechny množiny obsahují počátek, pak cone X =

cone X1 × · · · × cone Xm,

c) jsou-li X1, . . . , Xm konvexní množiny, pak ri X = ri X1 × · · · × ri Xm.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.2.44.

Určete rovnici oddělující nadroviny pro množiny

X =
{
[x, y] ∈ R2 | y ≥ x2 + 1

}
, Y =

{
[x, y] ∈ R2 | x ≥ αy2},

kde α ∈ R. Pro které hodnoty parametru α ∈ R jsou množiny vlastně/silně odděli-
telné?

Řešení. Na Obrázku 1.2.62 máme znázorněnou situaci, kdy α = 1.

−1 1 2

−1

1

2

3
X

Y

Obrázek 1.2.62: Množina X a Y pro α = 1

Pokud bude α ≤ 0, parabola bude na opačné straně a množina Y bude vnější oblastí této
paraboly. Bude nás tedy zajímat pro jaké α > 0 se obě paraboly (parabola a odmocnina)
dotknou neboli, kdy

x2 + 1 =

√
x
α

má jedno řešení. Tuto rovnost nelze snadno vyřešit, proto se podíváme pro jaké x0 se bu-
dou rovnat derivace obou funkcí (směrnice tečen v bodě T = [x0, y0]). Budeme tedy řešit
rovnost

2x0 =
1

2α

√
x0

α

4αx0

√
x0

α
= 1

16αx3
0 = 1

x0 =
1

2 3
√

2α
,

tudíž identickou směrnici tečny budou mít obě funkce (parabola a odmocnina) v bodě
x0 = 1/(2 3

√
2α). Pokud budou mít druhou souřadnici bodu dotyku T stejnou, dostaneme
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se do situace, kdy bod T bude právě jediným průsečíkem obou funkcí. Tuto situaci lze
popsat rovností funkčních hodnot obou funkcí v x0, tj.

(
1

2 3
√

2α

)2

+ 1 =

√
1

2 3√2α

α

1

4 3
√

4α2
+ 1 =

√
1

3
√
(2α)4

1

4 3
√

4α2
+ 1 =

1
3
√

4α2

1 + 4 3√4α2 = 4
3√4α2 =

3
4

α2 =
33

44

α =
3
√

3
16

.

Víme tak, že pro α = 3
√

3/16 dojde k dotyku obou funkcí, tudíž v tomto případě jsou
množiny X a Y vlastně oddělitelné. Z toho ihned vyplývá, že pro α < 3

√
3/16 nejsou

oddělitelné a pro α > 3
√

3/16 jsou silně oddělitelné. Oddělující nadrovinu vyjádříme z
obecné rovnice tečny pro funkci

√
x/α a bod T = [x0,

√
x0/α] jako

y =

√
x0

α
+

1

2α

√
x0

α

(x− x0)

y =

√
1

3
√
(2α)4

+
1

2α

√
1

3
√
(2α)4

(
x− 1

2 3
√

2α

)

y =
1

3
√

4α2
+

1
3
√

2α

(
x− 1

2 3
√

2α

)
y =

1
3
√

2α
x +

1

2 3
√

4α2
,

kde α ∈ R. N
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Příklad 1.2.45.

Určete rovnici oddělující nadroviny pro množiny

X =
{
[x1, . . . , xn+1] ∈ Rn+1 | x2

1 + · · ·+ x2
n ≤ 1

}
,

Y =
{
[x1, . . . , xn+1] ∈ Rn+1 | x2

1 + · · ·+ x2
n + x2

n+1 + 3 ≤ 4xn
}

.

Řešení. Vezměme si na začátek případ, kdy n = 1, a načrtněme jej do Obrázku 1.2.63. V
tomto případě platí, že

X =
{
[x1, . . . , x2] ∈ R2 | |x1| ≤ 1

}
,

Y =
{
[x1, . . . , x2] ∈ Rn+1 | (x1 − 2)2 + x2

2 ≤ 1
}

,

tedy X je pás na intervalu [−1, 1] a Y kružnice se středem v bodě [2, 0] a poloměrem r = 1.

−1 1 2

−1

1X

Y

Obrázek 1.2.63: Množina X a Y pro n = 1

Oddělující nadrovina/přímka Hp,β bude tak pro n = 1 určena předpisem x1 = 1 neboli v
obecném tvaru x1 + 0 · x2 − 1 = 0, proto vektor p = (1, 0)> a β = 1. Pokud si vezmeme
n = 2, tak množina X bude válcem a množina Y koulí. Stačí abychom v Obrázku 1.2.63
osu x1 zaměnili za osu x2, osu x2 za osu x3 a tento obrázek bude zároveň průmětem obou
těles do této roviny (bereme x1 = 0). Oddělující nadrovina tak bude určena normálovým
vektorem vedoucím z počátku do středu koule, tj. p = (0, 1, 0)> a bude se dotýkat koule i
válce v bodě t = [0, 1, 0], tudíž 〈p, t〉 = β = 1. Podobně ve vyšších dimenzích bude Hp,β

určena p = (0, . . . , 0, 1, 0)> a β = 1. N
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Příklad 1.2.46.

Dokažte: Necht’ ∅ 6= X1 ⊆ Rn je konvexní množina a ∅ 6= X2 ⊆ Rn je konvexní kužel.

a) Jsou-li množiny X1, X2 vlastně oddělitelné, pak jsou vlastně oddělitelné i pomocí
nadroviny procházející počátkem.

b) Jsou-li množiny X1, X2 silně oddělitelné, pak existuje taková nadrovina prochá-
zející počátkem, že jeden z přidružených poloprostorů obsahuje kužel X2 a má
prázdný průnik s X1.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.2.47.

Dokažte: Necht’ X1, X2 ⊆ Rn jsou konvexní množiny takové, že int X1 6= ∅ a X2 ∩
int X1 = ∅. Pak existuje nadrovina H ⊆ Rn taková, že X1 a X2 leží v opačných uza-
vřených poloprostorech určených nadrovinou H, tj. existuje p ∈ RnK{0} a β ∈ R tak,
že

〈p, x1〉 ≤ β ≤ 〈p, x2〉 pro všechna x1 ∈ X1 a x2 ∈ X2.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.2.48.

Určete rovnici opěrné nadroviny k množině

X =
{
[x, y] ∈ R2 | y ≥ ex}

v bodě a = [0, 1].

Řešení. Množinu X máme načrtnutou v Obrázku 1.2.64.

−2 −1 1

1

2

3

4

X

Obrázek 1.2.64: Množina X

Opěrnou nadrovinou v bodě [0, 1] bude tečna k funkci f (x) = ex v tomto bodě T =

[x0, f (x0)] = [0, 1]. Dosadíme tedy bod T do obecné rovnice tečny

y = f (x0) + f ′(x0)(x− x0)

y = 1 + 1 · (x− 0)

y = x + 1,

čímž jsme získali předpis námi hledané tečny/přímky. Obecná rovnice této přímky vypadá
následovně

−x + y− 1 = 0,

tudíž normálovým vektorem je p = (−1, 1)>. Opěrnou nadrovinu definujeme jako

Hp,β = {x ∈ Rn | 〈p, x〉 = β} ,

kde v našem případě je p = (−1, 1)> a β = 1. N
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Příklad 1.2.49.

Určete rovnici opěrné nadroviny k množině

X =
{
[x, y, z] ∈ R3 | z ≥ 1 + x2 + y2}

v bodě a = [1, 1, 3].

Řešení. Nejprve se podíváme v jakém vztahu je bod a a množina X. Přímým dosaze-
ním snadno ověříme, že bod a leží na hranici naší množiny X. Hledáme tedy opěrnou
nadrovinu, která bude zároveň tečnou rovinou k f (x, y) = 1 + x2 + y2 v bodě dotyku
T = [x0, y0, f (x0, y0)] = [1, 1, 3]. Její předpis najdeme tak, že dosadíme bod T do obecné
rovnice tečné roviny, tj.

z = f (x0, y0) + f ′x(x0, y0)(x− x0) + f ′y(x0, x0)(y− y0)

z = 3 + 2(x− 1) + 2(y− 1)

z = 2x + 2y− 1

−2x− 2y + z + 1 = 0,

proto nadrovina Hp,β je určena vektorem p = (−2,−2, 1)> a β = −1. N
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Příklad 1.2.50.

Rozhodněte, zda rovina z = (x + y)/2 je opěrnou nadrovinou nadgrafu funkce

f (x, y) =
√

2x2 + xy + y2

v bodě [x∗, y∗] = [0, 0].

Řešení. Přepsáním uvedené roviny do obecného tvaru −x/2− y/2 + z = 0 lehce zjistíme,
že p = (−1/2,−1/2, 1)> a β = 0. Také ověříme, že bod [x∗, y∗] = [0, 0] má stejnou funkční
hodnotu jak pro rovinu, tak pro funkci, tj. f (x, y) = z = 0. Pro opěrnou nadrovinu Hp,β

musí platit, že pro každý bod t = [x, y, f (x, y)] je

〈p, t〉 ≥ β

(pro každý bod ležící v nadgrafu funkce f to bude splněno automaticky také). Chceme
tedy ukázat, že

−1
2

x− 1
2

y + f (x, y) ≥ 0√
2x2 + xy + y2 ≥ 1

2
x +

1
2

y.

Toto platí vždy pro x/2 + y/2 ≤ 0, budeme proto dále uvažovat pouze x/2 + y/2 ≥ 0,
tudíž si můžeme dovolit obě strany umocnit na druhou. Máme tak

2x2 + xy + y2 ≥ 1
4

x2 +
1
2

xy +
1
4

y2

7x2 + 2xy + 3y2 ≥ 0

neboli chceme ověřit, že tato kvadratická forma je pozitivně semidefinitní. Platí(
7 1
1 3

)
≥ 0,

jelikož 21− 1 ≥ 0, proto je rovina z = (x + y)/2 opěrnou nadrovinou nadgrafu funkce
f (x, y). N
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Příklad 1.2.51.

Rozhodněte, zda rovina z = x + y/
√

2 je opěrnou nadrovinou nadgrafu funkce

f (x, y) =
√

3x2 + 2xy + y2

v bodě [x∗, y∗] = [0, 0].

Řešení. Nejprve si přepíšeme uvedenou rovinu do obecného tvaru, tj. −x− y/
√

2 + z = 0,
proto p = (−1,−1/

√
2, 1)> a β = 0. Funkční hodnota f (x, y) v bodě [x∗, y∗] = [0, 0] je

stejná jako funkční hodnota roviny v tomto bodě, proto můžeme tak jako v předchozím
příkladu přejít k ověřování platnosti

〈p, t〉 ≥ β

pro všechna t = [x, y, f (x, y)]. Dosazením dostaneme

−x− 1√
2

y + f (x, y) ≥ 0√
3x2 + 2xy + y2 ≥ x +

1√
2

y,

což platí vždy pro x + y/
√

2 ≤ 0 a pro x + y/
√

2 ≥ 0 nerovnost umocníme. Chceme tak
ukázat, že

3x2 + 2xy + y2 ≥ x2 +
√

2xy +
1
2

y2

2x2 + (2−
√

2)xy +
1
2

y2 ≥ 0,

kde v posledním řádku vznikla kvadratická forma, po níž požadujeme, aby byla pozitivně
semidefinitní. Lze snadno ověřit, že matice kvadratické formy(

2 1−
√

2
2

1−
√

2
2

1
2

)
≥ 0,

jelikož

1−
(

1−
√

2
2

)2

=
√

2− 1
2
≥ 0.

Požadovaná nerovnost tak je splněna, a proto je z = x + y/
√

2 opěrnou nadrovinou nad-
grafu funkce f (x, y). N
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Příklad 1.2.52.

Vyjádřete (je-li to možné) množinu

X =
{
[x, y] ∈ R2 | xy ≥ 1, x > 0

}
jako průnik uzavřených poloprostorů.

Řešení. Množina X je nadgrafem funkce f (x) = 1/x pro x > 0.

1 2 3 4

1

2

3

4
X

Obrázek 1.2.65: Množina X

Pokud sestrojíme tečnu v každém bodě této funkce, vezmeme poloroviny příslušející těmto
tečnám a uděláme jejich průnik, dostaneme právě množinu X. Potřebujeme tedy najít rov-
nice tečen v bodech T = [x0, 1/x0], kde x0 > 0. Tyto získáme přímým dosazením bodu T
do obecné rovnice tečny, tj.

y = f (x0) + f ′(x0)(x− x0)

y =
1
x0
− 1

x2
0
(x− x0)

y = − 1
x2

0
x +

2
x0

.

Množinu X tak lze zapsat jako X =
⋂

x0∈(0,∞)

{
[x, y] ∈ R2 | y ≥ −x/x2

0 + 2/x0
}

. N
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Příklad 1.2.53.

Dokažte: Je-li X ⊆ Rn uzavřená množina taková, že int X 6= ∅ a v každém bodě ∂X má
opěrnou nadrovinu, pak X je konvexní.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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152 I. Základy konvexní analýzy

I. 3. Konvexní funkce
Příklad 1.3.1.

Pomocí definice rozhodněte o konvexnosti funkcí

f (x) =
1

a− x
, x ∈ (−∞, a),

g(x) =
x2

a− x
, x ∈ (−∞, a),

h(x) =
x(x− 1)

2
, x ∈ R.

Řešení. Definice nám říká, že funkce je konvexní na konvexní množině X, pokud pro
všechna x, y ∈ X a každé λ ∈ [0, 1] platí f (λx + (1− λ) y) ≤ λ f (x) + (1− λ) f (y).
Chceme tedy ukázat, že

1
a− λx− (1− λ) y

− λ
1

a− x
− (1− λ)

1
a− y

≤ 0,

kde x, y ∈ (−∞, a). Nejprve vše na levé straně převedeme na společného jmenovatele

(a− x) (a− y)− λ (a− y) (a− λx− (1− λ) y)− (1− λ) (a− x) (a− λx− (1− λ) y)
(a− λx− (1− λ) y) (a− x) (a− y)

,

který je vždy pro x, y ∈ (−∞, a) kladný, tudíž nám stačí již jen ukázat nekladnost čitatele.
Jeho roznásobením dostaneme

a2 − ax− ay + xy + λya− λ2xy− λ(1− λ)y2+

+ (1− λ)xa− λ(1− λ)x2 − (1− λ)2xy− a2 + λax + (1− λ)ay =

= xy− λ2xy− λ(1− λ)y2 − λ(1− λ)x2 − (1− λ)2xy =

= −2λ2xy + 2λxy− λ(1− λ)
(

x2 + y2
)
=

= −λ(1− λ) (x− y)2 ≤ 0

pro všechna x, y ∈ (−∞, a) a každé λ ∈ [0, 1], proto je f (x) konvexní.

Stejně budeme postupovat i v případě funkce g(x). Nejprve ale rozepíšeme g(x) pomocí
dělení polynomů neboli

g(x) = x2 : (−x + a) = −x− a +
a2

a− x
= −x− a + a2 f (x).

Víme, že −x− a je konvexní a součet konvexních funkcí je konvexní funkce, proto je g(x)
konvexní (vynásobení f (x) kladným a2 konvexnost nepokazí). Pokud bychom ale chtěli
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postupovat přesně podle definice, potřebujeme ukázat pro všechna x, y ∈ (−∞, a) a každé
λ ∈ [0, 1], že

g (λx + (1− λ) y)− λg(x)− (1− λ) g(y) ≤ 0,

což za použití funkce f (x) dává

− λx− (1− λ) y− a + a2 f (λx + (1− λ) y)−

− λ
(
−x− a + a2 f (x)

)
− (1− λ)

(
−y− a + a2 f (y)

)
≤ 0.

Dále využijeme při úpravě právě předchozího výpočtu, který nám dal výsledek pro rozdíl
f (λx + (1− λ) y) − λ f (x) − (1− λ) f (y). Zbytek členů na levé straně se přímo odečte,
protože se jedná o lineární funkci. Celkem tak proto dostaneme stejný výsledek jako u
funkce f (x) pouze vynásobený a2, tj. opravdu platí

−λ(1− λ)a2(x− y)2 ≤ 0,

protože vždy a2 > 0, tudíž g(x) je konvexní.

Na závěr provedeme stejný výpočet ještě pro funkci h(x). Opět z definice chceme ukázat,
že

1
2
(λx + (1− λ)y) (λx + (1− λ)y− 1)− 1

2
λx(x− 1)− 1

2
(1− λ)y(y− 1) ≤ 0

pro všechna x, y ∈ R a každé λ ∈ [0, 1]. Zlomek 1/2 nám nekladnost neovlivní, proto
budeme počítat dále bez něj. Roznásobíme levou stranu a dostaneme, že

λ2x2 + 2λ(1− λ)xy + (1− λ)2y2 − λx2 − (1− λ)y2 = −λ(1− λ)(x− y)2 − 2λy2 ≤ 0

pro všechna x, y ∈ R, proto je h(x) konvexní. N
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Příklad 1.3.2.

Pomocí definice dokažte, že funkce f (x) = ex je konvexní na R.

Řešení. Dle definice máme dokázat, že

eλx+(1−λ)y − λex − (1− λ)ey ≤ 0

pro všechna x ∈ R a každé λ ∈ [0, 1]. Budeme tedy postupně upravovat levou stranu a
snažit se ji ohraničit shora 0. Platí

eλ(x−y)ey − λex − (1− λ)ey = ey
(

eλ(x−y) − λex−y − 1 + λ
)

,

kde ey je vždy kladné, proto jej dále nemusíme uvažovat. Chceme tedy ukázat, že

eλ(x−y) − λex−y − 1 + λ ≤ eλ(x−y) − λex−y ≤ 0,

což je ekvivalentní s důkazem
eλ(x−y) ≤ λex−y.

To provedeme pomocí rozepsání exponenciály na levé straně do nekonečné sumy, tj.

eλ(x−y) =
∞

∑
n=1

λn(x− y)n

n!
≤

∞

∑
n=1

λ(x− y)n

n!
= λex−y,

proto je f (λx + (1− λ)y) ≤ λ f (x)− (1− λ) f (y) a f (x) = ex konvexní. N
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Příklad 1.3.3.

V závislosti na hodnotě p ∈ R rozhodněte pomocí definice o konvexnosti funkce

f (x) = xp, x ∈ (0, ∞).

Řešení. Dle definice chceme ukázat, že

(λx + (1− λ)y)p − λxp − (1− λ)yp ≤ 0

pro všechna x, y ∈ (0, ∞) a každé λ ∈ [0, 1]. Vytknutím yp > 0 na levé straně dostaneme

yp
(

λ
x
y
+ (1− λ)

)p
− λ

(
x
y

)p
− (1− λ),

kde označíme t := x/y a

g(t) := (λt + (1− λ))p − λtp − (1− λ).

Bez újmy na obecnosti budeme brát x ≤ y neboli t ∈ (0, 1]. V opačném případě bychom
vytkli xp, označili u := y/x, α := 1− λ a

h(u) := (αu + (1− α))p − αup − (1− α)

by tak bylo identické s g(t). Definičním oborem g je tedy interval (0, 1], provedeme derivaci

g′(t) = pλ
[
(λt + (1− λ))p−1 − tp−1

]
,

položíme ji rovno 0 a nalezneme stacionární bod vyřešením

(λt + (1− λ))p−1 = tp−1

λt + (1− λ) = t

t = 1.

Maximální nebo minimální hodnoty tak funkce g nabývá v t = 1, a to g(1) = 0.

Nejprve budeme uvažovat p > 1, to bude g′(t) ≥ 0 neboli funkce g(t) neklesající, pro-
tože

(λt + (1− λ) · 1︸ ︷︷ ︸
∈[t,1]

)p−1 ≥ tp−1.

V tomto případě funkce g na (0, 1] postupně roste až do nejvyšší hodnoty - stacionárního
bodu v t = 1, která je rovna 0. Funkce g tak musí být po celou dobu pod 0 neboli g(t) ≤ 0,
z čehož vyplývá, že pro p > 1 je funkce f (x) konvexní.
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Pro p ∈ (0, 1) bude
(λt + (1− λ) · 1︸ ︷︷ ︸

∈[t,1]

)p−1 ≤ tp−1,

jelikož pro 1− p > 0 (
1

λt + (1− λ) · 1︸ ︷︷ ︸
≤ 1

t

)1−p

≤
(

1
t

)1−p
,

tudíž g′(t) ≤ 0 a g je tak nerostoucí. Funkce g tedy bude postupně klesat až do stacio-
nárního bodu g(1) = 0, proto nutně na intervalu (0, 1) musela mít funkční hodnoty nad 0
neboli g(t) ≥ 0. Celkem z této úvahy vyplývá, že pro p ∈ (0, 1) funkce f (x) není konvexní,
ale konkávní.

V posledním případě uvažujeme p < 0. Za této situace je opět

(λt + (1− λ) · 1︸ ︷︷ ︸
∈[t,1]

)p−1 ≤ tp−1,

ale zároveň součin pλ < 0, proto je naopak g′(t) ≥ 0 a stejně jako v prvním případě bude
f (x) konvexní.

Na závěr musíme vyšetřit ještě konvexnost/konkávnost v krajních bodech p = 0 a p = 1.
Pro oba tyto případy bude funkce f (x) přímkou a g(t) = 0, což znamená, že f (x) je zde
zároveň konvexní a zároveň konkávní. Shrnutím všech výsledků dostáváme, že f (x) je
konvexní pro p ≥ 1 a p ≤ 0 a konkávní pro p ∈ [0, 1]. N
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Příklad 1.3.4.

Pomocí definice rozhodněte o konvexnosti funkce

f (x) = x ln x, x ∈ (0, ∞).

Řešení. Chceme ukázat, že pro všechna x, y ∈ (0, ∞) a pro každé λ ∈ [0, 1] platí

(λx + (1− λ)y) ln (λx + (1− λ)y)− λx ln x− (1− λ)y ln y ≤ 0

λx ln
λx + (1− λ)y

x
+ (1− λ)y ln

λx + (1− λ)y
y

≤ 0

ln

[(
λx + (1− λ)y

x

)λx (λx + (1− λ)y
y

)(1−λ)y
]
≤ 0

ln

[(
λ
(

1− y
x

)
+

y
x

)λx
(

λx + (1− λ)y
y

)(1−λ)y
]
≤ 0,

%%% CHYBA V RESENI! N
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Příklad 1.3.5.

Pomocí definice rozhodněte o konvexnosti funkce

f (x) = x>Ax = 〈Ax, x〉 ,

kde x ∈ Rn a A ∈ Rn×n je symetrická matice. Je ostře/silně konvexní?

Řešení. Z definice chceme ukázat, že

(λx + (1− λ)y)> A (λx + (1− λ)y)− λx>Ax− (1− λ)y>Ay ≤ 0

pro všechna x, y ∈ Rn a pro každé λ ∈ [0, 1]. Rozepíšeme a postupně upravíme levou
stranu rovnice

(λ2 − λ)x>Ax + λ(1− λ)x>Ay + λ(1− λ)y>Ax +
(
(1− λ)2 − (1− λ)

)
y>Ay,

kde díky symetričnosti matice A je x>Ay = y>Ax, proto dostáváme

(λ2 − λ)
(

x>Ax− 2x>Ay + y>Ay
)
= (λ2 − λ) (x− y)> A (x− y) .

Víme, že λ2 − λ ≤ 0, tudíž aby výraz byl nekladný, musí být A ≥ 0 (pozitivně semide-
finitní), pak bude f (x) konvexní. Ostře/silně konvexní bude pro A > 0 neboli pro pozi-
tivně definitní kvadratickou formu (x− y)>A(x− y). Konstantu silné konvexnosti ϑ > 0
získáme dle definice z nerovnosti

(λx + (1− λ)y)> A (λx + (1− λ)y)− λx>Ax− (1− λ)y>Ay + ϑλ(1− λ)‖x− y‖2 ≤ 0

(λ2 − λ) (x− y)> A (x− y) + ϑλ(1− λ) (x− y)> (x− y) ≤ 0

(λ2 − λ) (x− y)> (A− ϑE) (x− y) ≤ 0.

Chceme tedy, aby A− ϑE ≥ 0, což je ekvivalentní s vlastním číslem matice A

λmin ≥ ϑ,

proto největší konstantou silné konvexnosti je ϑ = λmin. N
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Příklad 1.3.6.

Pomocí definice rozhodněte o konvexnosti funkce

f (x) = ‖x‖,

kde x ∈ Rn a ‖·‖ je libovolná norma na Rn. Je ostře/silně konvexní?

Řešení. Podle definice potřebujeme ukázat, že

‖λx + (1− λ)y‖ ≤ λ‖x‖+ (1− λ)‖y‖

pro všechna x, y ∈ Rn a každé λ ∈ [0, 1]. Víme, že norma nám určitým způsobem udává
velikost vektoru. Jelikož platí trojúhelníková nerovnost neboli

‖a + b‖ ≤ ‖a‖+ ‖b‖,

můžeme psát

‖λx + (1− λ)y‖ ≤ ‖λx‖+ ‖(1− λ)y‖ = λ‖x‖+ (1− λ)‖y‖.

Funkce f (x) = ‖x‖ je tedy konvexní. Ostře ani silně konvexní být nemůže, protože napří-
klad pro vektor x = y = (0, . . . , 0)> dochází k rovnosti. N
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Příklad 1.3.7.

Pomocí definice rozhodněte o konvexnosti funkce

f (x) = ‖x‖p,

kde x ∈ Rn, p > 1 a ‖·‖ je libovolná norma na Rn.

Řešení. K řešení tohoto příkladu využijeme našich výsledků z Příkladů 1.3.3 a 1.3.6. Funkce
f (x) = ‖x‖p vznikla aplikováním funkce h(x) = xp na funkci g(x) = ‖x‖. Právě z řešení
Příkladu 1.3.3 víme, že h(x) je konvexní pro p > 1 a z řešení Příkladu 1.3.6 víme, že g(x) je
také konvexní. Aplikováním konvexní funkce na konvexní funkci se konvexnost nepokazí,
proto můžeme ihned říct, že f (x) = h(g(x)) je také konvexní. N
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Příklad 1.3.8.

Pomocí definice rozhodněte o konvexnosti funkce

f (β) = ‖Xβ− y‖2 = (Xβ− y)>(Xβ− y),

kde X ∈ Rn×m, β ∈ Rm a y ∈ Rn (pro m = 2 viz metodu nejmenších čtverců).

Řešení. Dle definice máme ukázat, že pro všechny α, β ∈ Rm a každé λ ∈ [0, 1] platí

‖X (λα + (1− λ)β)− y‖2 ≤ λ‖Xα− y‖2 + (1− λ)‖Xβ− y‖2.

Převedeme vše na pravou stranu a budeme chtít dokázat nezápornost daného výrazu

λ (Xα− y)> (Xα− y) + (1− λ) (Xβ− y)> (Xβ− y)−

− (X (λα + (1− λ)β)− y)> (X (λα + (1− λ)β)− y) =

= (λ− λ2)
(

α>X>Xα + β>X>Xβ
)
+ y>y (λ + 1− λ− 1) +

+ y>Xα (−λ + λ) + α>X>y (−λ + λ) + y>Xβ (λ− 1− λ + 1) +

+ β>X>y (λ− 1− λ + 1)− λ(1− λ)α>X>Xβ− λ(1− λ)β>X>Xα.

Protože je matice X>X symetrická, můžeme výraz ještě dále upravit na

(λ− λ2)
(

α>X>Xα + β>X>Xβ− 2α>X>Xβ
)
= (λ− λ2)(α− β)>X>X(α− β),

kde λ− λ2 ≥ 0 a
(α− β)>X>X(α− β) = ‖X(α− β)‖2 ≥ 0,

proto je funkce f konvexní. N
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Příklad 1.3.9.

Pomocí definice rozhodněte o konvexnosti funkce

f (x1, x2) = ex1+x2

na R2. Je zde také ostře a/nebo silně konvexní? V případě silné konvexnosti určete
největší konstantu silné konvexnosti ϑ.

Řešení. %%% PODOBNÉ 3.2!!!
je pouze konvexní N
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Příklad 1.3.10.

Dokažte: Necht’ X ⊆ Rn je konvexní množina a f : X → R konvexní funkce. Potom
kdykoli platí λx + (1− λ)y ∈ X pro nějaké x, y ∈ X a λ ∈ RK[0, 1], pak

f
(
λx + (1− λ)y

)
≥ λ f (x) + (1− λ) f (y).

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.3.11.

Dokažte: Funkce f : Rn → R je konvexní i konkávní na Rn současně právě tehdy, když
f je afinní funkce.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.3.12.

Dokažte: Necht’ X ⊆ Rn je konvexní množina, funkce f : X → R konvexní a funkce g :
X → R silně konvexní s konstantou silné konvexnosti ϑ. Potom funkce f + g : X → R

je opět silně konvexní s konstantou ϑ.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.3.13.

Dokažte: Necht’ α ≥ 0, X ⊆ Rn je konvexní množina a funkce f : X → R silně kon-
vexní s konstantou silné konvexnosti ϑ. Potom funkce α f : X → R je silně konvexní
s konstantou αϑ.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.3.14.

Dokažte: Necht’ X ⊆ Rn je konvexní množina a f : X → R. Pak funkce f je silně
konvexní s konstantou silné konvexnosti ϑ právě tehdy, když funkce g(x) := f (x)−
ϑ‖x‖2 je konvexní na X.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.3.15.

Dokažte: Necht’ X ⊆ Rn je konvexní množina, I je libovolná indexová množina, funkce
fi : X → R jsou konvexní pro všechna i ∈ I a pro každé x ∈ X je množina { fi(x) |
i ∈ I} shora ohraničená, tj. existuje funkce M : X → R taková, že pro každé i ∈ I platí
f (x) ≤ M(x) pro každé x ∈ X. Potom funkce

f (x) := sup
i∈I
{ fi(x)}

je konvexní na X.

Řešení. %%% DŮKAZ! N

© Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek 16. prosince 2020



I. 3. Konvexní funkce 169

Příklad 1.3.16.

Dokažte: Necht’ X ⊆ Rn je konvexní množina, funkce g1, . . . , gm : X → R jsou kon-
vexní a funkce f : Rm → R je konvexní a neklesající (v tom smyslu, že jsou-li x =

(x1, . . . , xm)> a y = (y1, . . . , ym)> taková, že xi ≤ yi pro všechna i = 1, . . . , m, potom
f (x) ≤ f (y)). Potom složená funkce

F(x) := f (g1(x), . . . , gm(x))

je také konvexní na X.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.3.17.

Necht’ X je konvexní množina. Pak funkce f : X → R++ = {x ∈ R | x > 0}
se nazývá logaritmicky konvexní (též superkonvexní) na X, jestliže funkce ln f (x) je
konvexní na X.

Dokažte: Každá logaritmicky konvexní funkce je konvexní.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.3.18.

Dokažte: Necht’ X ⊆ Rn je konvexní množina a funkce f : X → R spojitá na X. Jestliže
pro každé x, y ∈ X, x 6= y, existuje λ ∈ (0, 1) takové, že

f (λx + (1− λ)y) ≤ λ f (x) + (1− λ) f (y),

pak funkce f je konvexní na X.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.3.19.

Rozhodněte o konvexnosti množiny

X = {[x, y] ∈ R2 | (x3 + ey) ln(x3 + ey) ≤ 49, x ≥ 2, y ∈ R}.

Řešení. Budeme postupovat podobně jako v Příkladu 1.3.7. Z Příkladu 1.3.4 víme, že funk-
ce h(x) = x ln x je konvexní na (0, ∞). Aby

f (x) = h(g(x, y)) = (x3 + ey) ln(x3 + ey)

byla konvexní, musí být g(x, y) = x3 + ey konvexní a neklesající. Pro x ≥ 2 je funkce x3 ur-
čitě konvexní a rostoucí. Stejně tak funkce ey je konvexní a rostoucí na R. Z toho vyplývá,
že g(x) je konvexní a neklesající, tudíž f (x) musí být konvexní.

Množina X už je jen vrstevnicovou množinou funkce f (x), platí totiž

Vk = {x ∈ X, f (x) ≤ k} ,

kde k = 49. Jelikož f (x) je konvexní, tak i vrstevnicová množina Vk je nutně konvexní. N
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Příklad 1.3.20.

Dokažte: Necht’ f : X → R je konvexní funkce na konvexní množině X ⊆ Rn a necht’
existují spojité praciální derivace až do druhého řádu včetně na nějaké otevřené mno-
žině U ⊇ X. Pak funkce f je konvexní na X právě tehdy, když

〈
∇2 f (x) h, h

〉
≥ 0 pro

všechny x ∈ X a h ∈ Lin X.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.3.21.

Dokažte: Necht’ p ∈ Rn a q ∈ R. Afinní funkce f (x) = p>x + q nabývá svého mi-
nima/maxima na konvexní množině X ⊆ Rn v bodě x∗ ∈ ri X právě tehdy, když f je
konstantní funkce (tj. p = 0).

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.3.22.

Dokažte: Necht’ f : X → R je konvexní funkce na konvexní množině X ⊆ Rn. Označme
jako X∗ množinu bodů z X, ve kterých nabývá funkce f maxima na množině X, tj.

X∗ = {x∗ ∈ X | f (x∗) = sup
x∈X

f (x)}.

Pokud X∗ obsahuje bod z ri X, pak f je nutně konstantní na X, tj. X∗ = X.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.3.23.

Necht’ X = conv{x1, . . . , xm} ⊆ Rn je polytop a f : X → R je konvexní funkce.

a) Dokažte Základní větu konvexního programování: maximum funkce f na mno-
žině X je dosaženo v jednom z bodů x1, . . . , xm. (Obecněji platí: Maximum kon-
vexní funkce na kompaktní a konvexní množině je dosaženo v tzv. extrémním
bodě, tj. v bodě, který nelze vyjádřit jako netriviální konvexní kombinaci bodů z
dané množiny).

b) S využitím předchozí části dokažte tzv. Základní větu lineárního programování:
minimum lineární funkce na X je dosaženo v některém z bodů x1, . . . , xm.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.3.24.

Necht’ funkce g : [a, b]→ R je integrovatelná a funkce f : R→ R je konvexní. Dokažte
Jensenovu nerovnost v integrálním tvaru

f

(
∫ b

a g(t)dt
b− a

)
≤ 1

b− a

∫ b

a
f (g(t))dt.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.3.25.

Dokažte: Pro λ1, . . . , λn ≥ 0 splňující ∑n
i=1 λi = 1 a x1, . . . , xn > 0 platí

1 ≤
( n

∑
i=1

λixi

)( n

∑
i=1

λi

xi

)
.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.3.26.

Dokažte: Pro λ1, . . . , λn ≥ 0 splňující ∑n
i=1 λi = 1 a x1, . . . , xn ∈ R platí

n

∑
i=1

λixi ≤ ln
( n

∑
i=1

λiexi

)
.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.3.27.

Pomocí Jensenovy nerovnosti dokažte nerovnost mezi průměry různých řádů(
xp

1 + · · ·+ xp
m

m

)1/p

≥
(

xq
1 + · · ·+ xq

m

m

)1/q

,

kde x1, . . . , xm > 0 a p > q.

Řešení. Jensenova nerovnost je nerovnost

f

(
m

∑
i=1

λixi

)
≤

m

∑
i=1

λi f (xi),

kde f je konvexní funkce na konvexní množině, λ1, . . . , λm ≥ 0, ∑m
i=1 λi = 1 a m ∈N.

Pokud zvolíme p > q > 0, tudíž p/q > 1, nebo p > 0 > q, tudíž p/q < 0, tak funkce
f (y) = yp/q je konvexní pro y > 0, jelikož

f ′′(y) =
p
q

(
p
q
− 1
)

︸ ︷︷ ︸
>0

yp/q−2︸ ︷︷ ︸
>0

.

Položme yi = xq
i > 0 a λ1 = · · · = λm = 1/m, pak z Jensenovy rovnosti plyne(

xq
1 + · · ·+ xq

m

m

)p/q

≤
(
xq

1

)p/q
+ · · ·+

(
xq

m
)p/q

m
.

Pokud obě strany umocníme na 1/p > 0, tak dostaneme(
xq

1 + · · ·+ xq
m

m

)1/q

≤
(

xp
1 + · · ·+ xp

m

m

)1/p

,

čímž jsme dokázali nerovnost ze zadání pro situace, kdy p > q > 0, nebo p > 0 > q.
V případě, že 0 > p > q, a vezmeme r = −q a s = −p neboli r > s > 0, tak můžeme
použít právě odvozenou nerovnost. Při volbě yi = 1/xq

i > 0 to bude znamenat. že


1
xs

1
+ · · ·+ 1

xs
m

m


1/s

≤


1
xr

1
+ · · ·+ 1

xr
m

m


1/r

,

proto (
xp

1 + · · ·+ xp
m

m

)−1/p

≤
(

xq
1 + · · ·+ xq

m

m

)−1/q

.
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Umocněním obou stran na −1 tak dostaneme požadovaný výsledek(
xp

1 + · · ·+ xp
m

m

)1/p

≥
(

xq
1 + · · ·+ xq

m

m

)1/q

.

pro zbývající situaci 0 > p > q.

Ve speciálním případě pro p > q = 0 se průměr q-tého řádu redukuje na geometrický
průměr, tudíž máme nerovnost ve tvaru(

xp
1 + · · ·+ xp

m

m

)1/p

≥ (x1 · · · xm)
1/m .

Pokud tuto nerovnost umocníme na p > 0, dostaneme

xp
1 + · · ·+ xp

m

m
≥ m
√

xp
1 · · · x

p
m,

což je AG nerovnost. A konečně pro 0 = p > q redukujeme průměr p-tého řádu na geo-
metrický, proto chceme ukázat, že platí

(x1 · · · xm)
1/m ≥

(
xq

1 + · · ·+ xq
m

m

)1/q

.

Opět umocněním na q < 0 dostáváme AG nerovnost

m
√

xq
1 · · · x

q
m ≤

xq
1 + · · ·+ xq

m

m
,

tedy je dokázána platnost původní nerovnosti i pro oba uvedené speciální případy. N
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Příklad 1.3.28.

Pomocí Jensenovy nerovnosti dokažte Hölderovu nerovnost

n

∑
i=1
|xiyi| ≤

( n

∑
i=1
|xi|p

)1/p ( n

∑
i=1
|yi|q

)1/q

kde p, q > 1 jsou konjugovaná čísla, tj. 1
p +

1
q = 1.

Řešení. Uvažujme pouze případ xi, yi ≥ 0, nebot’ |xi · yi| = |xi| · |yi|, a v nerovnosti tedy
vystupují pouze nezáporná čísla. Bez újmy na obecnosti ∑n

i=1 yq
i > 0, jinak by yi = 0 pro

všechna i = 1, . . . , n a nerovnost by tak platila triviálně (stejný argument můžeme použít i
pro ∑n

i=1 xp
i ). Víme, že platí(

n

∑
i=1

xiyi

)p

=

(
∑n

i=1 xiy
1−q
i yq

i

∑n
j=1 yq

j

)p( n

∑
i=1

yq
i

)p

.

Funkce f (z) = zp pro p > 1 je konvexní na (0, ∞), jelikož f ′′(z) = p(p − 1)zp−2 > 0.
Aplikováním Jensenovy nerovnosti na tuto funkci s volbou

zi = xiy
1−q
i , λi =

yq
i

∑n
j=1 yq

j

dostáváme (
∑n

i=1 xiy
1−q
i yq

i

∑n
j=1 yq

j

)p

≤
n

∑
i=1

yq
i

∑n
j=1 yq

j

(
xiy

1−q
i

)p

(
∑n

i=1 xiy
1−q
i yq

i

∑n
j=1 yq

j

)p( n

∑
i=1

yq
i

)p

︸ ︷︷ ︸
>0

≤
n

∑
i=1

yq
i

∑n
j=1 yq

j
xp

i yp−pq
i

(
n

∑
i=1

yq
i

)p

︸ ︷︷ ︸
>0(

n

∑
i=1

xiyi

)p

≤
n

∑
i=1

xp
i yp−pq+q

i

(
n

∑
i=1

yq
i

)p−1

.

Jelikož ze zadání
1
p
+

1
q
= 1,

tak q + p = pq, proto p− pq + q = 0. Z tohoto postřehu vyplývá, že(
n

∑
i=1

xiyi

)p

≤
n

∑
i=1

xp
i

(
n

∑
i=1

yq
i

)p−1

.

Umocněním na 1/p > 0 a z rovnosti

1
q
=

p− 1
p
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získáme
n

∑
i=1

xiyi ≤
(

n

∑
i=1

xp
i

)1/p( n

∑
i=1

yq
i

)1/q

,

což je nerovnost ze zadání, protože máme xi, yi ≥ 0. N
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Příklad 1.3.29.

Dokažte Minkowského nerovnost( n

∑
i=1
|ai + bi|p

)1/p

≤
( n

∑
i=1
|ai|p

)1/p

+

( n

∑
i=1
|bi|p

)1/p

,

kde p ≥ 1 a a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ R.

Řešení. Pokud p = 1 jedná se o trojúhelníkovou nerovnost, stačí tedy pokračovat s p >

1. Budeme nejprve uvažovat |ai| , |bi| > 0 pro všechna i = 1, . . . , m. Vezmeme si funkci
f (x) =

(
1 + x1/p)p

, jejíž druhá derivace

f ′′(x) =
((

1 + x
1
p
)p−1

x
1
p−1
)′

=
p− 1

p

(
1 + x

1
p
)p−2

x
2
p−2

+
1− p

p

(
1 + x

1
p
)p−1

x
1
p−2

=

=
p− 1

p

(
1 + x

1
p
)p−2

x
1
p−2

(
x

1
p − 1− x

1
p
)
=

=
1− p

p︸ ︷︷ ︸
≤0

(
1 + x

1
p
)p−2

x
1
p−2

je záporná pro x > 0, tudíž je zde konkávní. Jensenovu nerovnost pro tuto funkci tak
budeme mít s obráceným znaménkem. Platí1 +

(
n

∑
i=1

λixi

)1/p
p

≥
n

∑
i=1

λi

(
1 + x1/p

i

)p
,

kde x1, . . . , xn, λ1, . . . , λn > 0 a ∑n
i=1 λi = 1. Zvolíme A = ∑n

i=1 |ai|p,

λi =
|ai|p

A
, xi =

|bi|p

|ai|p
,

čímž dostaneme 1 +

(
n

∑
i=1

|bi|p

A

)1/p
p

≥
n

∑
i=1

|ai|p

A

(
1 +
|bi|
|ai|

)p
.

Vynásobíme obě strany A > 0, tj.A1/p +

(
n

∑
i=1
|bi|p

)1/p
p

≥
n

∑
i=1

(|ai|+ |bi|)p ,

kde vždy díky trojúhelníkové nerovnosti |ai|+ |bi| ≥ |ai + bi|, proto( n

∑
i=1
|ai|p

)1/p

+

(
n

∑
i=1
|bi|p

)1/p
p

≥
n

∑
i=1

(|ai + bi|)p

(
n

∑
i=1
|ai|p

)1/p

+

(
n

∑
i=1
|bi|p

)1/p

≥
(

n

∑
i=1

(|ai + bi|)p

)1/p

.
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Tímto jsme ukázali platnost nerovnosti ze zadání pro |ai| , |bi| > 0. Pokud je ai = 0 nebo
bi = 0 pro všechna i = 1, . . . , n, platí nerovnost triviálně. Vezmeme si dále situaci, kdy pro
nějaké i je ai = 0 a bi 6= 0 (jinak můžeme tento index vynechat). Taková ai = 0, kde i ∈ I,
nahradíme ãi = ε > 0 a aj > 0 z množiny indexů J, kde I ∪ J = {1, . . . , n}, necháme jako
ãj = aj. Pro bi bychom postupovali symetricky. Máme tak(

n

∑
i=1
|ãi|p

)1/p

+

(
n

∑
i=1
|bi|p

)1/p

≥
(

n

∑
i=1

(|ãi + bi|)p

)1/p

,

což limitním přechodem ε → 0+ a na základě spojitosti funkcí f (x) = x1/p, g(x) = xp a
h(x) = |x| vede na požadovanou nerovnost(

n

∑
i=1
|ai|p

)1/p

+

(
n

∑
i=1
|bi|p

)1/p

≥
(

n

∑
i=1

(|ai + bi|)p

)1/p

.

N
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Příklad 1.3.30.

Pomocí Jensenovy nerovnosti dokažte(
1 + 5
√

a
)5

+
(
1 + 5
√

b
)5 ≤ 26,

kde a, b ≥ 0 a a + b = 2.

Řešení. Vezměme si funkci f (x) =
(
1 + 5
√

x
)5. Tato funkce má druhou derivaci

f ′′(x) =
((

1 + 5
√

x
)4 x−

4
5

)′
=

4
5
(
1 + 5
√

x
)3 x−

8
5 − 4

5
(
1 + 5
√

x
)4 x−

9
5

= −4
5
(
1 + 5
√

x
)3 x−

9
5 ,

která je záporná, proto je f konkávní na [0, ∞). Použijeme tedy Jensenovu nerovnost s
otočeným znaménkem a zvolíme x1 = a, x2 = b a λ1 = λ2 = 1/2, tj.(

1 + 5

√
1
2

a +
1
2

b

)5

≥ 1
2
(
1 + 5
√

a
)5

+
1
2

(
1 + 5
√

b
)5

.

Ze zadání víme, že a + b = 2, proto nerovnost upravíme na

(1 + 1)5 ≥ 1
2
(
1 + 5
√

a
)5

+
1
2

(
1 + 5
√

b
)5

.

Nyní stačí jen obě strany vynásobit 2, čímž dostaneme požadovaný výsledek

26 ≥
(
1 + 5
√

a
)5

+
(

1 + 5
√

b
)5

.

N
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Příklad 1.3.31.

Pomocí Jensenovy nerovnosti dokažte

aa bb cc ≥
( a + b + c

3

)a+b+c
,

kde a, b, c > 0.

Řešení. Nejprve zvolíme funkci f (x) = x ln x, která je ostře konvexní na (0, ∞), protože
f ′′(x) = 1/x > 0. Jensenova nerovnost pro tuto funkci bude vypadat jako(

n

∑
i=1

λixi

)
ln

(
n

∑
i=1

λixi

)
≤

n

∑
i=1

λixi ln xi

ln

(
n

∑
i=1

λixi

)(∑n
i=1 λixi)

≤
n

∑
i=1

ln xλixi
i

ln

(
n

∑
i=1

λixi

)(∑n
i=1 λixi)

≤ ln

(
n

∏
i=1

xλixi
i

)
(

n

∑
i=1

λixi

)(∑n
i=1 λixi)

≤
n

∏
i=1

xλixi
i ,

kde jsme si mohli dovolit v posledním kroku zbavit se funkce logaritmu beze změny, pro-
tože je rostoucí na celém svém definičním oboru. Pro náš případ zvolíme n = 3, x1 = a,
x2 = b, x3 = c a λ1 = λ2 = λ3 = 1/3, a tím dostaneme(

a + b + c
3

) a+b+c
3

≤
(

aabbcc
) 1

3

(
a + b + c

3

)a+b+c
≤ aabbcc,

tedy jsme dokázali požadovanou nerovnost ze zadání. N
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Příklad 1.3.32.

Pomocí Jensenovy nerovnosti dokažte

n
√

sin x1 · · · sin xn ≤ sin
x1 + · · ·+ xn

n
,

kde n ∈N a x1, . . . , xn ∈ [0, π/2].

Řešení. Pokud je xi = 0 pro nějaké i = 1, . . . , n, pak je tvrzení zřejmé. Budeme proto dále
uvažovat pouze xi > 0 pro všechna i = 1, . . . , n. Vezměme si funkci f (x) = ln sin x, jejíž
druhá derivace f ′′(x) = −1/ sin2 x < 0, tudíž je ostře konkávní na (0, ∞). Jensenovu
nerovnost tak využijeme pro λi = 1/n, a to ve tvaru

ln sin

(
n

∑
i=1

λixi

)
≥

n

∑
i=1

λi ln sin xi

ln sin
x1 + · · ·+ xn

n
≥

n

∑
i=1

ln (sin xi)
1
n .

Jelikož součet logaritmů je logaritmus součinu a funkce logaritmu je rostoucí na celém
svém definičním oboru, nerovnost se nám upraví na

sin
x1 + · · ·+ xn

n
≥ (sin x1 · · · sin xn)

1
n ,

čímž jsme dokázali požadované tvrzení. N

© Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek 16. prosince 2020



I. 3. Konvexní funkce 189

Příklad 1.3.33.

Pomocí Jensenovy nerovnosti dokažte

1
n ∑n

i=1 xi

sin
( 1

n ∑n
i=1 xi

) ≤ n

√
x1 · · · xn

sin x1 · · · sin xn
,

kde x1, . . . , xn ∈ (0, π/2).

Řešení. Uvažme funkci f (x) = ln x− ln sin x pro x ∈ (0, π). Její druhá derivace je

f ′′(x) =

(
1
x
− cos x

sin x

)′
= − 1

x2 +
1

sin2 x
,

kde sin2 x < x2 na (0, ∞), protože je zde sin x < x. Druhá derivace tak je kladná, proto je
f (x) ostře konvexní. Použijeme tedy Jensenovu nerovnost pro tuto funkci s volbou λi =

1/n a dostaneme

ln

(
1
n

n

∑
i=1

xi

)
− ln sin

(
1
n

n

∑
i=1

xi

)
≤ 1

n

n

∑
i=1

(ln xi − ln sin xi)

ln
1
n ∑n

i=1 xi

sin
(

1
n ∑n

i=1 xi

) ≤ n

∑
i=1

ln
(

xi

sin xi

) 1
n

ln
1
n ∑n

i=1 xi

sin
(

1
n ∑n

i=1 xi

) ≤ ln
n

∏
i=1

(
xi

sin xi

) 1
n

1
n ∑n

i=1 xi

sin
(

1
n ∑n

i=1 xi

) ≤ n

∏
i=1

(
xi

sin xi

) 1
n

,

kde v posledním kroku jsme využili faktu, že funkce logaritmus je rostoucí. Nyní stačí
jen rozepsat součin na pravé straně, přepsat mocninu na odmocninu, a tím dostaneme
požadovaný výsledek

1
n ∑n

i=1 xi

sin
( 1

n ∑n
i=1 xi

) ≤ n

√
x1 · · · xn

sin x1 · · · sin xn
.

N
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Příklad 1.3.34.

Pomocí Jensenovy nerovnosti dokažte

a
a + 3b + 3c

+
b

3a + b + 3c
+

c
3a + 3b + c

≥ 3
7

,

kde a, b, c > 0.

Řešení. Zvolíme s > 0 a funkci

f (x) =
x

s− x
=

s
s− x

− 1,

která je ostře konvexní pro x ∈ (0, s), protože je zde

f ′′(x) =
(

s
(s− x)2

)′
=

2s
(s− x)3 < 0.

Aplikováním Jensenovy nerovnosti na tuto funkci s volbou s = 3(a + b + c), x1 = 2a,
x2 = 2b, x3 = 2c, λ1 = λ2 = λ3 = 1/3 dostaneme

∑n
i=1 λixi

s−∑n
i=1 λixi

≤
n

∑
i=1

λi
xi

s− xi
2
3(a + b + c)(

3− 2
3

)
(a + b + c)

≤ 1
3

(
2a

3(a + b + c)− 2a
+

2b
3(a + b + c)− 2b

+
2c

3(a + b + c)− 2c

)
2
3(a + b + c)
7
3(a + b + c)

≤ 2
3

(
a

a + 3b + 3c
+

b
3a + b + 3c

+
c

3a + 3b + c

)
3
7
≤ a

a + 3b + 3c
+

b
3a + b + 3c

+
c

3a + 3b + c
,

tedy jsme dokázali výše uvedené tvrzení. N
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Příklad 1.3.35.

Pomocí Jensenovy nerovnosti dokažte

n

∑
i=1

1
1 + ai

≥ n
1 + n
√

a1 · · · an
,

kde a1, . . . , an ≥ 1.

Řešení. Pro důkaz tohoto tvrzení využijeme funkce f (x) = 1/ (1 + ex). Platí

f ′′(x) =

(
−ex

(1 + ex)2

)′
=
−ex (1 + ex) + 2 (ex)2

(1 + ex)3 =
ex (ex − 1)

(1 + ex)3 > 0

pro x > 0, tudíž lze říct, že f (x) je konvexní na [0, ∞). Zvolíme λi = 1/n a xi = ln ai v
Jensenově nerovnosti pro tuto funkci, a tím dostaneme

1

1 + e
1
n ∑n

i=1 ln ai
≤ 1

n

n

∑
i=1

1
1 + eln ai

1

1 + e
1
n ln(a1···an)

≤ 1
n

n

∑
i=1

1
1 + ai

n
1 + n
√

a1 · · · an
≤

n

∑
i=1

1
1 + ai

,

což je právě hledaná nerovnost ze zadání. N
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Příklad 1.3.36.

Pomocí Jensenovy nerovnosti dokažte

x1√
1− x1

+
x2√

1− x2
+ · · ·+ xn√

1− xn
≥
√

n
n− 1

,

kde x1, . . . , xn > 0 a ∑n
i=1 xi = 1.

Řešení. Zvolíme funkci f (x) = x/
√

1− x, která je konvexní na (0, 1), protože je zde

f ′′(x) =

(
1− x

2√
(1− x)3

)′
=
−1

2

√
(1− x)3 +

(
1− x

2

) 3(1−x)2

2
√

(1−x)3

(1− x)3 =

=
−1

2(1− x)2 + 3
2

(
1− x

2

)
(1− x)

(1− x)3
√

1− x
=

=
1− x

4

(1− x)2
√

1− x
=

=
4− x

4(1− x)2
√

1− x
> 0.

Aplikujeme na tuto funkci Jensenovu nerovnost s λi = 1/n, proto dostaneme

1
n ∑n

i=1 xi√
1− 1

n ∑n
i=1 xi

≤ 1
n

n

∑
i=1

xi√
1− xi

.

Ze zadání víme, že ∑n
i=1 xi = 1, tudíž máme

1
n√

1− 1
n

≤ 1
n

n

∑
i=1

xi√
1− xi

1√
n−1

n

≤
n

∑
i=1

xi√
1− xi√

n
n− 1

≤ x1√
1− x1

+
x2√

1− x2
+ · · ·+ xn√

1− xn
,

což je námi hledaný výsledek. N
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Příklad 1.3.37.

Pomocí Jensenovy nerovnosti dokažte√
12 + 1 +

√
22 + 1 +

√
32 + 1 + · · ·+

√
n2 + 1 ≥ n

2

√
n2 + 2n + 5.

Řešení. Uvažujme funkci f (x) =
√

x2 + 1, která je konvexní, protože

f ′′(x) =
(

x√
x2 + 1

)′
=

1√
(x2 + 1)3

> 0.

Na tuto funkci aplikujeme Jensenovu nerovnost s volbou λi = 1/n a xi = i, tj.√√√√( 1
n

n

∑
i=1

i

)2

+ 1 ≤ 1
n

n

∑
i=1

√
i2 + 1√

1
n2

(
1 + n

2
· n
)2

+ 1 ≤ 1
n

n

∑
i=1

√
i2 + 1√

(1 + n)2

4
+ 1 ≤ 1

n

n

∑
i=1

√
i2 + 1

n
2

√
(1 + n)2 + 4 ≤

n

∑
i=1

√
i2 + 1

n
2

√
n2 + 2n + 5 ≤

√
12 + 1 +

√
22 + 1 +

√
32 + 1 + · · ·+

√
n2 + 1,

čímž jsme dokázali platnost výše uvedeného tvrzení. N
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Příklad 1.3.38.

Pomocí Jensenovy nerovnosti dokažte, že pro úhly α, β, γ v trojúhelníku platí

sin α + sin β + sin γ ≤ 3
√

3
2

,

√
sin α +

√
sin β +

√
sin γ ≤ 3 4

√
3
4

,

sin α sin β sin γ ≤ 3
√

3
8

,

cos α cos β cos γ ≤ 1
8

.

Řešení. Pro první nerovnost využijeme funkce f (x) = sin x, která je konkávní na (0, π).
Dosadíme tedy do Jensenovy nerovnosti s volbou x1 = α, x2 = β, x3 = γ a λ1 = λ2 =

λ3 = 1/3 a dostaneme

sin
α + β + γ

3
≥ 1

3
(sin α + sin β + sin γ) .

Jelikož součet úhlů v trojúhelníku dává 180◦, můžeme psát, že platí

sin
π

3
≥ 1

3
(sin α + sin β + sin γ)

3
√

3
2
≥ sin α + sin β + sin γ.

Následující nerovnost odvodíme s pomocí funkce g(x) =
√

sin x. Tato funkce je opět kon-
kávní na (0, π), protože je zde

g′′(x) =
−2 sin2 x− cos2 x√

sin3 x
= −1 + sin2 x√

sin3 x
< 0.

Dle Jensenovy nerovnosti pro g(x) a se stejnou volbou pro λi a xi jako v předešlém výpočtu
máme √

sin
π

3
≥ 1

3

(√
sin α +

√
sin β +

√
sin γ

)
3

√√
3

2
≥
√

sin α +
√

sin β +
√

sin γ

3
4
√

3√
2
≥
√

sin α +
√

sin β +
√

sin γ

3 4

√
3
4
≥
√

sin α +
√

sin β +
√

sin γ,

čímž jsme dokázali platnost druhé nerovnosti.
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Pro třetí nerovnost zvolíme funkci h(x) = ln sin x s h′′(x) = −1/ sin2 x < 0, proto je
opět konkávní na (0, π). V Jensenově nerovnosti pro tuto funkci zvolíme x1 = α, x2 = β,
x3 = γ a λ1 = λ2 = λ3 = 1/3. Máme tak

ln sin
(

α + β + γ

3

)
≥ 1

3
(ln sin α + ln sin β + ln sin γ)

ln sin
π

3
≥ 1

3
ln (sin α · sin β · sin γ)

ln

√
3

2
≥ ln (sin α · sin β · sin γ)

1
3

√
3

2
≥ (sin α · sin β · sin γ)

1
3

3
√

3
8
≥ sin α · sin β · sin γ,

kde jsme využili toho, že logaritmus je rostoucí funkcí.

Platnost poslední nerovnosti se ukáže velmi podobně jako u třetí nerovnosti. Stačí zamě-
nit funkci ln sin x za funkci ln cos x, která je také konkávní na (0, π). Za těchto podmínek s
pomocí Jensenovy nerovnosti dostaneme

ln cos
π

3
≥ 1

3
(ln cos α + ln cos β + ln cos γ)

ln
1
2
≥ ln (cos α · cos β · cos γ)

1
3

1
8
≥ cos α · cos β · cos γ,

čímž jsme dokázali čtvrté a poslední tvrzení. N
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Příklad 1.3.39.

Pomocí AG-nerovnosti dokažte

b + c√
a

+
c + a√

b
+

a + b√
c
≥
√

a +
√

b +
√

c + 3,

kde abc = 1 a a, b, c > 0.

Řešení. Z AG-nerovnosti vyplývá, že

b + c
2
≥
√

bc.

Vynásobíme tuto nerovnost 2√
a > 0 a dostaneme tak

b + c√
a
≥ 2

√
bc
a

.

Tato nerovnost bude samozřejmě platit i pro další dvě kombinace písmen, proto můžeme
psát, že

b + c√
a

+
c + a√

b
+

a + b√
c
≥ 2

(√
bc
a
+

√
ca
b
+

√
ab
c

)
b + c√

a
+

c + a√
b

+
a + b√

c
≥
(√

ca
b
+

√
ab
c

)
+

(√
ab
c
+

√
bc
a

)
+

(√
bc
a
+

√
ca
b

)
.

Vezměme si první člen napravo v nerovnosti. Pokud tento člen podělíme dvěma, můžeme
na něj aplikovat AG-nerovnost, a to jako√

ca
b +

√
ab
c

2
≥

√√
ca
b
·
√

ab
c

=
√

a.

První závorku napravo v nerovnosti tak můžeme zmenšit na 2
√

a a podobně i ostatní dvě
závorky. Proto platí

b + c√
a

+
c + a√

b
+

a + b√
c
≥ 2
√

a + 2
√

b + 2
√

c

b + c√
a

+
c + a√

b
+

a + b√
c
≥
(√

a +
√

b +
√

c
)
+
(√

a +
√

b +
√

c
)

.

Aplikujme opět na první člen napravo AG-nerovnost, tj.
√

a +
√

b +
√

c
3

≥ 3
√√

a
√

b
√

c = 6
√

abc,

kde ze zadání víme, že abc = 1. Zmenšíme proto
(√

a +
√

b +
√

c
)

na 3 neboli

b + c√
a

+
c + a√

b
+

a + b√
c
≥
√

a +
√

b +
√

c + 3,

což je právě tvrzení v zadání. N

© Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek 16. prosince 2020



I. 3. Konvexní funkce 197

Příklad 1.3.40.

Pomocí drátu bychom chtěli „vymodelovat“ kvádr (tj. jeho 12 hran) tak, aby model
měl objem V a spotřeba drátu byla minimální. Určete rozměry optimálního modelu.

Řešení. Z AG-nerovnosti vyplývá, že

a + b + c
3

≥ 3
√

abc.

Ovšem víme, že objem kvádru V = abc a obvod o = 4(a + b + c), proto upravíme na

o
12
≥ 3
√

V

o ≥ 12 3
√

V.

Obvod tak bude minimální právě tehdy, když nastane rovnost. To pro AG-nerovnost zna-
mená, že a = b = c, tudíž takový kvádr musí být krychle. Délka hrany této krychle za
daného objemu V bude a = 3

√
V. N
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Příklad 1.3.41.

Pomocí Hessovy matice rozhodněte o (ostré, silné) konvexnosti funkce f (x) = ‖x‖4

na X ⊆ Rn.

Řešení. Pro nalezení Hessovy matice budeme potřebovat všechny derivace druhého řádu.
Funkci f (x) lze napsat jako

f (x) =
(

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n

)2
=

(
n

∑
k=1

x2
k

)2

,

proto

f ′xi
= 4xi

n

∑
k=1

x2
k

pro i = 1, . . . , n. Dále máme druhé derivace

f ′′xixi
= 4

n

∑
k=1

x2
k + 8x2

i ,

f ′′xixj
= 8xixj

pro i, j = 1, . . . , n. Hessova matice tak vypadá následovně

H( f ) =


8x2

1 + 4 ∑n
k=1 x2

k 8x1x2 · · · x1xn

8x2x1 8x2
2 + 4 ∑n

k=1 x2
k · · · x2xn

...
... . . . ...

8xnx1 8xnx2 · · · 8x2
n + 4 ∑n

k=1 x2
k

 =

= 8


x2

1 · · · x1xn
... . . . ...

xnx1 · · · x2
n

+ 4
n

∑
k=1

x2
k


1 · · · 0
... . . . ...
0 · · · 1

 =

= 8xx> + 4x>xE,

kde z posledního řádku lze vidět, že je vždy pozitivně semidefinitní (hodnost matice xx>

je rovna 1), proto je f (x) konvexní. Ostrou konvexnost zaručíme pozitivní definitností Hes-
sovy matice, což bude splněno, když 0 6∈ X.

Silnou konvexnost ověříme s pomocí vlastních čísel λ matice H( f ). Pro vlastní čísla a
vlastní vektory platí

H( f )v = λv,

což po dosazení dává (
8xx> + 4x>xE

)
v = λv

8xx>v =
(

λ− 4x>x
)

︸ ︷︷ ︸
λ̃

v,
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kde vlastní čísla matice 8xx> označíme jako λ̃. Jak už bylo zmíněno, tato matice má hod-
nost rovnu 1, proto její nejmenší vlastní číslo λ̃min = 0 má násobnost n− 1. Poslední vlastní
číslo musí být díky pozitivní semidefinitnosti kladné. Z výše uvedeného vztahu tak vy-
plývá, že

λ− 4x>x = 0,

proto nejmenším vlastním číslem matice H( f ) bude λmin = 4x>x = 4‖x‖2. Funkce f tak je
silně konvexní, pokud 0 6∈ X̄, protože má platit, že infx∈X λmin > 0. V tomto případě nám
nestačí použít podmínku pouze na 0 6∈ X, jelikož kvůli infimu by se dalo nulové hodnoty
dosáhnout i na uzávěru množiny X. N
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Příklad 1.3.42.

Pomocí Hessovy matice rozhodněte o (ostré, silné) konvexnosti funkce f (x) = ‖x‖ na
X ⊆ Rn.

Řešení. Funkce f (x) se dá napsat jako

f (x) =

√
n

∑
k=1

x2
k ,

tudíž

f ′xi
=

xi√
∑n

k=1 x2
k

,

f ′′xixi
=

√
∑n

k=1 x2
k − xi

xi√
∑n

k=1 x2
k

∑n
k=1 x2

k
=

∑n
k=1 x2

k − x2
i√(

∑n
k=1 x2

k

)3
=

1√
∑n

k=1 x2
k

+
−x2

i√(
∑n

k=1 x2
k

)3
,

f ′′xixj
=

−xixj√(
∑n

k=1 x2
k

)3

pro i, j = 1, . . . , n. Matice druhých derivací (Hessova matice) je

H( f ) =
1√(

∑n
k=1 x2

k

)3


∑n

k=1 x2
k − x2

1 −x1x2 · · · −x1xn

−x2x1 ∑n
k=1 x2

k − x2
2 · · · −x2xn

...
... . . . ...

−xnx1 −xnx2 · · · ∑n
k=1 x2

k − x2
n

 =

=
1
‖x‖3

[
x>xE− xx>

]
,

kde pro všechna h ∈ Rn platí

h>
(

x>xE− xx>
)

h = x>xh>h− h>xx>h =

= ‖x‖2‖h‖2 − ‖x>h‖2 ≥ (‖x‖‖h‖)2 − (‖x‖‖h‖)2 = 0,

jelikož dle definice normy vždy ‖x‖ ≥ 0 a ‖x>h‖ ≤ ‖x‖‖h‖. Tímto jsme dokázali, že pro
všechna h ∈ Rn je

h>
(

x>xE− xx>
)

h ≥ 0,

proto je matice H( f ) pozitivně semidefinitní, a tak je f (x) pouze konvexní. Není ostře ani
silně konvexní, protože pro h = tx nastává rovnost. N
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Příklad 1.3.43.

Rozhodněte, zda funkce

f (x1, x2) = 2x2
1 + x2

2 − x1x2 + x1 − x2 + 4

je konvexní na R2. Je zde i ostře nebo silně konvexní? V případě kladné odpovědi
určete také největší konstantu silné konvexnosti.

Řešení. Nejprve určíme všechny derivace funkce f (x1, x1) až do druhého řádu. Platí

f ′x1
= 4x1 − x2 + 1,

f ′x2
= 2x2 − x1 − 1

f ′′x1x1
= 4

f ′′x1x2
= −1

f ′′x2x2
= 2,

proto Hessova matice

H( f ) =

(
4 −1
−1 2

)
> 0,

jelikož det (H( f )) = 7 > 0. Funkce f (x1, x1) tak je konvexní, dokonce ostře. Silnou kon-
vexnost s konstantou silné konvexnosti ϑ ověříme na základě platnosti následující nerov-
nosti (

4 −1
−1 2

)
≥ 2ϑ

(
1 0
0 1

)
(

4− 2ϑ −1
−1 2− 2ϑ

)
≥ 0.

Chceme tedy, aby zároveň byly všechny hlavní minory nezáporné, tj. 4− 2ϑ ≥ 0, 2− 2ϑ ≥
0 a

(4− 2ϑ) (2− 2ϑ)− 1 ≥ 0.

Začneme upravovat poslední podmínku, roznásobením dostáváme

4ϑ2 − 12ϑ + 7 ≥ 0,

kde kořeny levé strany jsou

ϑ1,2 =
12±

√
32

8
=

3±
√

2
2

,

proto nutně ϑ ∈ (−∞, (3−
√

2)/2] ∪ [(3 +
√

2)/2, ∞). Průnikem prvních dvou podmínek
navíc dostaneme, že ϑ ≤ 1, tudíž celkem musí ϑ ≤ (3−

√
2)/2. Funkce f (x1, x2) tak je

silně konvexní s konstantou ϑ = (3−
√

2)/2. N
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Příklad 1.3.44.

Pomocí Hessovy matice rozhodněte o (ostré, silné) konvexnosti funkce

f (x) =
√

1 + ‖x‖2

na X ⊆ Rn, kde X = Rn a X = {x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ 1}.

Řešení. Derivace naší funkce jsou

f ′xi
=

xi√
1 + ‖x‖2

,

f ′xixi
=

√
1 + ‖x‖2 − xi

xi√
1+‖x‖2

1 + ‖x‖2 =
1 + ∑n

k=1 x2
k − x2

i√
(1 + ‖x‖2)

3
,

f ′xixj
=

−xixj√
(1 + ‖x‖2)

3
,

kde i, j = 1, . . . , n. Hessova matice tak dopadne jako

H( f ) =
1√

(1 + ‖x‖2)
3




1 · · · 0
... . . . ...
0 · · · 1

+
n

∑
k=1

x2
k


1 · · · 0
... . . . ...
0 · · · 1

−


x2
1 · · · x1xn
... . . . ...

xnx1 · · · x2
n


 =

=
1√

(1 + ‖x‖2)
3

[
E + x>xE− xx>

]
,

kde z řešení Příkladu 1.3.42 víme, že matice x>xE− xx> je pozitivně semidefinitní (λmin =

0, kde λmin je nejmenší vlastní číslo). Jednotková matice je pozitivně definitní s λmin = 1,
tudíž součtem obou matic bude pozitivně definitní matice, která bude mít po vynásobení
členem

(
1 + ‖x‖2)−3/2 nejmenší vlastní číslo λmin =

(
1 + ‖x‖2)−3/2. Z tohoto důvodu je

f (x) vždy ostře konvexní. Jelikož

inf λmin = inf
1√

(1 + ‖x‖2)
3
= 0,

tak není silně konvexní na Rn. Pokud si však vezmeme množinu X = {x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ 1},
tak

inf
‖x‖≤1

λmin = inf
1√

(1 + ‖x‖2)
3
=

1√
(1 + 1)3

=
1

2
√

2
,

proto v tomto případě f (x) silně konvexní je. N
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Příklad 1.3.45.

Rozhodněte, pro která [x, y] ∈ R2 je funkce

f (x, y) = 1− e−x2−y2

(ostře) konvexní.

Řešení. Vypočítáme si nejprve derivace až do druhého řádu. Platí

f ′x = 2e−x2−y2
x,

f ′y = 2e−x2−y2
y,

f ′′xx = 2e−x2−y2
(1− 2x2),

f ′′xy = 2e−x2−y2
(−2xy),

f ′′yy = 2e−x2−y2
(1− 2y2),

proto Hessova matice

H( f ) = 2e−x2−y2

(
1− 2x2 −2xy
−2xy 1− 2y2

)
.

Aby funkce f byla konvexní, potřebujeme matici H( f ) pozitivně semidefinitní. Víme, že
2e−x2−y2

> 0, podíváme se proto na hlavní minory H( f ), které když budou nezáporné,
tak bude Hessova matice pozitivně semidefinitní. Máme tedy tři podmínky

1− 2x2 ≥ 0 ∧ 1− 2y2 ≥ 0 ∧ (1− 2x2)(1− 2y2)− 4x2y2 ≥ 0

x2 ≤ 1
2

y2 ≤ 1
2

2x2 + 2y2 − 1 ≤ 0

|x| ≤
√

2
2

|y| ≤
√

2
2

x2 + y2 ≤ 1
2

,

kde první dvě nerovnosti nám dohromady určují čtverec v rovině se středem v počátku a
délkou strany

√
2 a třetí nerovnost kruh se středem v počátku a poloměrem

√
2/2. Kruh

tudíž leží celý uvnitř tohoto čtverce, a proto je i výsledkem těchto tří nerovností. Funkce
f (x, y) tak je konvexní na kruhu x2 + y2 ≤ 1/2 a ostře konvexní pouze uvnitř tohoto
kruhu. N
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Příklad 1.3.46.

Rozhodněte, pro která [x, y] ∈ R2 je funkce

f (x, y) = − 1
1 + x2 + y2

(ostře) konvexní.

Řešení. Derivace funkce f (x, y) jsou

f ′x =
2x

(1 + x2 + y2)2

f ′y =
2y

(1 + x2 + y2)2

f ′′xx =
2(1 + x2 + y2)− 8x2

(1 + x2 + y2)3 =
2− 6x2 + 2y2

(1 + x2 + y2)3

f ′′xy =
−8xy

(1 + x2 + y2)3

f ′′yy =
2 + 2x2 − 6y2

(1 + x2 + y2)3 ,

tudíž matice druhých derivací je

H( f ) =
2

(1 + x2 + y2)3

(
1− 3x2 + y2 −4xy
−4xy 1 + x2 − 3y2

)
.

Chceme zjistit, kdy H( f ) ≥ 0, to je ekvivalentní s nezáporností hlavních minorů (víme, že
2(1 + x2 + y2)−3 > 0)

1− 3x2 + y2 ≥ 0 ∧ 1 + x2 − 3y2 ≥ 0 ∧ (1− 3x2 + y2)(1 + x2 − 3y2)− 16x2y2 ≥ 0

3x2 − y2 ≤ 1 3y2 − x2 ≤ 1 3x4 + 6x2y2 + 3y4 + 2x2 + 2y2 − 1 ≤ 0

x2

1
3

− y2 ≤ 1
y2

1
3

− x2 ≤ 1 3(x2 + y2)2 + 2(x2 + y2)− 1 ≤ 0.

První dvě nerovnosti definují část roviny ohraničené hyperbolami. Rovnice

x2

1
3

− y2 = 1

určuje hyperbolu s hlavní osou rovnoběžnou s osou x délky 2
√

3/3 (délka poloosy je√
3/3), s vedlejší osou délky 2 a se středem v počátku. Podobně rovnice

y2

1
3

− x2 = 1
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je hyperbola s hlavní osou rovnoběžnou s osou y délky 2
√

3/3, s vedlejší osou délky 2 a se
středem v počátku. Poslední nerovnost lze vyřešit pomocí diskriminantu, pokud substitu-
ujeme t = x2 + y2 ≥ 0. Máme kořeny

t1,2 =

−2+4
6 = 1

3
−2−4

6 = −1,

proto t ∈ [0, 1/3] (t musí být nezáporné). Vrácením se k původním proměnným dostaneme

x2 + y2 ≤ 1
3

,

což je kruh se středem v počátku a poloměrem
√

3/3. Průnikem všech tří nerovností je
kruh, protože leží celý uvnitř oblasti vymezené hyperbolami, proto je f (x, y) konvexní na
tomto kruhu x2 + y2 ≤ 1/3 a ostře konvexní uvnitř tohoto kruhu.

−1 1

−1

1

X

Obrázek 1.3.66: Řešení soustavy nerovnic 3x2 − y2 ≤ 1, 3y2 − x2 ≤ 1 a x2 + y2 ≤ 1/3

N
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206 I. Základy konvexní analýzy

Příklad 1.3.47.

Rozhodněte, pro která [x, y] ∈ R2 je funkce

f (x, y) = ln(1 + x2 + y2)

(ostře) konvexní.

Řešení. Nejprve spočítáme derivace f (x, y) až do druhého řádu, tj.

f ′x =
2x

1 + x2 + y2 ,

f ′y =
2y

1 + x2 + y2 ,

f ′′xx =
2− 2x2 + 2y2

(1 + x2 + y2)2 ,

f ′′xy =
−4xy

(1 + x2 + y2)2 ,

f ′′yy =
2 + 2x2 − 2y2

(1 + x2 + y2)2 .

Funkce f (x, y) bude konvexní pro taková [x, y] ∈ R2, na kterých je Hessova matice pozi-
tivně semidefinitní. Ptáme se tedy, kdy

H( f ) =
2

(1 + x2 + y2)2

(
1− x2 + y2 −2xy
−2xy 1 + x2 − y2

)
≥ 0,

což je v případě

1− x2 + y2 ≥ 0 ∧ 1 + x2 − y2 ≥ 0 ∧ (1− x2 + y2)(1 + x2 − y2)− 4x2y2 ≥ 0

x2 − y2 ≤ 1 y2 − x2 ≤ 1 (x2 + y2)2 ≤ 1.

První dvě nerovnosti nám definují oblast roviny ohraničenou hyperbolami se středy v po-
čátku a s hlavními i vedlejšími poloosami rovny 1. Poslední nerovnost se dá odmocněním
zredukovat na x2 + y2 ≤ 1, což je kruh se středem v počátku a poloměrem r = 1. Tento
kruh bude ležet uvnitř oblasti definované hyperbolami (jsme ve stejné situaci jako na Ob-
rázku 1.3.66 týkající se minulého příkladu, pouze posunuti na obou osách do ±1), tudíž je
i výslednou oblastí, na které je funkce f (x, y) konvexní. Ostře konvexní bude pouze uvnitř
kruhu x2 + y2 < 1, jelikož zde bude Hessova matice pozitivně definitní. N
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Příklad 1.3.48.

Rozhodněte, zda funkce

f (x, y) =
x2

y

je konvexní na množině
{
[x, y] ∈ R2 | y > 0

}
.

Řešení. Ověříme konvexnost funkce f (x, y) na základě pozitivní semidefinitnosti matice
druhých derivací. Platí

f ′x =
2x
y

,

f ′y =
−x2

y2 ,

f ′′xx =
2
y

,

f ′′xy =
−2x
y2 ,

f ′′yy =
2x2

y3 ,

proto nás zajímá, kdy

H( f ) =
2
y

 1 −x
y

−x
y

x2

y2

 ≥ 0.

Jelikož jsme na množině, kde y > 0, a det H( f ) = 0, tak je Hessova matice pozitivně
semidefinitní a f (x, y) na této množině konvexní. N
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Příklad 1.3.49.

Rozhodněte, zda funkce

f (x, y) =
1

xy

je konvexní na množině R2
++ =

{
[x, y] ∈ R2 | x > 0, y > 0

}
. Je zde silně konvexní?

Řešení. Derivace funkce f (x, y) dopadnou následovně

f ′x =
−1
x2y

,

f ′y =
−1
xy2 ,

f ′′xx =
2

x3y
,

f ′′xy =
1

x2y2 ,

f ′′yy =
2

xy3 ,

proto Hessova matice je

H( f ) =
1

xy


2
x2

1
xy

1
xy

2
y2 .


Potřebujeme zjistit, kdy H( f ) ≥ 0 na množině R2

++. Je zřejmé, že dokonce 2/x2 > 0 a
det H( f ) = 3/(x2y2) > 0, tudíž je Hessova matice pozitivně definitní, a proto je f (x, y)
ostře konvexní na R2

++. Podíváme se dále, zda je na této množině i silně konvexní. Spočí-
tejme vlastní čísla λ matice H( f ). Máme

det (H( f )− λE) = det


2

x3y
− λ

1
x2y2

1
x2y2

2
xy3 − λ.

 = λ2 − 2xy3 + 2x3y
x4y4 λ +

3
x4y4 ,

kde s pomocí diskriminantu dostaneme

λ1,2 =
2xy3 + 2x3y±

√
(2xy3 + 2x3y)2 − 12x4y4

2x4y4 =

=
2xy3 + 2x3y±

√
4x2y6 − 4x4y4 + 4x6y2

2x4y4 =

=
x2 + y2 ±

√
x4 − x2y2 + y4

x3y3 =

=
x2 + y2 ±

√
x4 − x2y2 + y4

x3y3 .
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Pokud bude inf λmin > 0 na R2
++, tak zde bude funkce f (x, y) silně konvexní. Ukážeme,

že v našem případě dokonce inf λmax ≯ 0 na R2
++. Platí totiž

x2 + y2 +
√

x4 − x2y2 + y4

x3y3 =
x2 + y2 +

√
(x2 + y2)

2 − 3x2y2

x3y3 ≤
2
(
x2 + y2)
x3y3 =

2
xy3 +

2
x3y

,

z čehož vyplývá, že

inf λmin ≤ inf λmax = inf

(
x2 + y2 +

√
x4 − x2y2 + y4

x3y3

)
≤ inf

(
2

xy3 +
2

x3y

)
= 0,

proto není f (x, y) silně konvexní na R2
++. N
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Příklad 1.3.50.

Necht’
f (x, y) =

√
1 + x2 + y2.

Rozhodněte, zda je

a) konvexní na R2;

b) silně konvexní na R2;

c) silně konvexní na množině X =
{
[x, y] ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1

}
.

Řešení. Derivace funkce ze zadání jsou

f ′x =
x√

1 + x2 + y2
,

f ′y =
y√

1 + x2 + y2
,

f ′′xx =
1 + y2√

(1 + x2 + y2)
3

,

f ′′xx =
−xy√

(1 + x2 + y2)
3

,

f ′′yy =
1 + x2√

(1 + x2 + y2)
3

,

tudíž Hessovu matici dostaneme ve tvaru

H( f ) =
1√

(1 + x2 + y2)
3

(
1 + y2 −xy
−xy 1 + x2

)
.

Nejprve chceme ověřit konvexnost (ostrou konvexnost) funkce f (x, y), proto se podíváme,
kdy je H( f ) pozitivně semidefinitní (pozitivně definitní). Platí 1 + y2 > 0 a

det

(
1 + y2 −xy
−xy 1 + x2

)
= 1 + x2 + y2 > 0,

takže funkce je dokonce ostře konvexní na R2. Pro ověření silné konvexnosti si spočítáme
vlastní čísla matice H( f ), tj.

det (H( f )− λE) = λ2 − 2 + x2 + y2√
(1 + x2 + y2)

3
λ +

1 + x2 + y2

(1 + x2 + y2)
3 ,

© Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek 16. prosince 2020



I. 3. Konvexní funkce 211

a proto

λ1,2 =
1
2

 2 + x2 + y2√
(1 + x2 + y2)

3
±

√√√√ (2 + x2 + y2)
2

(1 + x2 + y2)
3 −

4 + 4x2 + 4y2

(1 + x2 + y2)
3

 =

=
1
2

 2 + x2 + y2√
(1 + x2 + y2)

3
±

√√√√ (x2 + y2)
2

(1 + x2 + y2)
3

 =

=
2 + x2 + y2 ±

(
x2 + y2)

2
√
(1 + x2 + y2)

3
.

Je zřejmé, že

inf λmin = inf

 1√
(1 + x2 + y2)

3

 = 0,

proto není funkce f (x, y) silně konvexní na R2. Pokud si však vezmeme množinu X ={
[x, y] ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1

}
, tak

inf
x2+y2≤1

λmin = inf

 1√
(1 + x2 + y2)

3

 =
1√

(1 + 1)3
=

1
2
√

2
> 0,

proto na této množině f (x, y) silně konvexní bude. N
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Příklad 1.3.51.

Rozhodněte, pro které body [x1, x2] ∈ R2 je funkce

f (x1, x2) = 2x1 ln x1 − x1 ln x2 − x2
1

konvexní. Výslednou množinu také načrtněte.

Řešení. Nejdříve vypočítáme derivace až do druhého řádu. Platí

f ′x1
= 2 ln x1 + 2− ln x2 − 2x1,

f ′x2
= −x1

x2
,

f ′′x1x1
=

2
x1
− 2,

f ′′x1x2
= − 1

x2
,

f ′′x2x2
=

x1

x2
2

,

a proto matice druhých derivací

H( f ) =


2
x1
− 2 − 1

x2

− 1
x2

x1

x2
2

 .

Chceme zjistit, pro jaké body je f (x1, x2) konvexní, což bude v případech, kdy bude H( f )
pozitivní semidefinitní. Potřebujeme tedy zjistit, kdy

2
x1
− 2 ≥ 0 ∧ x1

x2
2
≥ 0 ∧

(
2
x1
− 2
)

x1

x2
2
− 1

x2
2
≥ 0

0 < x1 ≤ 1 x1 ≥ 0 x1 ≤
1
2

,

což znamená, že celkem x1 ∈ (0, 1/2] a x2 > 0 (kvůli logaritmu). Funkce f (x1, x2) je tak
konvexní na množině X =

{
[x1, x2] ∈ R2 | x1 ∈ (0, 1/2], x2 > 0

}
.

1

1

2

Obrázek 1.3.67: Množina X

N
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Příklad 1.3.52.

Rozhodněte, pro které body [x1, x2] ∈ R2 je funkce

f (x1, x2) =
x2

1
x2

+ ln
(
ex1 + ex2

)
konvexní. Výslednou množinu také načrtněte a rozhodněte, zda bod [1, 0] je vnitřním,
hraničním nebo vnějším bodem této množiny.

Řešení. Začneme výpočtem derivací funkce f (x1, x2) až do druhého řádu, tj.

f ′x1
=

2x1

x2
+

ex1

ex1 + ex2
,

f ′x2
= −

x2
1

x2
2
+

ex2

ex1 + ex2
,

f ′′x1x1
=

2
x2

+
ex1+x2

(ex1 + ex2)2 ,

f ′′x1x2
= −2x1

x2
2
− ex1+x2

(ex1 + ex2)2 ,

f ′′x2x2
=

2x2
1

x3
2
+

ex1+x2

(ex1 + ex2)2 .

Na základě těchto derivací sestavíme Hessovu matici

H( f ) =


2
x2

+
ex1+x2

(ex1 + ex2)2 −2x1

x2
2
− ex1+x2

(ex1 + ex2)2

−2x1

x2
2
− ex1+x2

(ex1 + ex2)2
2x2

1

x3
2
+

ex1+x2

(ex1 + ex2)2

 =

=
2
x2

 1 −x1

x2

−x1

x2

x2
1

x2
2

+
ex1+x2

(ex1 + ex2)2

(
1 −1
−1 1

)
,

u níž požadujeme, aby byla pozitivně semidefinitní. První z matic ve vytvořeném součtu
je pozitivně semidefitní, pokud x2 > 0, a druhá z matic je vždy pozitivně semidefinitní.
Víme, že ex1+x2/ (ex1 + ex2)2 > 0 a že součet pozitivně semidefinitních matic je pozitivně
semidefinitní matice, proto H( f ) ≥ 0. Celkem je f konvexní na množině X = {[x1, x2] ∈
R2 | x1 ∈ R, x2 > 0}. Z Obrázku 1.3.68 vidíme, že bod [1, 0] je hraničním.

−2 −1 1 2

1

2

Obrázek 1.3.68: Množina X
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N
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Příklad 1.3.53.

Určete maximální množinu (vzhledem k množinové inkluzi) v R2, na které je splněna
postačující podmínka 2. řádu pro ostrou konvexnost funkce

f (x1, x2) = − ln(2x1 − x2
2 − 2)− x2

2
2

.

Řešení. Opět začneme výpočtem derivací

f ′x1
= − 2

2x1 − x2
2 − 2

,

f ′x2
=

2x2

2x1 − x2
2 − 2

− x2,

f ′′x1x1
=

4(
2x1 − x2

2 − 2
)2 ,

f ′′x1x2
= − 4x2(

2x1 − x2
2 − 2

)2 ,

f ′′x2x2
=

4x1 + 2x2
2 − 4(

2x1 − x2
2 − 2

)2 − 1.

Tyto použijeme k sestavení Hessovy matice

H( f ) =
1(

2x1 − x2
2 − 2

)2

(
4 −4x2

−4x2 4x1 + 2x2
2 − 4−

(
2x1 − x2

2 − 2
)2

)
,

jejíž pozitivní definitnost je postačující podmínkou 2. řádu pro ostrou konvexnost funkce
f (x1, x2). Spočítáme tedy determinant H( f ), tj.

det H( f ) =
4(

2x1 − x2
2 − 2

)4

(
4x1 + 2x2

2 − 4−
(

2x1 − x2
2 − 2

)2
− 4x2

2

)
=

=
4(

2x1 − x2
2 − 2

)4

(
2
(

2x1 − x2
2 − 2

)
−
(

2x1 − x2
2 − 2

)2
)
=

=
4(

2x1 − x2
2 − 2

)3

(
−2x1 + x2

2 + 4
)

,

který aby byl nezáporný, tak musí −2x1 + x2
2 + 4 > 0. Víme totiž, že 2x1 − x2

2 − 2 > 0
na základě definičního oboru funkce f (x1, x2). Hledaná množina tak je {[x1, x2] ∈ R2 |
2x1 − x2

2 − 2 > 0 & 2x1 − x2
2 − 4 < 0}. N

16. prosince 2020 © Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek
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Příklad 1.3.54.

Rozhodněte, zda je funkce

f (x, y, z) = 2x2 + 2y2 + z2 + 2xy

(ostře, silně) konvexní na R3. V případě silné konvexnosti určete (největší) konstantu
silné konvexnosti ϑ.

Řešení. Na začátek si spočítáme derivace funkce f až do druhého řádu. Platí

f ′x = 4x + 2y, f ′y = 4y + 2x, f ′z = 2z,

f ′′xx = 4, f ′′yy = 4,

f ′′xy = 2, f ′′yz = 0,

f ′′xz = 0, f ′′zz = 2,

proto Hessova matice

H( f ) =

4 2 0
2 4 0
0 0 2

 > 0,

jelikož 4 > 0, 16− 4 > 0 a
det H( f ) = 32− 8 > 0.

Z pozitivní definitnosti H( f ) tedy vyplývá, že je f (x, y, z) ostře konvexní. Abychom otes-
tovali silnou konvexnost, spočítáme vlastní čísla λ matice H( f ). Máme

det (H( f )− λE) = (4− λ)2(2− λ)− 4(2− λ) = (2− λ)(λ2− 8λ + 12) = (2− λ)2(6− λ),

tudíž inf λmin = inf 2 = 2 > 0, a proto je f (x, y, z) silně konvexní. Na základě vztahu

2ϑ ≤ λmin

můžeme navíc říct, že je silně konvexní s (největší) konstantou silné konvexnosti ϑ = 1. N
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Příklad 1.3.55.

Rozhodněte, zda je funkce

f (x, y, z) = x2 + 3y2 + z2 + xy− yz

(ostře, silně) konvexní na R3. V případě silné konvexnosti určete (největší) konstantu
silné konvexnosti ϑ.

Řešení. Budeme postupovat stejně jako u předchozího příkladu. Derivace funkce f (x, y, z)
jsou

f ′x = 2x + y, f ′y = 6y + x− z, f ′z = 2z− y,

f ′′xx = 2, f ′′yy = 6,

f ′′xy = 1, f ′′yz = −1,

f ′′xz = 0, f ′′zz = 2,

proto matice druhých derivací

H( f ) =

2 1 0
1 6 −1
0 −1 2

 > 0,

jelikož 2 > 0, 12− 1 > 0 a
det H( f ) = 24− 4 > 0.

Pozitivní definitnost Hessovy matice nám zaručí ostrou konvexnost funkce f (x, y, z). Co
se týče silné konvexnosti, spočítáme vlastní čísla λ matice H( f ). Platí

det (H( f )− λE) = (2− λ)2(6− λ)− (2− λ)− (2− λ) = (2− λ)(λ2 − 8λ + 10),

kde kvadratická rovnice λ2 − 8λ + 10 má kořeny

λ1,2 =
8±
√

24
2

= 4±
√

6.

Z toho vyplývá, že λmin = 4−
√

6 > 0 a dále z nerovnosti 2ϑ ≤ λmin, že funkce f (x, y, z)
je silně konvexní s (největší) konstantou silné konvexnosti ϑ = 2−

√
6/2. N
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Příklad 1.3.56.

Rozhodněte, zda je funkce

f (x, y, z) = 2x2 + y2 + 3z2 + 2
√

2xz

(ostře, silně) konvexní na R3. V případě silné konvexnosti určete (největší) konstantu
silné konvexnosti ϑ.

Řešení. Derivace funkce f (x, y, z) jsou

f ′x = 4x + 2
√

2z, f ′y = 2y, f ′z = 6z + 2
√

2x,

f ′′xx = 4, f ′′yy = 2,

f ′′xy = 0, f ′′yz = 0,

f ′′xz = 2
√

2, f ′′zz = 6,

tudíž dostaneme Hessovu matici

H( f ) =

 4 0 2
√

2
0 2 0

2
√

2 0 6

 ,

která je pozitivně definitní, jelikož 4 > 0, 8 > 0 a

det H( f ) = 48− 16 > 0.

Ukázali jsme tak, že f (x, y, z) je ostře konvexní. Pro ověření silné konvexnosti spočítáme
vlastní čísla λ Hessovy matice

det (H( f )− λE) = (4− λ)(2− λ)(6− λ)− 8(2− λ) =

= (2− λ)(λ2 − 10λ + 16) =

= (2− λ)2(8− λ),

čímž zjišt’ujeme, že λmin = 2 > 0. Máme tak zaručenou silnou konvexnost funkce f (x, y, z)
a ze vztahu

2ϑ = λmin

získáme největší konstantu silné konvexnosti ϑ = 1. N
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Příklad 1.3.57.

Rozhodněte, zda je funkce

f (x1, x2, x3) = 2x2
1 + x2

2 + x2
3 + 2x1x2 + 2x1x3 − 8x1 − 6x2 − 4x3 + 9

(ostře, silně) konvexní na R3. V případě silné konvexnosti určete (největší) konstantu
silné konvexnosti ϑ.

Řešení. Jelikož se jedná o kvadratickou formu, dá se snadno spočítat Hessova matice (ma-
tice druhých derivací) jako

H( f ) =

4 2 2
2 2 0
2 0 2

 .

Tato matice není pozitivně definitní, jelikož

det H( f ) = 16− 8− 8 = 0.

Podíváme se proto, zda je alespoň pozitivně semidefinitní, což zjistíme na základě nezá-
pornosti hlavních minorů. Je zřejmé, že hlavní minory prvního řádu 4, 2 a 2 jsou nezáporné
a nezápornost jsme již dokázali i pro hlavní minor třetího řádu neboli det H( f ). Zbývají
nám tak tři hlavní minory druhého řádu, a to∣∣∣∣∣4 2

2 2

∣∣∣∣∣ = 4 > 0,

∣∣∣∣∣4 2
2 2

∣∣∣∣∣ = 4 > 0,

∣∣∣∣∣2 0
0 2

∣∣∣∣∣ = 4 > 0,

tudíž můžeme říct, že f (x1, x2, x3) je konvexní, ale není ostře ani silně konvexní. Pro kvad-
ratické formy totiž máme ekvivalenci mezi pozitivní definitností a ostrou konvexností. N
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Příklad 1.3.58.

Rozhodněte, zda funkce

f (x1, x2, x3) = 3x2
1 + x2

2 + 4x2
3 + 2

√
2 x1x2 − 4x1x3 − 7x1 + 8x2 − x3 + 6

je konvexní na R3. Je zde i ostře nebo silně konvexní?

Řešení. Opět jako v předchozím příkladu je f (x1, x2, x3) kvadratickou formou, proto jde
snadno vidět, že Hessova matice dopadne jako

H( f ) =

 6 2
√

2 −4
2
√

2 2 0
−4 0 8

 .

Jelikož všechny hlavní minory

|6| > 0,

∣∣∣∣∣ 6 2
√

2
2
√

2 2

∣∣∣∣∣ = 4 > 0,

|2| > 0,

∣∣∣∣∣ 6 −4
−4 8

∣∣∣∣∣ = 32 > 0,

|8| > 0,

∣∣∣∣∣ 2 0
0 8

∣∣∣∣∣ = 16 > 0,

∣∣∣∣∣∣∣
6 2

√
2 −4

2
√

2 2 0
−4 0 8

∣∣∣∣∣∣∣ = 96− 32− 64 = 0

jsou nezáporné, tak je H( f ) pozitivně semidefinitní, a proto je f konvexní. Ostře ani silně
konvexní být nemůže, protože Hessova matice není pozitivně definitní. N
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Příklad 1.3.59.

Rozhodněte, zda funkce

f (x1, x2, x3) = x2
1 + 3x2

2 + x2
3 + 2x1x2 − 2x1x3 − 2x2x3 + 11x1 + 2x2 − x3 + 6

je konvexní na R3. Je zde i ostře nebo silně konvexní?

Řešení. Jelikož je f (x1, x2, x3) kvadratická forma, tak snadno zjistíme, že Hessova matice
bude

H( f ) =

 2 2 −2
2 6 −2
−2 −2 2

 .

Výpočtem všech hlavních minorů

|2| > 0,

∣∣∣∣∣ 2 2
2 6

∣∣∣∣∣ = 8 > 0,

|6| > 0,

∣∣∣∣∣ 2 −2
−2 2

∣∣∣∣∣ = 0,

|2| > 0,

∣∣∣∣∣ 6 −2
−2 2

∣∣∣∣∣ = 8 > 0,

∣∣∣∣∣∣∣
2 2 −2
2 6 −2
−2 −2 2

∣∣∣∣∣∣∣ = 24 + 8 + 8− 24− 8− 8 = 0,

které jsou nezáporné, jsme ukázali pozitivní semidefinitnost matice H( f ). Z toho plyne, že
f je pouze konvexní, není ostře ani silně konvexní. N
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Příklad 1.3.60.

Rozhodněte, zda funkce

f (x1, x2, x3) = 2x2
1 + 4x2

2 + 3x2
3 + 4x1x3 − 4x2x3 + 6x1 − 3x2 + x3 + 7

je konvexní na R3. Je zde i ostře nebo silně konvexní?

Řešení. Funkce f (x1, x2, x3) je kvadratická forma, proto je jednoduché spočítat, že

H( f ) =

4 0 4
0 8 −4
4 −4 6

 .

Hlavní minory této matice jsou

|4| > 0,

∣∣∣∣∣ 4 0
0 8

∣∣∣∣∣ = 32 > 0,

|8| > 0,

∣∣∣∣∣ 4 4
4 6

∣∣∣∣∣ = 8 > 0,

|6| > 0,

∣∣∣∣∣ 8 −4
−4 6

∣∣∣∣∣ = 32 > 0,

∣∣∣∣∣∣∣
4 0 4
0 8 −4
4 −4 6

∣∣∣∣∣∣∣ = 192− 128− 64 = 0,

proto je Hessova matice H( f ) pozitivně semidefinitní, a tudíž funkce f konvexní. Jelikož
H( f ) není pozitivně definitní, tak f není ani ostře, ani silně konvexní. N
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Příklad 1.3.61.

Rozhodněte, zda funkce

f (x1, x2, x3) = 4x2
1 + 3x2

2 + 2x2
3 + 4x1x2 − 4x2x3 + x1 + 4x2 − 2x3 + 9

je konvexní na R3. Je zde i ostře nebo silně konvexní? V případě silné konvexnosti
také určete největší konstantu silné konvexnosti ϑ.

Řešení. %%% PODOBNÉ 3.60!!!
je konvexní, není ostře ani silně konvexní N

16. prosince 2020 © Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek
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Příklad 1.3.62.

Rozhodněte, zda funkce

f (x1, x2, x3) = 5x2
1 + 3x2

2 + x2
3 − 2x1x2 + 2x2x3 + 6x1 − 7x2 + 7

je konvexní na R3. Je zde i ostře nebo silně konvexní? V případě silné konvexnosti
také určete největší konstantu silné konvexnosti ϑ.

Řešení. Na základě toho, že f (x1, x2, x3) je kvadratická forma, jde lehce ukázat, že Hessova
matice

H( f ) =

 10 −2 0
−2 6 2

0 2 2

 .

Pokud se podíváme na vedoucí hlavní minory matice H( f ), tak dostaneme, že 10 > 0,
60− 4 > 0 a

det H( f ) = 120− 40− 8 > 0,

tudíž je H( f ) pozitivně definitní. Víme tak, že funkce f je ostře konvexní, otestujeme však
ještě silnou konvexnost. Vlastní čísla λ Hessovy matice zjistíme jako kořeny

det (H( f )− λ) = (10− λ)(6− λ)(2− λ)− 4(10− λ)− 4(2− λ) =

= (10− λ)(6− λ)(2− λ)− 8(6− λ) =

= (6− λ)(λ2 − 12λ + 12),

kde kořeny λ2 − 12λ + 12 jsou

λ1,2 =
12±

√
96

2
= 6± 2

√
6,

proto λmin = 6− 2
√

6 > 0. Tímto jsme dokázali silnou konvexnost funkce f (x1, x2, x2) a
na základě nerovnosti

2ϑ ≤ λmin

dostáváme největší konstantu silné konvexnosti ϑ = 3−
√

6. N
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Příklad 1.3.63.

Rozhodněte, zda funkce

f (x1, x2, x3) = 2x2
1 + 4x2

2 + x2
3 + 2x1x2 + 4x2x3 + x1 − 6x2 + 2x3 + 4

je konvexní na R3. Je zde i ostře nebo silně konvexní? V případě silné konvexnosti
také určete největší konstantu silné konvexnosti ϑ.

Řešení. Funkce f (x1, x2, x3) je opět kvadratickou formou, proto lehce zjistíme, že matice
druhých derivací je

H( f ) =

4 2 0
2 8 4
0 4 2

 .

Pokud spočítáme determinant

det H( f ) = 64− 64− 8 = −8,

vidíme, že je záporný, tudíž matice H( f ) nemůže být pozitivně semidefinitní, a proto
funkce f není konvexní. N
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Příklad 1.3.64.

Rozhodněte, zda funkce

f (x1, x2, x3) = x2
1 + 2x2

2 + x2
3 − 2x1x2 + 8x1x3 + 2x2x3 + 6x1 − 11x2 + 4

je konvexní na R3. Je zde i ostře nebo silně konvexní? V případě silné konvexnosti
také určete největší konstantu silné konvexnosti ϑ.

Řešení. %%% PODOBNÉ 3.63!!!
funkce není konvexní N
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Příklad 1.3.65.

Rozhodněte, zda funkce n proměnných

f (x) =
1
〈a, x〉 , a ∈ Rn

++,

je konvexní pro x ∈ Rn
++ := {x = (x1, . . . , xn)> ∈ Rn : x1 > 0, . . . , xn > 0}.

Řešení. Funkci f (x) lze také napsat jako

f (x) =
1

∑n
k=1 akxk

,

tudíž derivace až do druhého řádu budou

f ′xi
=

−ai

(∑n
k=1 akxk)

2 ,

f ′′xixi
=

2a2
i

(∑n
k=1 akxk)

2 ,

f ′′xixj
=

2aiaj

(∑n
k=1 akxk)

3

pro i, j = 1, . . . , n. Z derivací druhého řádu sestavíme Hessovu matici

H( f ) =
2

(∑n
k=1 akxk)

3


a2

1 · · · a1an
... . . . ...

ana1 · · · a2
n

 =
2

(∑n
k=1 akxk)

3 aa>,

jejíž hodnost je rovna 1 a ze zadání ∑n
k=1 akxk > 0, proto je pozitivně semidefinitní. Tímto

jsme ukázali, že f (x) je konvexní pro x ∈ Rn
++. N
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Příklad 1.3.66.

Rozhodněte, zda funkce n proměnných

f (x) = ln
( n

∑
i=1

exi

)
,

je konvexní na Rn.

Řešení. Začneme derivováním funkce f (x). Platí

f ′xi
=

exi

∑n
k=1 exk

,

f ′′xixi
=

exi ∑n
k=1 exk − (exi)2

(∑n
k=1 exk)2 ,

f ′′xixj
=
−exiexj

(∑n
k=1 exk)2

pro i, j = 1, . . . , n, tudíž Hessova matice

H( f ) =
1

(∑n
k=1 exk)2

 n

∑
k=1

exk


ex1 · · · 0

... . . . ...
0 · · · exn

−

(ex1)2 · · · ex1exn

... . . . ...
exnex1 · · · (exn)2


 .

V tomto případě musíme pozitivní semidefinitnost Hessovy matice ukázat přímo z defi-
nice, tedy že h>H( f )h ≥ 0 pro všechna h ∈ Rn. Jelikož (∑n

k=1 exk)−2, stačí nám uvažovat
pouze zbylé členy. Máme tak

h>

 n

∑
k=1

exk


ex1 · · · 0

... . . . ...
0 · · · exn

−

(ex1)2 · · · ex1exn

... . . . ...
exnex1 · · · (exn)2


 h =

=
n

∑
k=1

exk h>


ex1 · · · 0

... . . . ...
0 · · · exn

 h− h>


(ex1)2 · · · ex1exn

... . . . ...
exnex1 · · · (exn)2

 h =

=
n

∑
k=1

exk

(
n

∑
i=1

h2
i exi

)
−
(

n

∑
i=1

hiexi

)2

=

=ex1+x1
(

h2
1 − h2

1

)
︸ ︷︷ ︸

=0

+ex1+x2
(

h2
1 + h2

2 − 2h1h2

)
+ · · ·+

+ · · ·+ exi+xi
(

h2
i − h2

i

)
︸ ︷︷ ︸

=0

+exi+xj
(

h2
i + h2

j − 2hihj

)
+ · · · =

=∑ ∑
i<j

exi+xj
(
hi − hj

)2 ≥ 0,

proto je funkce f konvexní. N

© Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek 16. prosince 2020



I. 3. Konvexní funkce 229

Příklad 1.3.67.

Rozhodněte, zda funkce n proměnných

f (x) = ea〈Ax, x〉

je konvexní na Rn, kde a ∈ R je kladné číslo a A ∈ Rn×n je symetrická a pozitivně
semidefinitní matice.

Řešení. Jelikož A je symetrická pozitivně semidefinitní matice, tak kvadratická forma x>Ax
je konvexní. Vynásobení kladným číslem a a aplikování exponenciální funkce, která je také
konvexní, již celkovou konvexnost nepokazí, proto můžeme říct, že f (x) je konvexní. N
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Příklad 1.3.68.

Necht’ A ⊆ Rn je konvexní a uzavřená množina. Dokažte, že funkce určující vzdále-
nost bodu x od množiny A, tj. f (x) = ρ(x, A) =: infa∈A ‖x− a‖, je konvexní.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.3.69.

Necht’ X ⊆ Rn je omezená konvexní množina, pro níž 0 ∈ int X. Rozhodněte, zda
funkce definovaná předpisem

f (x) := inf
{

α > 0 : x ∈ αX
}

je konvexní.

Řešení. %%% DOPLNIT! N
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232 I. Základy konvexní analýzy

I. 4. Subdiferenciál
Příklad 1.4.1.

Ukažte, že funkce f definovaná na intervalu [0, ∞) předpisem

f (x) =

1, x = 0,

0, x > 0,
(1.4.1)

není subdiferencovatelná v bodě x∗ = 0. Jak vypadá opěrná nadrovina v bodě [0, 1] k
nadgrafu funkce f ?

Řešení. Nejprve si nakresleme tuto funkci do grafu a vyznačme šedě její nadgraf, tzn.
epi f (x) := {[x, β] ∈ R2 | x ∈ [0, ∞), β ≥ f (x)}. V našem případě to je celý první
kvadrant kromě bodů na ose y pod bodem [0, 1].

1 2 3 4

1

2

3

4

f (x)

Obrázek 1.4.69: Funkce (1.4.1) a její nadgraf

Spočítejme nyní subdiferenciál v bodě x∗ = 0 dle definice. Hledáme množinu všech a, pro
která platí, že

f (x)− f (x∗) ≥ 〈a, x− x∗〉

pro všechna x ∈ [0, ∞). Tedy po dosazení za x∗ = 0 a f (x∗) = f (0) = 1 máme, že

f (x) ≥ ax + 1

pro všechna x ∈ [0, ∞). Pokud si zvolíme x > 0, tak snadnou úpravou dostaneme, že

0 ≥ ax + 1

a ≤ −1
x

.

Avšak žádné takové a neexistuje, aby tato nerovnost platila pro všechna x > 0. Subdife-
renciál v bodě x∗ = 0 je tedy prázdnou množinou, a proto zde není funkce subdiferenco-
vatelná. S tím souvisí právě to, že opěrná nadrovina v bodě [0, 1] je vertikální neboli osa y,
jak lze vidět z Obrázku 1.4.69. N
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Příklad 1.4.2.

Ukažte, že funkce f = −
√

x definovaná na intervalu [0, ∞) není subdiferencovatelná
v bodě x∗ = 0. Jak vypadá opěrná nadrovina v bodě [0, 0] k nadgrafu funkce f ?

Řešení. Opět pro lepší představu začneme nakreslením obrázku této funkce a jejího nad-
grafu.

1 2 3 4

−2

−1

1

2

f (x)

Obrázek 1.4.70: Funkce f (x) = −
√

x a její nadgraf

Vypočítáme subdiferenciál v x∗ = 0 přímo z definice, tj. hledáme všechna a taková, že

f (x)− f (x∗) ≥ 〈a, x− x∗〉
−
√

x ≥ ax

pro všechna x ∈ [0, ∞). Pro x > 0 můžeme nerovnici podělit x a dostaneme, že

a ≤ − 1√
x

pro všechna x > 0. Ovšem žádné takové a neexistuje, a proto není funkce subdiferenco-
vatelná v bodě x∗ = 0. Jak lze vidět z Obrázku 1.4.70, opěrná nadrovina v [0, 0] je verti-
kální. N
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Příklad 1.4.3.

Pro funkci f (x) = max
{

0, x2−1
2

}
určete ∂ f (x) pro všechna x ∈ R.

Řešení. Pro lepší představu si vykreslíme zadanou funkci. Z jejího předpisu si můžeme
ihned všimnout, že na uzavřeném intervalu [−1, 1] bude nulová a mimo něj bude rovna
x2−1

2 (viz Obrázek 1.4.71).

−3 −2 −1 1 2 3

1

2

3

4

0

Obrázek 1.4.71: Funkce f (x) = max
{

0, x2−1
2

}
Vidíme tedy, že funkce je hladká až na dva body [−1, 0] a [1, 0], kde je zlom. Na intervalech

(−∞,−1) a (1, ∞) existuje derivace
(
(x2 − 1)/2

)′
= x, která je rovna právě subdiferenci-

álu. Podobně na otevřeném intervalu (−1, 1) je derivace nulová. Subdiferenciál v bodech
[−1, 0] a [1, 0] musíme vyřešit z definice. Pro x∗ = −1 máme

f (x)− f (x∗) ≥ 〈a, x− x∗〉
f (x) ≥ a(x + 1)

pro všechna x ∈ R. Omezme se nejprve na x ∈ (−1, 1], což po dosazení za f (x) bude

0 ≥ a(x + 1)

a ≤ 0

a pro |x| > 1

x2 − 1
2
≥ a(x + 1),

kde se nám to po podělení závorkou (x + 1) opět rozdělí. Pro x > 1 bude a ≤ (x− 1)/2 a
pro x < −1 bude a ≥ (x− 1)/2. V prvním případě tedy máme a ≤ 0 a v druhém a ≥ −1.
Při úpravách jsme kvůli dělení nikdy neuvažovali x = −1, avšak když se podíváme zpět
a tuto hodnotu dosadíme, vidíme, že v takovém případě může být a jakékoli, proto nám
to výsledek nezmění. Průnikem všech nerovností, které jsme dostali pro a, je uzavřený
interval [−1, 0], tzn. ∂ f (−1) = [−1, 0].
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Naopak pro bod [1, 0] neboli x∗ = 1 máme

f (x) ≥ a(x− 1)

pro všechna x ∈ R. Omezíme se opět nejprve na x ∈ [−1, 1), což nám po dosazení dá

0 ≥ a(x− 1)

a ≥ 0

a pro |x| > 1
x2 − 1

2
≥ a(x− 1),

kde se nám to opět po dělení závorkou (x− 1) rozpadne na dva případy. Pro x > 1 bude
a ≤ (x + 1)/2 a pro x < −1 bude a ≥ (x + 1)/2, tedy první nerovnost nám vyjde a ≤ 1 a
druhá a ≥ 0. Nyní jsme při úpravách neuvažovali druhou hraniční hodnotu x = 1, která
nám výsledek neovlivní, protože pro tuto hodnotu a ∈ R. Průnikem všech získaných ne-
rovností pro a v x∗ = 1 vzniká uzavřený interval [0, 1], proto ∂ f (1) = [1, 0].

Celkové řešení subdiferenciálu funkce f (x) = max
{

0, x2−1
2

}
pro všechna x ∈ R můžeme

zapsat následovně

∂ f (x) =


x, pro |x| > 1,

0, pro |x| < 1,

[−1, 0], pro x = −1,

[0, 1], pro x = 1.

Na závěr si všimněme, že jelikož v bodech zlomu [−1, 0] a [1, 0] existují jednostranné
derivace, tak subdiferenciál v těchto bodech je právě uzavřený interval s krajními hodno-
tami určenými těmito jednostrannými derivacemi, tzn. ∂ f (x∗) = [ f ′−(x∗), f ′+(x∗)], přičemž
musí platit f ′−(x∗) ≤ f ′+(x∗). N
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Příklad 1.4.4.

Necht’
f (x1, x2) =

√
x2

1 + 2x2
2.

Určete subdiferenciál ∂ f (0, 0) a tuto množinu znázorněte v rovině.

Řešení. Z předpisu funkce lze snadno poznat, že se jedná o otočený kužel s oválnou pod-
stavou a bod [0, 0] je jeho vrcholem. Připomeňme si definici subdiferenciálu

f (x)− f (x∗) ≥ 〈a, x− x∗〉

a dosad’me za x∗ = [0, 0]. Tedy hledáme (a1, a1)
> tak, aby platilo

√
x2

1 + 2x2
2 − 0 ≥

〈(
a1

a2

)
,

(
x1

x2

)
−
(

0
0

)〉
√

x2
1 + 2x2

2 ≥ a1x1 + a2x2,

pro všechna (x1, x2)
> ∈ R2 (jelikož definiční obor naší funkce je celé R2). V dalším kroku

umocníme obě strany nerovnice na druhou

x2
1 + 2x2

2 ≥ a2
1x2

1 + 2a1a2x1x2 + a2
2x2

2,

což můžeme udělat pouze za předpokladu, že a1x1 + a2x2 ≥ 0 a zároveň víme, že pro
a1x1 + a2x2 ≤ 0 nerovnost platí vždy. Přesunutím na druhou stranu a za pomoci vytýkání
dostáváme (

1− a2
1

)
x2

1 − 2a1a2x1x2 +
(

2− a2
2

)
x2

2 ≥ 0,

kde na levé straně je kvadratická forma, po níž chceme, aby byla pozitivně semidefinitní.
Stačí nám tedy vyřešit, kdy je pozitivně semidefinitní matice této kvadratické formy neboli,
kdy je (

1− a2
1 −a1a2

−a1a2 2− a2
2

)
≥ 0.

Dále víme, že matice je pozitivně semidefinitní právě tehdy, když všechny její hlavní mi-
nory jsou nezáporné. Musí proto zároveň platit, že

1− a2
1 ≥ 0 ∧ 2− a2

2 ≥ 0 ∧
(

1− a2
1

) (
2− a2

2

)
− a2

1a2
2 ≥ 0

a2
1 ≤ 1 a2

2 ≤ 2 2a2
1 + a2

2 − 2 ≤ 0

|a1| ≤ 1 |a2| ≤
√

2 a2
1 +

1
2

a2
2 ≤ 1.

Zakreslíme tuto soustavu nerovnic do roviny, kde na ose x bude a1 a na ose y a2.
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−3 −2 −1 1 2 3

−3

−2

−1

1

2

3

a1

a2

Obrázek 1.4.72: Řešení soustavy nerovnic |a1| ≤ 1, |a2| ≤
√

2 a a2
1 + a2

2/2 ≤ 1

První dvě nerovnice nám vytvořily pásy kolem nuly a poslední nerovnice dává vnitřní
oblast elipsy s hlavní poloosou délky

√
2 a vedlejší poloosou délky 1. Průnikem těchto

oblastí je vnitřek elipsy, tedy ∂ f (0, 0) =
{
(a1, a2)

> ∈ R2 | a2
1 + a2

2/2 ≤ 1
}

. N
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Příklad 1.4.5.

Necht’
f (x1, x2) =

√
x2

1 + 2x1x2 + 2x2
2.

Určete subdiferenciál ∂ f (0, 0) a tuto množinu znázorněte v rovině.

Řešení. Spočítejme nejprve definiční obor této funkce. Víme, že výraz v odmocnině musí
být nezáporný, řešíme proto nerovnici

x2
1 + 2x1x2 + 2x2

2 ≥ 0,

což je ekvivalentní s řešením pozitivní semidefinitnosti kvadratické formy, tj.(
1 1
1 2

)
≥ 0.

Jelikož 2− 1 > 0, tak tato kvadratická forma je dokonce pozitivně definitní, proto defi-
ničním oborem je celé R2. Určeme nyní subdiferenciál v bodě [0, 0]. Chceme najít (a1, a2)

>

taková, že √
x2

1 + 2x1x2 + 2x2
2 ≥ a1x1 + a2x2,

pro všechna (x1, x2)
> ∈ R2. Pro a1x1 + a2x2 ≤ 0 nerovnost platí vždy a naopak pro a1x1 +

a2x2 ≥ 0 můžeme obě strany umocnit. Celkem po umocnění a přesunutí všech členů na
levou stranu dostaneme(

1− a2
1

)
x2

1 + 2
(

1− a1a2

)
x1x2 +

(
2− a2

2

)
x2

2 ≥ 0

neboli chceme, aby příslušná matice kvadratické formy(
1− a2

1 1− a1a2

1− a1a2 2− a2
2

)

byla pozitivně semidefinitní. Musíme tedy vyřešit soustavu tří nerovnic

1− a2
1 ≥ 0 ∧ 2− a2

2 ≥ 0 ∧
(

1− a2
1

) (
2− a2

2

)
−
(

1− a1a2

)2
≥ 0

a2
1 ≤ 1 a2

2 ≤ 2 2a2
1 − 2a1a2 + a2

2 − 1 ≤ 0

|a1| ≤ 1 |a2| ≤
√

2 2a2
1 − 2a1a2 + a2

2 ≤ 1

pro dvě neznámé a1 a a2. První dvě nerovnosti jsou totožné jako v předchozím příkladu,
avšak třetí nerovnost dává nyní vnitřní oblast natočené elipsy (poloosy nejsou rovnoběžné
s osami x a y), proto její polohu vůči pásům určíme zjištěním počtu průsečíků. Průsečík
přímky a2 =

√
2 s elipsou spočítáme dosazením za a2 do rovnice elipsy, tj.

2a2
1 − 2

√
2a1 + 1 = 0,
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kde řešením je pouze a1 =
√

2/2 neboli tato přímka je tečnou. Stejně tak pro a2 = −
√

2
máme

2a2
1 + 2

√
2a1 + 1 = 0,

kde jediným řešením je a2 = −
√

2/2, tedy přímka je opět tečnou. Podobně zjistíme, že
i přímky a1 = 1 a a1 = −1 jsou také tečnami, tudíž celá elipsa musí ležet uvnitř pásů
tvořených těmito přímkami. Pro lepší představu si vykreslíme obrázek.

−3 −2 −1 1 2 3

−3

−2

−1

1

2

3

a1

a2

Obrázek 1.4.73: Řešení soustavy nerovnic |a1| ≤ 1, |a2| ≤
√

2 a 2a2
1 − 2a1a2 + a2

2 ≤ 1

Výsledkem subdiferenciálu v bodě [0, 0] je proto množina ∂ f (0, 0) =
{
(a1, a2)

> ∈ R2 |
2a2

1 − 2a1a2 + a2
2 ≤ 1

}
. N

16. prosince 2020 © Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek
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Příklad 1.4.6.

Necht’
f (x1, x2) =

√
2x2

1 + 2x1x2 + 3x2
2.

Určete subdiferenciál ∂ f (0, 0), tuto množinu znázorněte v rovině a rozhodněte, zda
bod [1, 1] je vnitřním, hraničním nebo vnějším bodem množiny ∂ f (0, 0).

Řešení. Jako v předchozím příkladu začneme definičním oborem funkce. Má platit, že
2x2

1 + 2x1x2 + 3x2
2 ≥ 0, ekvivalentně, že(

2 1
1 3

)
≥ 0,

což je pravda vždy, a proto D( f ) = R2. Dosazením do definice subdiferenciálu za x∗ =

[0, 0] dostáváme √
2x2

1 + 2x1x2 + 3x2
2 ≥ a1x1 + a2x2,

což musí platit pro všechna (x1, x2)
> ∈ R2. Ihned vidíme, že daná nerovnost platí pro

a1x1 + a2x2 ≤ 0 vždy a pro a1x1 + a2x2 ≥ 0 můžeme obě strany umocnit na druhou.
Celkem máme (

2− a2
1

)
x2

1 + 2
(

1− a1a2

)
x1x2 +

(
3− a2

2

)
x2

2 ≥ 0,

a to opět vede na řešení pozitivní semidefinitnosti kvadratické formy. V našem případě
chceme (

2− a2
1 1− a1a2

1− a1a2 3− a2
2

)
≥ 0,

čímž získáváme systém tří nerovnic

2− a2
1 ≥ 0 ∧ 3− a2

2 ≥ 0 ∧
(

2− a2
1

) (
3− a2

2

)
−
(

1− a1a2

)2
≥ 0

a2
1 ≤ 2 a2

2 ≤ 3 3a2
1 − 2a1a2 + 2a2

2 − 5 ≤ 0

|a1| ≤
√

2 |a2| ≤
√

3 3a2
1 − 2a1a2 + 2a2

2 ≤ 5

pro vektor neznámých (a1, a2)
>. Třetí nerovnost dává vnitřek natočené elipsy, proto mu-

síme vyřešit polohu přímek tvořících pásy dle prvních dvou nerovnic vůči této elipse.
Spočítejme nejprve průsečík s přímkou a2 =

√
3. Dosazením do rovnice pro elipsu dostá-

váme
3a2

1 − 2
√

3a1 + 1 = 0,

kde jediné řešení máme v a1 =
√

3/3. Symetricky pro a2 = −
√

3 bychom zjistili průsečík
v a1 = −

√
3/3 a podobně pro a1 =

√
2 a a1 = −

√
2 průsečíky postupně v a2 =

√
2/2 a

a2 = −
√

2/2. Všechny přímky jsou proto tečnami, tedy průnikem všech oblastí vzniklých
ze tří nerovnic je opět natočená elipsa. Pro lepší ilustraci si opět tento výsledek ukážeme
na obrázku.
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Obrázek 1.4.74: Řešení soustavy nerovnic |a1| ≤
√

2, |a2| ≤
√

3 a 3a2
1 − 2a1a2 + 2a2

2 ≤ 5

Řešením subdiferenciálu v bodě [0, 0] je množina ∂ f (0, 0) =
{
(a1, a2)

> ∈ R2 | 3a2
1 + 2a2

2 −
2a1a2 ≤ 5

}
. Bod [1, 1], jak je zřejmé z Obrázku 1.4.74, je vnitřním bodem množiny ∂ f (0, 0),

což se dá snadno ověřit dosazením do nerovnosti určující tento subdiferenciál. N
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Příklad 1.4.7.

Necht’
f (x1, x2) =

√
x2

1 − 2x1x2 + x2
2.

Určete subdiferenciál funkce f v bodě [0, 0]. Rozhodněte, zda z = 2(x1 + x2) je opěr-
nou nadrovinou k nadgrafu funkce f v bodě [0, 0].

Řešení. Definičním oborem dané funkce je celé R2, jelikož kvadratická forma uvnitř od-
mocniny je pozitivně semidefinitní. Platí totiž, že

∣∣∣∣∣ 1 −1
−1 1

∣∣∣∣∣ = 0.

Hledáme subdiferenciál funkce v bodě [0, 0] neboli množinu (a1, a2)
> ∈ R2 takovou, že

√
x2

1 − 2x1x2 + x2
2 ≥ a1x1 − a2x2

pro všechna (x1, x2)
> ∈ R2. Tato nerovnost platí vždy pro a1x1 − a2x2 ≤ 0 a pro a1x1 −

a2x2 ≥ 0 umocníme obě strany na druhou, abychom se zbavili odmocniny. Přesunutím
všech členů na levou stranu celkem dostaneme

(
1− a2

1

)
x2

1 − 2
(

1 + a1a2

)
x1x2 +

(
1− a2

2

)
x2

2 ≥ 0,

kde výsledek získáme řešením pozitivní semidefinitnosti příslušné matice této kvadratické
formy, tj. (

1− a2
1 − (1 + a1a2)

− (1 + a1a2) 1− a2
2

)
≥ 0.

Zároveň tedy musí platit

1− a2
1 ≥ 0 ∧ 1− a2

2 ≥ 0 ∧
(

1− a2
1

) (
1− a2

2

)
−
(

1 + a1a2

)2
≥ 0

a2
1 ≤ 1 a2

2 ≤ 1 a2
1 + 2a1a2 + a2

2 ≤ 0

|a1| ≤ 1 |a2| ≤ 1 (a1 + a2)
2 ≤ 0,

kde poslední nerovnost je splněna pouze v případě a1 = −a2. Pro lepší ilustraci si řešení
všech tří nerovnic zakreslíme do obrázku.
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Obrázek 1.4.75: Řešení soustavy nerovnic |a1| ≤ 1, |a2| ≤ 1 a a2 = −a1

Je snadno vidět, že průnikem všech oblastí je úsečka mezi body [−1, 1] a [1,−1], proto
∂ f (0, 0) = {(a1, a2)

> ∈ R2 | a1 ∈ [−1, 1], a1 = −a2}.

Dále nás zajímalo, zda z = 2(x1 + x2) je opěrnou nadrovinou zadané funkce f v bodě
[0, 0]. Ze souvislosti subgradientu s opěrnou nadrovinou víme, že pokud bude vektor
(−2,−2)> ∈ ∂ f (0, 0), pak z = 2(x1 + x2) bude opěrnou nadrovinou v [0, 0]. Avšak vi-
díme, že vektor (−2,−2)> /∈ ∂ f (0, 0), proto z = 2(x1 + x2) není opěrnou nadrovinou
funkce f v bodě [0, 0]. N
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Příklad 1.4.8.

Necht’
f (x1, x2) =

√
3x2

1 − 2x1x2 + 3x2
2.

Určete subdiferenciál funkce f v bodě [0, 0]. Rozhodněte, zda z = x1 + x2 je opěrnou
nadrovinou k nadgrafu funkce f v bodě [0, 0].

Řešení. Nejprve vyřešíme definiční obor zadané funkce. Kvadratická forma nacházející se
v odmocnině je pozitivně semidefinitní. Platí totiž∣∣∣∣∣ 3 −1

−1 3

∣∣∣∣∣ ≥ 0,

proto D( f ) = R2. Chceme určit subdiferenciál v bodě x∗ = [0, 0], tzn. hledáme vektor
všech (a1, a2)

> takových, že√
3x2

1 − 2x1x2 + 3x2
2 ≥ a1x1 + a2x2

pro všechna (x1, x2)
> ∈ R2. Toto platí vždy pro a1x1 + a2x2 ≤ 0 a pro a1x1 + a2x2 ≥ lze

umocnit obě dvě strany na druhou. Již upravená nerovnost dopadne následovně(
3− a2

1

)
x2

1 − 2
(

1 + a1a2

)
x1x2 +

(
3− a2

2

)
x2

2 ≥ 0,

což nás opět vede na řešení pozitivní semidefinitnosti příslušné matice této kvadratické
formy. Potřebujeme proto, aby zároveň platilo

3− a2
1 ≥ 0 ∧ 3− a2

2 ≥ 0 ∧
(

3− a2
1

) (
3− a2

2

)
−
(

1 + a1a2

)2
≥ 0

a2
1 ≤ 3 a2

2 ≤ 3 3a2
1 + 2a1a2 + 3a2

2 − 8 ≤ 0

|a1| ≤
√

3 |a2| ≤
√

3 3a2
1 + 2a1a2 + 3a2

2 ≤ 8,

kde poslední nerovnost určuje vnitřní oblast natočené elipsy. Musíme tedy vyřešit průse-
číky přímek tvořících pásy s touto elipsou, abychom zjistili jejich vzájemnou polohu. Pro
a2 =

√
3 dostaneme po dosazení do rovnice elipsy

3a2
1 + 2

√
3a1 + 1 = 0,

kde jediným řešením je a1 = −
√

3/3. Podobně díky symetričnosti existuje jediný průsečík
i s přímkou a2 = −

√
3, a to v a1 =

√
3/3. Analogicky zjistíme, že i další dvě přímky mají

s elipsou pouze jeden průsečík, a tím pádem jsou všechny tečnami této elipsy. Ukažme si
tento výsledek na Obrázku 1.4.76.
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Obrázek 1.4.76: Řešení soustavy nerovnic |a1| ≤
√

3, |a2| ≤
√

3 a 3a2
1 + 2a1a2 + 3a2

2 ≤ 8

Výsledkem je tak vnitřní oblast elipsy určená rovnicí 3a2
1 − 2a1a2 + 2a2

2 = 5, tj. ∂ f (0, 0) =
{(a1, a2)

> ∈ R2 | 3a2
1 + 2a1a2 + 3a2

2 ≤ 8}.

Dále chceme zjistit, jestli z = x1 + x2 je opěrnou nadrovinou funkce f v [0, 0]. Stačí nám
tedy vyřešit, zda vektor (−1,−1)> patří do množiny určující ∂ f (0, 0). Jelikož platí, že
3(−1)2 + 2(−1)2 + 3(−1)2 ≤ 8 a zároveň se v bodě [0, 0] tyto dva objekty dotýkají (mají
stejnou funkční hodnotu), daná rovina je opravdu opěrnou nadrovinou funkce f v bodě
[0, 0]. N
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246 I. Základy konvexní analýzy

Příklad 1.4.9.

Necht’
f (x1, x2) =

√
x2

1 − 2x1x2 + 2x2
2.

Určete subdiferenciál funkce f v bodě [0, 0]. Rozhodněte, zda z = x1 − x2 je opěrnou
nadrovinou k nadgrafu funkce f v bodě [0, 0].

Řešení. %%% PODOBNÉ 4.5!!!
∂ f (0, 0) = {(a1, a2)

> ∈ R2 | 2a2
1 + 2a1a2 + a2

2 ≤ 1} ano, je opěrnou nadrovinou N
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Příklad 1.4.10.

Necht’
f (x1, x2) =

√
3x2

1 + 2x1x2 + x2
2 + 1.

Určete subdiferenciál funkce f v bodě [0, 0]. Rozhodněte, zda z = x1 + x2/2 + 1 je
opěrnou nadrovinou k nadgrafu funkce f v bodě [0, 0].

Řešení. Nejprve si určíme definiční obor uvedené funkce. Kvadratická forma pod odmoc-
ninou musí být nezáporná neboli její matice musí být pozitivně semidefinitní. Chceme,
aby (

3 1
1 1

)
≥ 0,

což platí vždy, jelikož 3 ≥ 0, 1 ≥ 0 a zároveň 3 · 1− 1 · 1 ≥ 0, tudíž D( f ) = R2. Hledáme
subdiferenciál v x∗ = [0, 0] neboli vektor všech (a1, a2)

> takových, že

f (x1, x2)− f (x∗1 , x∗2) ≥
〈(

a1

a2

)
,

(
x1

x2

)
−
(

x∗1
x∗2

)〉
,

po dosazení √
3x2

1 + 2x1x2 + x2
2 + 1− 1 ≥ a1x1 + a2x2

pro všechna (x1, x2)
> ∈ R2. Je zřejmé, že tato nerovnost bude pro a1x1 + a2x2 ≤ 0 platit

vždy a pro a1x1 + a2x2 ≥ 0 umocníme na druhou a upravíme. Celkem máme(
3− a2

1

)
x2

1 + 2
(

1− a1a2

)
x1x2 +

(
1− a2

2

)
x2

2 ≥ 0,

což je kvadratická forma, u které budeme řešit pozitivní semidefinitnost. Požadujeme, aby(
3− a2

1 1− a1a2

1− a1a2 1− a2
2

)
≥ 0,

a to je ekvivalentní s řešením soustavy tří nerovnic

3− a2
1 ≥ 0 ∧ 1− a2

2 ≥ 0 ∧
(

3− a2
1

) (
1− a2

2

)
−
(

1− a1a2

)2
≥ 0

a2
1 ≤ 3 a2

2 ≤ 1 a2
1 − 2a1a2 + 3a2

2 − 2 ≤ 0

|a1| ≤
√

3 |a2| ≤ 1 a2
1 − 2a1a2 + 3a2

2 ≤ 2,

kde první dvě nerovnice vymezují pásy v rovině a třetí nerovnice vnitřní oblast natočené
elipsy. Jelikož je elipsa natočená, není snadné ji ručně zakreslit, a proto určíme její polohu
vůči přímkám tvořícím pásy pomocí nalezení průsečíků. Průsečík s přímkou a2 = 1 zís-
káme dosazením do rovnice elipsy a vyřešením kořenů vzniklé kvadratické rovnice

a2
1 − 2a1 + 1 = 0.
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Tato rovnice má dvojnásobný kořen a1 = 1, což je jediný hledaný průsečík, tudíž je přímka
tečnou. Symetricky pro a2 = −1 dostaneme jediný průsečík v a1 = −1. Pro druhé dvě
přímky a1 =

√
3 a a1 = −

√
3 budou mít příslušné kvadratické rovnice opět dvojná-

sobné kořeny a to postupně a2 =
√

3/3 a a2 = −
√

3/3. Všechny přímky jsou tečnami, tj.
elipsa musí ležet uvnitř pásů, a proto výsledný subdiferenciál v bodě [0, 0] zapíšeme jako
∂ f (0, 0) = {(a1, a2)

> ∈ R2 | a2
1 − 2a1a2 + 3a2

2 ≤ 2}. Na závěr si ještě pro lepší představu
zakreslíme soustavu tří nerovnic do Obrázku 1.4.77.

−3 −2 −1 1 2 3
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1

2

a1

a2

Obrázek 1.4.77: Řešení soustavy nerovnic |a1| ≤
√

3, |a2| ≤ 1 a a2
1 − 2a1a2 + 3a2

2 ≤ 2

Druhým úkolem bylo zjistit, zda z = x1 + x2/2 + 1 je opěrnou nadrovinou k nadgrafu
funkce f v bodě [0, 0]. Stačí nám tedy ověřit, jestli vektor (−1,−1/2)> patří do množiny
∂ f (0, 0). Pokud dosadíme za a1 = −1 a za a2 = −1/2 do nerovnosti určující subdiferenciál
v [0, 0], lehce zjistíme, že tyto dvě hodnoty tuto nerovnost splňují. Zároveň víme, že rovina
i funkce f se v bodě [0, 0] dotýkají neboli mají zde stejnou funkční hodnotu rovnu 1, proto
z = x1 + x2/2 + 1 je opravdu opěrnou nadrovinou k nadgrafu funkce f v [0, 0]. N
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Příklad 1.4.11.

Přímým výpočtem ověřte, že pro funkci

f (x1, x2) =
√

3x2
1 + 2x1x2 + x2

2 + 1

je ∂ f (0, 0) = {grad f (0, 0)} = {(0, 0)>}, nikoli pouze (0, 0)> ∈ ∂ f (0, 0).

Řešení. Definičním oborem funkce f je celé R2, jelikož kvadratická forma uvnitř odmoc-
niny je pozitivně semidefinitní a přičtená 1 navíc to nepokazí. Podle definice subdiferenci-
álu hledáme a1, a2 ∈ R tak, že√

3x2
1 + 2x1x2 + x2

2 + 1−
√

1 ≥ a1x1 + a2x2√
3x2

1 + 2x1x2 + x2
2 + 1 ≥ a1x1 + a2x2 + 1

pro všechna x1, x2 ∈ R. Je-li a1x1 + a2x2 + 1 ≤, pak je nerovnost triviální. V opačném pří-
padě a1x1 + a2x2 + 1 ≥ umocníme obě strany na druhou a za pomocí vytýkaní a přesunem
všech členů na levou stranu dostaneme

g(x1, x2) :=
(

3− a2
1

)
x2

1 + 2
(

1− a1a2

)
x1x2 +

(
1− a2

2

)
x2

2 − 2a1x1 − 2a2x2 ≥ 0.

Potřebujeme tedy najít globální minimum této kvadratické formy plus lineární části tak,
aby hodnota v tomto globálním minimu byla nezáporná. Zderivujeme proto postupně
podle x1 a x2 a položíme tyto parciální derivace rovny nule

∂

∂x1
g(x1, x2) = 2

(
3− a2

1

)
x1 + 2

(
1− a1a2

)
x2 − 2a1

!
= 0,

∂

∂x2
g(x1, x2) = 2

(
1− a1a2

)
x1 + 2

(
1− a2

2

)
x2 − 2a2

!
= 0.

Vyřešením těchto dvou rovnic o dvou neznámých x1 a x2 získáme stacionární body naší
funkce g(x1, x2). Vyjádříme z první rovnice x1, tj. máme

x1 =
a1 − (1− a1a2) x2

3− a2
1

,

dosadíme do druhé, podělíme dvěma a postupně řešíme(
1− a1a2

) a1 − (1− a1a2) x2

3− a2
1

+
(

1− a2
2

)
x2 − a2 = 0

a1 − a2
1a2 −

(
1− 2a1a2 + a2

1a2
2

)
x2 +

(
3− 3a2

2 − a2
1 + a2

1a2
2

)
x2 − 3a2 + a2

1a2 = 0(
2 + 2a1a2 − 3a2

2 − a2
1

)
x2 = 3a2 − a1.

Celkem dostáváme
x2 =

a1 − 3a2

a2
1 − 2a1a2 + 3a2

2 − 2
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a po dosazení zpět do vyjádření x1

x1 =
a1
(
a2

1 − 2a1a2 + 3a2
2 − 2

)
− (1− a1a2) (a1 − 3a2)(

3− a2
1

) (
a2

1 − 2a1a2 + 3a2
2 − 2

)
=

a3
1 − 2a2

1a2 + 3a1a2
2 − 2a1 − a1 + 3a2 + a2

1a2 − 3a1a2
2(

3− a2
1

) (
a2

1 − 2a1a2 + 3a2
2 − 2

)
=

a3
1 − a2

1a2 − 3a1 + 3a2(
3− a2

1

) (
a2

1 − 2a1a2 + 3a2
2 − 2

)
=

−a2
1 (a2 − a1) + 3 (a2 − a1)(

3− a2
1

) (
a2

1 − 2a1a2 + 3a2
2 − 2

)
=

a2 − a1

a2
1 − 2a1a2 + 3a2

2 − 2
.

Našli jsme stacionární bod funkce g

P =

[
a2 − a1

a2
1 − 2a1a2 + 3a2

2 − 2
,

a1 − 3a2

a2
1 − 2a1a2 + 3a2

2 − 2

]
,

u kterého chceme zjistit, zda je opravdu globálním minimem. Musíme proto ověřit, jestli
matice druhých derivací funkce g, která bude v našem případě rovna matici kvadratické
formy, je pozitivně semidefinitní. Tímto bude zaručena konvexnost, a tedy i globální mini-
mum v stacionárním bodě P. Potřebujeme, aby platilo(

3− a2
1 1− a1a2

1− a1a2 1− a2
2

)
≥ 0,

což opět vede na soustavu tří nerovnic, kterou jsme ovšem řešili v předešlém příkladu.
Výsledkem je vnitřní oblast elipsy určená nerovnicí a2

1 − 2a1a2 + 3a2
2 ≤ 2. Za této pod-

mínky budeme mít globální minimum v bodě P, v němž chceme (jak bylo uvedeno před
derivováním), aby hodnota g byla nezáporná. Dosad’me P do funkce g,

(
3− a2

1

)( a2 − a1

a2
1 − 2a1a2 + 3a2

2 − 2

)2

+
2 (1− a1a2) (a2 − a1) (a1 − 3a2)(

a2
1 − 2a1a2 + 3a2

2 − 2
) (

a2
1 − 2a1a2 + 3a2

2 − 2
)+

+
(

1− a2
2

)( a1 − 3a2

a2
1 − 2a1a2 + 3a2

2 − 2

)2

− 2a1 (a2 − a1)

a2
1 − 2a1a2 + 3a2

2 − 2
− 2a2 (a1 − 3a2)

a2
1 − 2a1a2 + 3a2

2 − 2
≥ 0,

dejme vše na společný jmenovatel,(
3− a2

1
) (

a2
2 − 2a1a2 + a2

1
)(

a2
1 − 2a1a2 + 3a2

2 − 2
)2 +

(2− 2a1a2)
(
−3a2

2 + 4a1a2 − a2
1
)(

a2
1 − 2a1a2 + 3a2

2 − 2
)2 +

+

(
1− a2

2
) (

a2
1 − 6a1a2 + 9a2

2
)(

a2
1 − 2a1a2 + 3a2

2 − 2
)2 +

2a2
1 − 4a1a2 + 6a2

2

a2
1 − 2a1a2 + 3a2

2 − 2
·

a2
1 − 2a1a2 + 3a2

2 − 2
a2

1 − 2a1a2 + 3a2
2 − 2

≥ 0,
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postupně roznásobme všechny čitatele,

3a2
2 − 6a1a2 + 3a2

1 − a2
1a2

2 + 2a3
1a2 − a4

1 +
(
−6a2

2 + 8a1a2 − 2a2
1 + 6a1a3

2 − 8a2
1a2

2 + 2a3
1a2
)(

a2
1 − 2a1a2 + 3a2

2 − 2
)2 +

+
a2

1 − 6a1a2 + 9a2
2 − a2

1a2
2 + 6a1a3

2 − 9a4
2(

a2
1 − 2a1a2 + 3a2

2 − 2
)2 +

+
2a4

1 − 8a3
1a2 + 20a2

1a2
2 − 4a2

1 − 24a1a3
2 + 8a1a2 + 18a4

2 − 12a2
2(

a2
1 − 2a1a2 + 3a2

2 − 2
)2 ≥ 0

a upravme na jeden zlomek

−6a2
2 + 4a1a2 − 2a2

1 + 10a2
1a2

2 − 4a3
1a2 + a4

1 − 12a1a3
2 + 9a4

2(
a2

1 − 2a1a2 + 3a2
2 − 2

)2 ≥ 0.

Nyní se pokusíme v čitateli vytknout a2
1− 2a1a2 + 3a2

2− 2, abychom mohli pokrátit, tj. platí(
a2

1 − 2a1a2 + 3a2
2 − 2

) (
a2

1 − 2a1a2 + 3a2
2
)(

a2
1 − 2a1a2 + 3a2

2 − 2
)2 ≥ 0

a opravdu tak můžeme zkrátit na

a2
1 − 2a1a2 + 3a2

2

a2
1 − 2a1a2 + 3a2

2 − 2
≥ 0.

Počítali jsme za podmínky a2
1− 2a1a2 + 3a2

2− 2 ≤ 0 a zároveň ihned vidíme, že kvadratická
forma v čitateli je pozitivně definitní. Aby byl zlomek nezáporný, zbývá jediná možnost, a
to že musí být nulový, což je pouze v případě a1 = a2 = 0. Dokázali jsme tak, že subdife-
renciál funkce f v bodě [0, 0] opravdu obsahuje jediný prvek, tj. ∂ f (0, 0) = {(0, 0)>}. N
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Příklad 1.4.12.

Necht’
f (x1, x2) =

√
3x2

1 + 2x1x2 + x2
2 + x1.

Určete subdiferenciál funkce f v bodě [0, 0].

Řešení. Definičním oborem funkce f nyní nebude celé R2, nýbrž potřebujeme, aby 3x2
1 +

2x1x2 + x2
2 + x1 ≥ 0, což je vnější oblast nějaké natočené posunuté elipsy. Pro obecnou

rovnici elipsy Ax1 + Bx1x2 + Cx2
2 + Dx1 + Ex2 + F = 0 platí

A = a2 sin2 θ + b2 cos2 θ,

B = 2(b2 − a2) sin θ cos θ,

C = a2 cos2 θ + b2 sin2 θ,

D = −2Ax0 − By0,

E = −Bx0 − 2Cy0,

F = Ax2
0 + Bx0y0 + Cy2

0 − a2b2,

kde a je délka hlavní poloosy, b je délka vedlejší poloosy, střed S = [x0, y0] a θ je úhel
otočení v kladném směru. Víme, že

4 = A + C = a2 + b2

neboli a2 = 4− b2, proto

2 = 2(2b2 − 4) sin θ cos θ

b2 =
1

2 sin θ cos θ
− 2.

1 = (6− 1
2 sin θ cos θ

) cos2 θ + (
1

2 sin θ cos θ
− 2) sin2 θ

%%% DOPLNIT!!!
∂ f (0, 0) = {(a1, a2)

> ∈ R2 | a1 ∈ [0,
√

2] & a2 = 0} N
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Příklad 1.4.13.

Necht’
f (x1, x2) =

√
x2

1 + x1x2 + x2
2 − 3.

Určete subdiferenciál funkce f v bodě [1, 1].

Řešení. %%% DOPLNIT!!!
∂ f (1, 1) = {(a1, a2)

> ∈ R2 | a1 = a2 ∈ [0,
√

3/2]} N
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Příklad 1.4.14.

Určete subdiferenciál ∂ f (0, 0) pro funkci f (x1, x2) = |x1|+ |x2|.

Řešení. Definičním oborem funkce f je celé R2. Podle definice subdiferenciálu v bodě x∗ =
[0, 0], hledáme všechna (a1, a2)

> taková, že

|x1|+ |x2| ≥ a1x1 + a2x2

pro všechna (x1, x2)
> ∈ R2. Pro a1x1 + a2x2 ≤ 0 je řešení triviální a pro a1x1 + a2x2 ≥ 0

umocníme obě strany nerovnice na druhou. Pro x1x2 ≥ 0 celkem dostaneme(
1− a2

1

)
x2

1 + 2
(

1− a1a2

)
x1x2 +

(
1− a2

2

)
x2

2 ≥ 0

a pro x1x2 ≤ 0 (
1− a2

1

)
x2

1 − 2
(

1 + a1a2

)
x1x2 +

(
1− a2

2

)
x2

2 ≥ 0.

V obou případech se jedná o kvadratickou formu, u níž požadujeme pozitivní semidefi-
nitnost, což vede na řešení tří nerovnic o dvou neznámých. Pro případ x1x2 ≥ 0 chceme,
aby

1− a2
1 ≥ 0 ∧ 1− a2

2 ≥ 0 ∧
(

1− a2
1

) (
1− a2

2

)
−
(

1− a1a2

)2
≥ 0

a2
1 ≤ 1 a2

2 ≤ 1 a2
1 − 2a1a2 + a2

2 ≤ 0

|a1| ≤ 1 |a2| ≤ 1 (a1 − a2)
2 ≤ 0,

kde první dvě nerovnice definují v rovině pásy kolem 0 a poslední nerovnice je splněna
pouze v případě a1 = a2, což je přímka. Zakreslíme si řešení do obrázku.

−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

a1

a2

Obrázek 1.4.78: Řešení soustavy nerovnic |a1| ≤ 1, |a2| ≤ 1 a a2 = a1

Jedná se tedy o úsečku mezi body [−1,−1] a [1, 1]. Pro druhý případ, kdy x1x2 ≤ 0, bude
výsledná přímka pouze symetricky převrácená přes osu a2 tak jako v Příkladu 1.4.7, tedy
výsledkem bude úsečka vedoucí mezi body [−1, 1] a [1,−1].
%%% ZÁPIS ∂ f (0, 0) =

{
(a1, a2)

> ∈ R2 | max{|a1|, |a2|} ≤ 1
}

N
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Příklad 1.4.15.

Určete subdiferenciály ∂ f (0, 0), ∂ f (0, 1) ∂ f (1, 1) pro f (x1, x2) = max{|x1| , |x2|}.

Řešení. %%% PODOBNÉ 4.14!!!
∂ f (0, 0) =

{
(a1, a2)

> ∈ R2 | |a1|+ |a2| ≤ 1
}

, ∂ f (0, 1) = {(0, 1)>}, ∂ f (1, 1) =
{
(a1, a2)

> ∈
R2 | a1 + a2 = 1, a1 ≥ 0, a2 ≥ 0

}
N
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Příklad 1.4.16.

Určete subdiferenciál ∂ f (0) pro funkci f (x) = ‖x‖ :=
√
〈x, x〉.

Řešení. Dle definice subdiferenciálu v bodě x∗ = 0, hledáme všechna a taková, že
√

x>x ≥ a>x

pro všechna x ∈ Rn. Chceme tak, aby√
n

∑
i=1

x2
i ≥

n

∑
i=1

aixi,

což platí vždy pro ∑n
i=1 aixi ≤ 0 a pro ∑n

i=1 aixi ≥ 0 můžeme obě strany umocnit. Zajímá
nás proto, kdy

n

∑
i=1

x2
i ≥

(
n

∑
i=1

aixi

)2

x>x ≥
(

x>a
) (

a>x
)

x>
(

E− aa>
)

x ≥ 0.

Nerovnost v posledním řádku je definicí pozitivní semidefinitnosti matice E− aa> (chce-
me totiž, aby to platilo pro všechna x ∈ Rn). Máme tak

E ≥ aa>

a>Ea ≥ a>
(

aa>
)

a

‖a‖2 ≥ ‖a‖2‖a‖2

‖a‖2 ≤ 1

‖a‖ ≤ 1,

protože z definice vždy ‖a‖ ≥ 0. Řešením tedy je ∂ f (0) =
{

a ∈ Rn | ‖a‖ ≤ 1
}

. N
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Příklad 1.4.17.

Necht’ A =
{
[x1, x2] ∈ R2 | x2 ≤ − |x1|

}
a uvažme funkci f (x1, x2) = ρ([x1, x2], A)

určující vzdálenost bodu [x1, x2] ∈ R2 od množiny A. Určete subdiferenciál ∂ f (x1, x2)

pro v libovolném bodě [x1, x2] ∈ R2.

Řešení. %%% NEMÁM POSTUP!
∂ f (x, y) = grad f (x, y) pro [x, y] 6= [0, 0], ∂ f (0, 0) =

{
(a, 1/

√
2)> ∈ R2 | a ∈ [−1/

√
2, 1/
√

2]
}

N
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Příklad 1.4.18.

Dokažte: Necht’ X ⊆ Rn a f : X → R. Pak pro x∗ ∈ X platí

f (x∗) = min
x∈X

f (x)

právě tehdy, když 0 ∈ ∂ f (x∗).

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.4.19.

Dokažte: Necht’ fi : Rn → R jsou konvexní funkce pro i = 1, . . . , m. Pak pro každé
x ∈ Rn platí

∂ f (x) = ∂ f1(x) + · · ·+ ∂ fm(x).

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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260 I. Základy konvexní analýzy

Příklad 1.4.20.

Dokažte: Necht’ f : Rm → R je konvexní funkce a A ∈ Rm×n. Položme F(x) := f (Ax).
Potom platí

∂F(x) = A>∂ f (Ax) = {z ∈ Rn | z = A>a, a ∈ ∂ f (Ax)}.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.4.21.

Dokažte: Pro konvexní funkci f : R→ R platí

∂ f (x) = [ f ′−(x), f ′+(x)].

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.4.22.

Dokažte: Necht’ X ⊆ Rn je konvexní množina, int X 6= ∅ a f : X → R.

a) Je-li f konvexní a x∗ ∈ int X, pak ∂ f (x∗) je neprázdná, uzavřená, ohraničená a
konvexní množina.

b) Je-li ∂ f (x) neprázdná pro každé x ∈ X, pak f je konvexní na X.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Příklad 1.4.23.

Dokažte: Necht’ f : X → R je konvexní funkce na konvexní množině X ⊆ Rn. Pak pro
každé x∗ ∈ ri X platí

a) f ′λh(x∗) = λ f ′h(x∗) pro každé λ ≥ 0 a h ∈ Lin X;

b) funkce f ′· (x∗) je konvexní na Lin X.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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I. 5. Fenchelova transformace
Příklad 1.5.1.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) =

 1, x ≥ 0,

−1, x < 0,
(1.5.1)

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Z definice Fenchelovy transformace víme, že

f ∗(y) = sup
x∈R

{yx− f (x)} =


∞, y > 0,

∞, y < 0,

1, y = 0,

protože v případě kladného y pomocí zvětšovaní x do kladných čísel budeme mít vždy
větší hodnotu, tj. supremum bude ∞. Podobně pro záporné y půjdeme s x do libovolně
velkých záporných čísel, čímž opět získáme ∞. A pro y = 0 si vybereme f (x) = −1,
abychom dostali jako největší možnou hodnotu celkem 1, tedy f ∗(0) = 1, f ∗(y) = ∞ pro
RK{0}.

Abychom mohli ověřit platnost Fenchelovy rovnosti, musíme spočítat dvakrát konjugo-
vanou funkci

f ∗∗(x) = sup
y∈R

{yx− f ∗(y)} = max
{

sup
y 6=0
{yx− f ∗(y)}︸ ︷︷ ︸

=−∞

, sup
y=0
{yx− 1}︸ ︷︷ ︸
=−1

}
= −1.

Vidíme, že f ∗∗ 6= f , protože f není konvexní (viz Obrázek 1.5.1).

−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

f (x)

Obrázek 1.5.79: Funkce (1.5.1) a její nadgraf

N
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Příklad 1.5.2.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = max {0, 1− x} , x ∈ R, (1.5.2)

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Podle definice máme

f ∗(y) = sup
x∈R

{yx−max{0, 1− x}} .

Pro y > 0 zvětšovaním x bude supremum v ∞. Dále pokud bychom posílali x → −∞,
můžeme upravit na

sup
x∈R

{yx− (1− x)} = sup
x∈R

{(y + 1)x− 1} = ∞

pro y ∈ (−∞,−1). Zbývá nám tak už jen y ∈ [−1, 0]. Pokud bychom pro tento případ brali
x ∈ (−∞, 1], tak největší hodnoty bychom dosáhli v x = 1, a proto

sup
x∈(−∞,1]

{(y + 1)x− 1} = y.

A naopak pokud bychom brali x ∈ [1, ∞), opět suprema dosáhneme v x = 1 neboli

sup
x∈[1,∞)

{yx} = y,

proto pro y ∈ [−1, 0] můžeme psát, že

sup
x∈R

{yx−max{0, 1− x}} = y.

Celkem jsme tak spočítali, že f ∗(y) = y pro y ∈ [−1, 0] a f ∗(y) = ∞ pro y ∈ RK[−1, 0].

Zkusíme nyní ověřit Fenchelovu rovnost. Potřebujeme proto spočítat

f ∗∗(x) = sup
y∈R

{yx− f ∗(y)} = max

{
sup

y∈[−1,0]
{yx− y} , sup

y∈RK [−1,0]
{yx−∞}

}
=

= max

{
sup

y∈[−1,0]
{y(x− 1)} ,−∞

}
=

 0, x ≥ 1,

−(x− 1), x < 1,

= max{0, 1− x}.

Vidíme, že Fenchelova rovnost platí, protože naše funkce byla konvexní (viz Obrázek
1.5.80).
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−2 −1 1 2

1

2

3

f (x)

Obrázek 1.5.80: Funkce (1.5.2) a její nadgraf

N
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Příklad 1.5.3.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = max{2x, 3x}, x ∈ [−1, 1] (1.5.3)

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Chceme spočítat konjugovanou funkci (Fenchelovu transformaci)

f ∗(y) = sup
x∈[−1,1]

{yx− f (x)} = sup
x∈[−1,1]

{yx−max{2x, 3x}} ,

což můžeme rozdělit podle x ∈ [−1, 0] a x ∈ (0, 1]

sup
x∈[−1,1]

{yx−max{2x, 3x}} = max

{
sup

x∈[−1,0]
{yx− 2x} , sup

x∈(0,1]
{yx− 3x}

}
=

= max

{
sup

x∈[−1,0]
{x(y− 2)} , sup

x∈(0,1]
{x(y− 3)}

}
.

Pro y > 3 je větší druhé supremum, a to pro x = 1, proto f ∗(y) = y− 3. Pro y < 2 je větší
první supremum, a to pro x = −1, proto f ∗(y) = −(y− 2). A pro zbylý interval y ∈ [2, 3]
je závorka (y− 2) ≥ 0, tudíž první supremum bude v x = 0, a závorka (y− 3) ≤ 0, tudíž
druhé supremum bude také v x = 0, což přesně musí sedět, a proto se zde f ∗(y) = 0.
Celkem tak máme

f ∗(y) =


−y + 2, y ≤ 2,

0, y ∈ [2, 3],

y− 3, y ≥ 3,

kde jsme mohli ostré nerovnosti zaměnit s neostrými, protože to v krajních bodech vždy
sedí.

Nyní spočítáme dvakrát konjugovanou funkci, abychom mohli ověřit Fenchelovu rovnost.
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Platí

f ∗∗(x) = sup
y∈R

{yx− f ∗(y)} = max

{
sup
y≤2
{yx + y− 2} , sup

y∈[2,3]
{yx} , sup

y≥3
{yx− y + 3}

}

= max

{
sup
y≤2
{y(x + 1)− 2} , sup

y∈[2,3]
{yx} , sup

y≥3
{y(x− 1) + 3}

}

=


∞, x < −1,

∞, x > 1,

max {2(x + 1)− 2, 2x, 3(x− 1) + 3} = 2x, x ∈ [−1, 0],

max {2(x + 1)− 2, 3x, 3(x− 1) + 3} = 3x, x ∈ [0, 1],

=

max{2x, 3x}, x ∈ [−1, 1]

∞, x ∈ RK[−1, 1]

což je opravdu naše původní funkce f (x). Jelikož jsme ji uvažovali pouze na intervalu
[−1, 1], muselo nám nutně mimo tento interval vyjít pro dvakrát konjugovanou funkci ∞.
Fenchelova rovnost tedy platí a f (x) je opravdu konvexní (viz Obrázek 1.5.81).

−1 1

−2

−1

1

2

3

f (x)

Obrázek 1.5.81: Funkce (1.5.3) a její nadgraf
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Příklad 1.5.4.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = |x| , x ∈ R

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Dle definice konjugované funkce platí, že

f ∗(y) = sup
x∈R

{yx− |x|} = max{sup
x>0
{x(y− 1)}, 0, sup

x<0
{x(y + 1)}} =

=


max{0, 0, ∞} = ∞, y < −1,

max{0, 0, 0} = 0, y ∈ [−1, 0],

max{0, 0, 0} = 0, y ∈ [0, 1],

max{∞, 0, 0} = ∞, y > 1,

proto můžeme celkem psát, že f ∗(y) = 0 pro y ∈ [−1, 1] a f ∗(y) = ∞ pro RK[−1, 1].

Opět ověříme platnost Fenchelovy rovnosti. Spočítejme dvakrát konjugovanou funkci, tj.

f ∗∗(x) = sup
y∈R

{yx− f ∗(y)} = max{ sup
y∈[−1,1]

{yx− 0},−∞} =

x, x > 0,

−x, x < 0,

což je opravdu |x|, tudiž platí f ∗∗(x) = f (x) (víme, že f (x) = |x| je konvexní). N
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Příklad 1.5.5.

Pro libovolné c > 0 určete konjugovanou funkci f ∗ pro funkci

f (x) =
cx2

2
, x ∈ R

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Podle definice počítáme

f ∗(y) = sup
x∈R

{yx− f (x)} = sup
x∈R

{
yx− cx2

2

}
.

Víme, že cx2/2 pro c > 0 je konvexní funkce, proto g(x) := yx − cx2/2 bude konkávní.
Hledáme tedy funkční hodnotu maxima této konkávní funkce. Najdeme tudíž pomocí de-
rivace

∂g(x)
x

= y− cx !
= 0

stacionární bod x = y/c a dosazením do g(x) i jeho funkční hodnotu

g
(y

c

)
=

y2

c
− y2

2c
=

y2

2c
,

což je právě hledané supremum, a proto f ∗(y) = y2/(2c).

Spočítejme dále dvakrát konjugovanou funkci, platí

f ∗∗(x) = sup
y∈R

{yx− f ∗(y)} = sup
y∈R

{
yx− y2

2c

}
,

a to je opět ekvivalentní s hledáním funkční hodnoty maxima konkávní funkce v pro-
měnné y. Stacionární bod je situován v bodě y = cx, proto f ∗∗(x) = cx2− cx2/2 = cx2/2 =

f (x), tj. platí Fenchelova rovnost. N
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Příklad 1.5.6.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = |x|3/2 , x ∈ R

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Podle definice máme spočítat

f ∗(y) = sup
x∈R

{yx− |x|3/2} = max{sup
x≤0
{yx− (−x)3/2}, sup

x≥0
{yx− x3/2}},

což je v obou případech spojitá funkce na daném intervalu. Můžeme proto derivovat, po-
ložit rovno nule

y +
3
2
√
−x !

= 0, y− 3
2
√

x !
= 0,

a tím získat stacionární body v

x = −4
9

y2, x =
4
9

y2,

kde první je opravdu nekladný a druhý nezáporný. Dosad’me oba tyto body zpět do obou
funkcí, ve kterých hledáme suprema. Víme, že tyto funkce jsou obě konkávní, a tím pádem
dosazením stacionárního bodu dostaneme funkční hodnotu v maximu. Bude tak celkem
platit

f ∗(y) = max
{
−4

9
y3 − 8

27
|y|3 ,

4
9

y3 − 8
27
|y|3
}

=

max{−20
27 y3, 4

27 y3} = 4
27 y3, y ≥ 0

max{− 4
27 y3, 20

27 y3} = − 4
27 y3, y ≤ 0

,

ekvivalentně f ∗(y) = 4
27 |y|

3 pro y ∈ R.

Abychom mohli ověřit platnost Fenchelovy rovnosti, spočítáme dvakrát konjugovanou
funkci

f ∗∗(x) = sup
y∈R

{
yx− 4

27
|y|3
}

= max

{
sup
y≤0

{
yx +

4
27

y3
}

, sup
y≥0

{
yx− 4

27
y3
}}

,

kde yx− 4
27 |y|

3 je opět konkávní funkce v proměnné y. Stacionární body budou řešeními

y2 = −9
4

x, y2 =
9
4

x,

kde v prvním případě bereme y nekladná a x musí být nekladná a v druhém případě
bereme y nezáporná a x musí být nezáporná, aby se obě strany rovnaly. Po odmocnění tak
dostaneme

y = −3
2
√
−x, y =

3
2
√

x,
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a proto

f ∗∗(x) =

3
2
√
−x · (−x)− 4

27

(9
4(−x)

) ( 3
2
√
−x
)
=
√
(−x)3, x ≤ 0

3
2
√

x · x− 4
27

(9
4 x
) ( 3

2
√

x
)
=
√

x3, x ≥ 0

−2 −1 1 2

1

2

3

f (x)

Obrázek 1.5.82: Funkce f (x) = |x|3/2 a její nadgraf

N
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Příklad 1.5.7.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) =

x2, x ≥ 0,

x2/2, x ≤ 0

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Chceme určit konjugovanou funkci, proto dosadíme do definice

f ∗(y) = sup
x∈R

{yx− f (x)} = max

{
sup
x≤0

{
yx− x2

2

}
, sup

x≥0

{
yx− x2

}}
,

což je ekvivalentní s hledáním funkčních hodnot v maximech konkávních funkcí yx− x2/2
na intervalu x ∈ (−∞, 0] a yx− x2 na intervalu x ∈ [0, ∞). Vyřešíme tedy stacionární body

x = y, x ≤ 0,

x =
y
2

, x ≥ 0,

proto v prvním případě musí být y nekladné a v druhém nezáporné, z čehož ihned vy-
plývá, že

f ∗(y) =

y2 − y2

2 = y2

2 , y ≤ 0,
y2

2 −
y2

4 = y2

4 , y ≥ 0.

Spočítáme dále i dvakrát konjugovanou funkci, abychom mohli ověřit platnost f ∗∗ = f .
Platí

f ∗∗(x) = sup
y∈R

{yx− f ∗(y)} = max

{
sup
y≤0

{
yx− y2

2

}
, sup

y≥0

{
yx− y2

4

}}
,

proto použijeme úplně stejný postup jako u výpočtu f ∗. Stacionární body jsou

y = x, y ≤ 0,

y = 2x, y ≥ 0,

tudíž celkem máme

f ∗∗(x) =

x2 − x2

2 = x2

2 , x ≤ 0,

2x2 − x2 = x2, x ≥ 0,

čímž jsme ověřili rovnost Fenchelovy rovnosti, která musí platit, protože původní funkce
f (x) byla konvexní. N
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Příklad 1.5.8.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) =

1, x ∈ [−1, 1],

x2, |x| ≥ 1
(1.5.4)

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Podle definice víme, že platí

f ∗(y) = sup
x∈R

{yx− f (x)} = max

{
sup

x∈[−1,1]
{yx− 1} , sup

|x|≥1

{
yx− x2

}}
.

Spočítejme nejprve každé ze suprem zvlášt’. První supremum se nám rozdělí podle zna-
ménka y, tj.

sup
x∈[−1,1]

{yx− 1} =

y− 1, y ≥ 0,

−y− 1, y ≤ 0,

což můžeme zkráceně zapsat jako |y| − 1 pro y ∈ R. Druhé supremum počítáme z kon-
kávní funkce v proměnné x, proto můžeme použít výpočet přes stacionární bod, který se
v tomto případě situuje v x = y/2. Avšak uvažovali jsme pouze |x| ≥ 1, proto tento bod
existuje jen pro |y| ≥ 2. Pro |y| ≤ 2 nastane supremum v jednom z krajních bodů neboli
pro |x| = 1, a to podle znaménka y. Celkem tak po dosazení stacionárního a krajního bodu
máme

sup
|x|≥1

{
yx− x2

}
=


y2

4 , |y| ≥ 2,

|y| − 1, |y| ≤ 2.

Spojením výsledků těchto dvou suprem celkem dostáváme f ∗(y) = y2/4 pro |y| ≥ 2 a
f ∗(y) = |y| − 1 pro y ≤ 2.

Dále spočítáme dvakrát konjugovanou funkci, tj.

f ∗∗(x) = max

{
sup
|y|≤2
{yx− |y|+ 1} , sup

|y|≥2

{
yx− y2

4

}}
,

kde první supremum

sup
|y|≤2
{yx− |y|+ 1} = max

{
sup

y∈[−2,0]
{y(x + 1) + 1} , sup

y∈[0,2]
{y(x− 1) + 1}

}

=


max {−2(x + 1) + 1, 1} = −2x− 1, x ∈ (−∞,−1],

max {1, 1} = 1, x ∈ [−1, 1],

max {1, 2(x− 1) + 1} = 2x− 1, x ∈ [1, ∞)
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a konkávní funkce v druhém supremu má stacionární bod v y = 2x, z čehož vyplývá, že
tento bod existuje jen pro |x| ≥ 1. Pro x ∈ [−1, 1] nastává supremum v jednom z krajních
bodů y = ±2 dle znaménka x, proto můžeme psát

sup
|y|≥2

{
yx− y2

4

}
=


2x2 − x2 = x2, x ∈ (−∞,−1] ∪ [1, ∞),

−2x− 1, x ∈ [−1, 0],

2x− 1, x ∈ [0, 1].

Víme, že na intervalu [−1, 1] je g(x) = 1 vždy větší nebo rovna h(x) = 2|x| − 1 a na
intervalu (−∞,−1] ∪ [1, ∞) je g(x) = x2 větší nebo rovna h(x) = 2|x| − 1, proto

f ∗∗(x) =

1, |x| ≤ 1,

x2, |x| ≥ 1,

a tím pádem platí Fenchelova rovnost (funkce f (x) je konvexní, jak můžeme vidět na Ob-
rázku 1.5.83).

−2 −1 1 2

1

2

3

4

f (x)

Obrázek 1.5.83: Funkce (1.5.4) a její nadgraf

N
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Příklad 1.5.9.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) =

1 + x2, x 6= 0,

0, x = 0
(1.5.5)

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Dle definice platí

f ∗(y) = sup
x∈R

{yx− f (x)} = max

{
sup

x∈RK{0}

{
yx− 1− x2

}
, 0

}
,

kde yx − 1− x2 je konkávní funkce v proměnné x. Stacionární bod se nachází v x = y/2
pro y 6= 0. Pro y = 0 dosáhneme na této funkci maxima v x = 0. Dosazením zpět tak
získáme funkční hodnoty v těchto maximech, tj.

f ∗(y) =

max
{

y2

4 − 1, 0
}

, y 6= 0,

max {−1, 0} = 0, y = 0,

kde

max
{

y2

4
− 1, 0

}
=

0, y ∈ [−2, 0) ∪ (0, 2],
y2

4 − 1, y ∈ (−∞,−2] ∪ [2, ∞),

tudíž celkem máme f ∗(y) = 0 pro y ∈ [−2, 2], f ∗(y) = y2/4− 1 pro |y| ≥ 2.

V dalším kroku si spočítáme dvakrát konjugovanou funkci. Platí

f ∗∗(x) = max

{
sup

y∈[−2,2]
{yx} , sup

|y|≥2

{
yx− y2

4
+ 1
}}

,

kde první supremum

sup
y∈[−2,2]

{yx} =

−2x, x ≤ 0,

2x, x ≥ 0

a druhé supremum spočítáme pomocí stacionárního bodu, jelikož yx− y2

4 + 1 je konkávní
funkce v proměnné y. Stacionární bod se tedy nachází v y = 2x pro |x| ≥ 1 a pro |x| ≤ 1
dosáhneme suprema v y = ±2 dle znaménka x. Po dosazení tak máme

sup
|y|≥2

{
yx− y2

4
+ 1
}

=

x2 + 1, |x| ≥ 1,

2 |x| , |x| ≤ 1,

a tudíž výsledkem je f ∗∗ = 2 |x| pro |x| ≤ 1 a f ∗∗ = x2 + 1 pro |x| ≥ 1. Vidíme, že Fenche-
lova rovnost neplatí, protože původní funkce nebyla konvexní (viz Obrázek 1.5.84).
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f (x)

Obrázek 1.5.84: Funkce (1.5.5) a její nadgraf

N
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Příklad 1.5.10.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = x3 − 5x, x ∈ R

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Podle definice víme, že lze psát

f ∗(y) = sup
x∈R

{
yx− x3 + 5x

}
,

kde při jakémkoli zafixovaném y dosáhneme vždy suprema v ∞ tak, že pošleme x do −∞,
proto f ∗(y) = ∞ pro y ∈ R. Z tohoto ihned plyne i výsledek dvakrát konjugované funkce
f ∗∗(x) = −∞ pro x ∈ R. Na Obrázku 1.5.85 můžeme vidět průběh funkce f (x) = x3− 5x.

−3 −2 −1 1 2 3

−5

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

f (x)

Obrázek 1.5.85: Průběh funkce f (x) = x3 − 5x

N
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Příklad 1.5.11.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) =

3x3, x ≥ 0,

x2, x ≤ 0
(1.5.6)

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Na základě definice konjugované funkce platí

f ∗(y) = sup
x∈R

{yx− f (x)} = max

{
sup
x≥0

{
yx− 3x3

}
, sup

x≤0

{
yx− x2

}}
,

kde obě funkce, ze kterých počítáme suprema, jsou na příslušných intervalech konkávní.
První funkce má stacionární bod v x =

√
y/3 pro y ≥ 0 a pro y ≤ 0 nabývá suprema v

krajním bodě x = 0. Druhá funkce má stacionární bod v x = y/2 pro y ≤ 0 a pro y ≥ 0
nabývá suprema opět v krajním bodě x = 0. Z předchozích úvah tedy vyplývá, že

sup
x≥0

{
yx− 3x3

}
=

0, y ≤ 0,
2
9

√
y3, y ≥ 0,

sup
x≤0

{
yx− x2

}
=


y2

4 , y ≤ 0,

0, y ≥ 0,

proto f ∗(y) = 2
9 y3/2 pro y ≥ 0 a f ∗(y) = y2/4 pro y ≤ 0.

Spočítejme dále dvakrát konjugovanou funkci, tj.

f ∗∗(x) = max

{
sup
y≤0

{
yx− y2

4

}
, sup

y≥0

{
yx− 2

9

√
y3
}}

,

kde opět obě funkce, které nyní bereme v proměnné y, jsou konkávní. Vyřešíme proto
stacionární body na příslušných intervalech, na kterých hledáme suprema, abychom tím
získali funkční hodnotu v maximu. První funkce má stacionární bod v y = 2x pro x ≤ 0
a pro x ≥ 0 dosahuje maximální hodnoty v y = 0. Druhá funkce má stacionární bod v
y = 9x2 pro x ≥ 0 a naopak pro x ≥ 0, kde stacionární bod neexistuje (y bereme pouze
nezáporná), nabývá suprema v y = 0. Celkem máme

sup
y≤0

{
yx− y2

4

}
=

x2, x ≤ 0,

0, x ≥ 0,
sup
x≤0

{
yx− x2

}
=

0, x ≤ 0,

3x3, x ≥ 0,

tudíž můžeme rovnou psát, že f ∗∗ = f . Jak můžeme vidět z Obrázku 1.5.86, f (x) je
opravdu konvexní.
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Obrázek 1.5.86: Funkce (1.5.6) a její nadgraf

N

© Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek 16. prosince 2020



I. 5. Fenchelova transformace 281

Příklad 1.5.12.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) =

x2 − 1, |x| ≥ 1,

0, |x| ≤ 1

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. %%% PODOBNÉ 5.8!!!
f ∗(y) = |y| pro y ∈ [−2, 2], f ∗(y) = y2/4 + 1 pro |y| ≥ 2 N
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Příklad 1.5.13.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) =

(x2 − 1)2, |x| ≥ 1,

0, |x| ≤ 1

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. %%% NEEXISTUJE HEZKY ZAPSATELNÝ VÝSLEDEK??? N
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Příklad 1.5.14.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = 1 +
x4

4
, x ∈ R

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Na základě definice víme, že platí

f ∗(y) = sup
x∈R

{yx− f (x)} = sup
x∈R

{
yx− 1− x4

4

}
,

kde g(x) = yx− 1− x4

4 je konkávní funkce u níž chceme najít maximum. Stacionární bod se
nachází v x = 3

√
y, který dosadíme zpět do funkce g(x), abychom získali funkční hodnotu

v maximu neboli konjugovanou funkci

f ∗(y) = y 3
√

y− 1−
3
√

y4

4
=

3
4

3
√

y4 − 1.

Abychom mohli ověřit platnost Fenchelovy rovnosti, musíme spočítat, dvakrát konjugo-
vanou funkci. Víme, že

f ∗∗(x) = sup
y∈R

{yx− 3
4

3
√

y4 + 1},

kde g(y) = yx− 3
4

3
√

y4 + 1 je opět konkávní funkce se stacionárním bodem v y = x3, proto

f ∗∗(x) = x4 − 3
4

3√x12 + 1 = 1 +
x4

4
= f (x),

tudíž platí Fenchelova rovnost. Pokud se podíváme na f (x), tak opravdu je konvexní. N
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Příklad 1.5.15.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = (x2 − 1)2, x ∈ R

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. %%% PODOBNÉ 5.13!!! N
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Příklad 1.5.16.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) =
√

1− x, x ≤ 1

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Dle definice konjugované funkce platí

f ∗(y) = sup
x≤1

{
yx−

√
1− x

}
,

kde pro nezáporná y dosáhneme suprema v x = 1, tj. f ∗(y) = y pro y ≥ 0. Naopak pro y
záporné dosáhneme suprema, když půjdeme s x → −∞, proto f ∗(y) = ∞ pro y < 0.

Chceme-li ověřit Fenchelovu rovnost, spočítáme dvakrát konjugovanou funkci neboli

f ∗∗(x) = sup
y∈R

{yx− f ∗(y)} = max

{
sup
y≥0
{y(x− 1)},−∞

}
=

∞, x > 1,

0, x ≤ 1.

Vidíme, že f ∗∗ 6= f , proto Fenchelova rovnost neplatí a opravdu f (x) nebyla konvexní.

−2 −1 1 2

1

2

f (x)

Obrázek 1.5.87: Funkce f (x) =
√

1− x a její nadgraf

N
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Příklad 1.5.17.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) =
√

1 + x2, x ∈ R

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Počítáme podle definice

f ∗(y) = sup
x∈R

{
yx−

√
1 + x2

}
,

kde například pomocí obrázku lze snadno zjistit, že f (x) je konvexní, a tím pádem nutně
g(x) = yx−

√
1 + x2 je konkávní. Vyjádříme si tedy první derivaci funkce g(x)

g′(x) = y− x
1 + x2 ,

položíme ji rovnu 0 a nalezneme všechny její stacionární body, tj. postupně upravujeme
rovnici

y− x
1 + x2 = 0

y
√

1 + x2 = x,

kde x a y musí být nutně stejného znaménka. Dále tuto rovnici umocníme, tj.

y2
(

1 + x2
)
= x2

y2 = x2
(

1− y2
)

x = ±

√
y2

1− y2 ,

kde v posledním řádku máme vyjádřené všechny stacionární body a ze jmenovatele vznik-
lého zlomku vyplývá, že |y| < 1. Celkem musí proto platit, že

f ∗(y) =


y
√

y2

1−y2 −
√

1 + y2

1−y2 = y y√
1−y2
− 1√

1−y2
= −

√
1− y2, y ∈ [0, 1),

−y
√

y2

1−y2 −
√

1 + y2

1−y2 = −y −y√
1−y2
− 1√

1−y2
= −

√
1− y2, y ∈ (−1, 0].

Pokud se y = ±1, tak hledáme supx∈R{±x−
√

1 + x2}, tj. chceme, aby±x bylo v poměru k√
1 + x2 co největší, čehož dosáhneme limitně právě v ±∞, kde se budou hodnoty výrazů

k sobě blížit, a proto f ∗(1) = f ∗(−1) = 0. Naopak pro |y| > 1 a pro velká x (záporná nebo
kladná dle znaménka y) bude hodnota yx vždy několikrát větší než

√
1 + x2, tím pádem
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suprema výraz yx−
√

1 + x2 dosáhne opět přechodem x k ±∞ (dle znaménka y), a proto
f ∗(y) = ∞ pro |y| > 1. Celkem jsme tedy spočítali, že

f ∗(y) =

−
√

1− y2, |y| ≤ 1,

∞, |y| > 1.

Pokračujeme dále výpočtem dvakrát konjugované funkce

f ∗∗(x) = sup
y∈R

{yx− f ∗(y)} = sup
|y|≤1

{
yx +

√
1− y2

}
,

kde g(y) = yx +
√

1− y2 je konkávní funkce. Stacionární bod spočítáme pomocí položení
první derivace rovno 0 neboli

x +
−y√
1− y2

= 0

x
√

1− y2 = y

x2
(

1− y2
)
= y2

x2 = y2
(

1 + x2
)

y = ±

√
x2

1 + x2 ,

kde x je nutně stejného znaménka jako y a x ∈ R. Po dosazení tak dostáváme, že

f ∗∗(x) =

x
√

x2

1+x2 +
√

1− x2

1+x2 = x x√
1+x2 +

1√
1+x2 =

√
1 + x2, x ≥ 0,

−x
√

x2

1+x2 +
√

1− x2

1+x2 = −x −x√
1+x2 +

1√
1+x2 =

√
1 + x2, x ≤ 0,

tudíž f ∗∗ = f , a proto platí Fenchelova rovnost. Jak můžeme vidět na následujícím Ob-
rázku 1.5.88, f (x) je konvexní.

−2 −1 1 2

1

2

f (x)

Obrázek 1.5.88: Funkce f (x) =
√

1 + x2 a její nadgraf

N
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Příklad 1.5.18.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = 2
√

1 + x2, x ∈ R

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. %%% PODOBNÉ 5.17!!!
f ∗(y) = −2

√
1− y2/4 pro y ∈ [−2, 2], f ∗(y) = ∞ pro |y| > 2 N
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Příklad 1.5.19.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = −
√

1− x2, x ∈ [−1, 1]

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. %%% PODOBNÉ 5.17!!!
f ∗(y) =

√
1 + y2 N
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Příklad 1.5.20.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = −
√

2x− x2, x ∈ [−1, 1]

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Dle definice víme, že platí

f ∗(y) = sup
x∈[0,2]

{
yx +

√
2x− x2

}
,

kde g(x) = yx +
√

2x− x2 je konkávní funkce. Pomocí první derivace nalezneme její sta-
cionární body, tj. řešíme rovnici

y +
1− x√
2x− x2

= 0

y
√

2x− x2 = x− 1

y2
(

2x− x2
)
= x2 − 2x + 1(

y2 + 1
) (

2x− x2
)
= 1

x2 − 2x =
−1

1 + y2

(x− 1)2 =
y2

1 + y2

x = ±

√
y2

1 + y2 + 1,

kde y ∈ R a y je stejného znaménka jako (x − 1). Stacionární bod proto můžeme zapsat
jako

x =
y√

1 + y2
+ 1

a po dosazení zpět do g(x) = yx +
√

1− (x− 1)2 dostáváme

f ∗(y) =
y2√

1 + y2
+ y +

√
1− y2

1 + y2 = y +
√

1 + y2

pro všechna y ∈ R.

V dalším výpočtu ověříme platnost Fenchelovy rovnosti pro naši konvexní funkci f (x)
(viz Obrázek 1.5.89). Platí

f ∗∗(x) = sup
y∈R

{
yx− y−

√
1 + y2

}
,
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kde stacionární bod konkávní funkce v proměnné y, ze které chceme spočítat supremum,
najdeme opět pomocí první derivace. Upravujeme tedy rovnici

x− 1− y√
1 + y2

= 0

(x− 1)
√

1 + y2 = y

(x− 1)2
(

1 + y2
)
= y2

(x− 1)2 = y2
(

1− (x− 1)2
)

y = ±

√
(x− 1)2

2x− x2 ,

kde (x− 1) musí být stejného znaménka jako y, proto

y =
x− 1√
2x− x2

=
x− 1√

1− (x− 1)2

a nutně |x− 1| < 1 neboli x ∈ (0, 2). Pro x ∈ (−∞, 0] ∪ [2, ∞) stacionární bod neexistuje
a suprema v těchto bodech dosahujeme limitně pro y → ±∞ dle znaménka x. Výsledkem
tak zde bude ∞ až na krajní body x = 0 a x = 2, kde suprema výraz yx − y −

√
1 + y2

dosáhne v 0, jelikož

lim
y→∞

(
2y− y−

√
1 + y2

)
= lim

y→∞

(
y−

√
1 + y2

)
= 0,

lim
y→−∞

(
0 · y− y−

√
1 + y2

)
= lim

y→−∞

(
−y−

√
1 + y2

)
= 0.

Celkem můžeme proto psát, že

f ∗∗(x) =


x(x−1)−(x−1)√

2x−x2 −
√

1 + (x−1)2

2x−x2 = x2−2x√
2x−x2 = −

√
2x− x2, x ∈ [0, 2],

∞, x ∈ (−∞, 0) ∪ (2, ∞),

což je právě původní funkce f (x), která je definovaná pouze na intervalu [0, 2].

−1 1 2
−1

1

f (x)

Obrázek 1.5.89: Funkce f (x) = −
√

2x− x2 a její nadgraf

N
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Příklad 1.5.21.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = −
√

1− 4x2, x ∈ [−1/2, 1/2]

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. %%% PODOBNÉ 5.17!!!
f ∗(y) = 1

2

√
4 + y2 N
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Příklad 1.5.22.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) =
√

1 + 4x2, x ∈ R

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. %%% PODOBNÉ 5.17!!!
f ∗(y) = −1

2

√
4− y2 N
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Příklad 1.5.23.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = x +
√

1 + x2, x ∈ R

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. %%% PODOBNÉ 5.20!!!
f ∗(y) = −

√
2y− y2 N
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Příklad 1.5.24.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) =


x2

4 − 1, x ≥ 0,

−
√

1− 2x, x ≤ 0

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Počítáme z definice

f ∗(y) = sup
x∈R

{yx− f (x)} = max

{
sup

x∈[0,∞)

{
yx− 1

4
x2 + 1

}
, sup

x∈(−∞,0]

{
yx +

√
1− 2x

}}
,

kde obě funkce v proměnné x, ze kterých počítáme suprema jsou konkávní, proto využi-
jeme derivování a nalezení stacionárního bodu. První funkce má stacionární bod v x = 2y
pro y ∈ [0, ∞) a stacionární bod druhé funkce dostaneme z rovnice y = 1/

√
1− 2x. Tedy

platí x = 1/2− 1/(2y2), kde pro nás y ∈ (0, 1]. Vidíme, že ani jeden interval pro y neobsa-
huje záporná čísla. Pokud bychom za y dosadili záporné číslo nebo 0, maximum ze suprem
bude f ∗(y) = max{0, ∞} = ∞. Pro y > 0 dosadíme výše spočtené stacionární body, tj.

f ∗(y) = max
{

2y2 − y2 + 1,
y
2
− 1

2y
+

1
y

}
= max

{
y2 + 1,

y2 + 1
2y

}
.

Abychom získali maximum, musíme porovnat obě funkce. Podívejme se tedy, na jakém
intervalu je první funkce nad druhou neboli, kdy platí

y2 + 1 >
y2 + 1

2y
,

2y3 − y2 + 2y− 1 > 0,

(2y− 1)
(

y2 + 1
)
> 0.

Jelikož závorka
(
y2 + 1

)
bude vždy kladná, vše záleží od druhé závorky, která bude kladná

pouze pro y > 1/2. Pro y = 1/2 se budou dané výrazy rovnat. Celkem proto máme

f ∗(y) =


y2 + 1, y ∈ [1

2 , ∞),
y2+1

2y , y ∈ (0, 1
2 ],

∞, y ∈ (−∞, 0].

Nyní ověříme platnost Fenchelovy rovnosti. Opět z definice máme

f ∗∗(x) = sup
y∈R

{yx− f ∗(y)} = max

 sup
y∈(0, 1

2 ]

{
yx− y2 + 1

2y

}
, sup

y∈[ 1
2 ,∞)

{
yx− y2 − 1

} ,
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kde obě funkce jsou opět konkávní. Derivujme nejprve první funkci podle y tj.(
yx− y2 + 1

2y

)′
= x− 4y2 − 2(y2 + 1)

4y2 = x− 2y2 − 2
4y2 ,

položme tuto derivaci rovnu 0 a vyřešme stacionární bod

x− 2y2 − 2
4y2 = 0,

4y2x− 2y2 + 2 = 0,

y2 (2x− 1) = −1,

y2 =
1

1− 2x
,

y =
1√

1− 2x
,

kde bereme 1/
√

1− 2x ∈ (0, 1/2], proto
√

1− 2x ∈ [2, ∞) a x ∈ (−∞,−3/2]. Pokud by
bylo x > −3/2, stacionární bod nemůžeme použít a suprema dosáhneme v pravém kraj-
ním bodě y = 1/2. Pro druhou funkci nám vyjde stacionární bod v y = x/2 a x ∈ [1, ∞).
Pro x < 1 bude supremum nyní v levém krajním bodu y = 1/2. Dosazením dostáváme

f ∗∗(x) =


max

{
−
√

1− 2x, x
2 −

5
4

}
= −
√

1− 2x, x ∈ (−∞,−3
2 ],

max
{ x

2 −
5
4 , x

2 −
5
4

}
= x

2 −
5
4 , x ∈ [−3

2 , 1],

max
{

x
2 −

5
4 , x2

4 − 1
}
= x2

4 − 1, x ∈ [1, ∞),

proto neplatí Fenchelova rovnost a opravdu f (x) není konvexní. Určitě není překvapující,
že přímka x

2 −
5
4 je tečnou na daných intervalech k funkcím −

√
1− 2x a x2

4 − 1.

−3 −2 −1 1 2 3

−3

−2

−1

1

f (x)

Obrázek 1.5.90: Funkce f (x) a její nadgraf

N
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Příklad 1.5.25.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = e|x|, x ∈ R

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Přímým dosazením do definice konjugované funkce dostáváme

f ∗(y) = sup
x∈R

{
yx− e|x|

}
= max

{
sup
x≥0
{yx− ex} , sup

x≤0

{
yx− e−x}} ,

kde g(x) = yx− e|x| je konkávní, protože e|x| je konvexní. Derivace je g′(x) = y− e|x| sgn x,
tudíž stacionární bod máme v x = sgn x · ln (sgn x · y), a proto y musí být stejného zna-
ménka jako x a kvůli logaritmu |y| ≥ 1. Rozdělíme si tedy situaci na tři případy. V prvním
případě budeme brát pouze y ≥ 1, kde můžeme použít stacionární bod u suprema přes
x ≥ 0 a druhé supremum přes x ≤ 0 dostaneme v pravém krajním bodě neboli v x = 0.
Podobně v situaci y ≤ −1 se postup hledání suprem otočí. Stacionární bod lze použít u
druhého z nich a supremum přes x ≥ 0 nalezneme nyní v levém krajním bodě x = 0.
Posledním případem je interval y ∈ (−1, 1), na kterém neexistuje stacionární bod. Suprem
zde dosáhneme vždy v krajním bodě x = 0, protože "chceme odčítat, co nejmíň". Celkově
zapsáno platí

f ∗(y) =


max

{
y ln y− eln y, y · 0− e0} = max {y ln y− y,−1} = y ln y− y, y ≥ 1,

max
{

y · 0− e0, y · 0− e0} = max{−1,−1} = −1, y ∈ [−1, 1],

max {−1,−y ln (−y) + y} = −y ln (−y) + y, y ≤ −1.

Nyní stačí už jen ověřit, že opravdu výraz |y| ln |y| − |y| ≥ −1. Počítání této nerovnice by
bylo příliš složité, proto k výrazu budeme přistupovat jako k funkci h(y) a zderivujeme.
Tedy máme

h′(y) = sgn y ln |y|+ |y| · sgn y
|y| − sgn y = sgn y ln |y|,

z čehož ihned dostaneme stacionární body v y = ±1. Z derivace také snadno zjistíme,
že h(y) bude na intervalech (−∞,−1) a (0, 1) klesající a na intervalech (−1, 0) a (1, ∞)

rostoucí. V y = ±1 máme tudíž minima a v y = 0 nastává zlom způsobený absolutní hod-
notou, h(y) bude proto vždy nabývat větších hodnot než −1.

K ověření f ∗∗ = f potřebujeme dvakrát konjugovanou funkci, tj.

f ∗∗(x) = max

{
sup
|y|≥1
{yx− |y| ln |y|+ |y|} , sup

y∈[−1,1]
{yx + 1}

}
=

= max

{
sup
y≥1
{yx− y ln y + y} , sup

y∈[−1,1]
{yx + 1} , sup

y≤−1
{yx + y ln (−y)− y}

}
,
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kde derivace funkce g(y) = yx − |y| ln |y| + |y| je g′(y) = x − sgn y ln |y| a stacionární
body y = ex a y = −e−x pro x ∈ R. Prostřední supremum dopadne jinak pro x ≥ 0 a jinak
pro x ≤ 0. Celkem tak dostaneme

f ∗∗(x) =

max {ex, x + 1, e−x} = ex, x ≥ 0,

max {ex,−x + 1, e−x} = e−x, x ≤ 0

neboli f ∗∗(x) = e|x|, proto platí Fenchelova rovnost.

−1 1

1

2

3

4

f (x)

Obrázek 1.5.91: Funkce f (x) = e|x| a její nadgraf

N
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Příklad 1.5.26.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = ex + x, x ∈ R

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Budeme postupovat stejně jako u předchozích příkladů. Přímým dosazením do
definice získáme

f ∗(y) = sup
x∈R

{x(y− 1)− ex} ,

kde díky tomu, že g(x) = x(y− 1)− ex je konkávní funkce, využijeme derivace g′(x) =

(y− 1)− ex, abychom získali stacionární bod x = ln(y− 1) pro y > 1. Pro y ≤ 1 stacio-
nární bod neexistuje, ale suprema dosáhneme limitně pro x → −∞. Navíc tato limita bude
konečná pro y = 1. Platí tedy

f ∗(y) =


(y− 1) ln(y− 1)− (y− 1) = (y− 1) (ln(y− 1)− 1) , y > 1,

limx→−∞ (−ex) = 0, y = 1,

limx→−∞ (x(y− 1)− ex) = ∞, y < 1.

Spočítáme nyní dvakrát konjugovanou funkci, tedy

f ∗∗(x) = max

{
sup
y>1
{yx− (y− 1) (ln(y− 1)− 1)} , x,−∞

}
=

= max

{
sup
y>1
{y(x + 1)− 1− (y− 1) ln(y− 1)} , x

}
,

kde díky předchozímu příkladu víme, že g(y) = y(x + 1)− 1− (y− 1) ln(y− 1) je kon-
kávní. Derivace g′(y) = (x + 1) − ln(y − 1) − 1 = x − ln(y − 1) a stacionární bod je v
y = ex + 1 pro x ∈ R. Celkem tak dostaneme

f ∗∗(x) = max {(ex + 1) x− ex (x− 1) , x} = max {ex + x, x} = ex + x = f (x),

tzn. platí Fenchelova rovnost a f (x) je konvexní.
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Obrázek 1.5.92: Funkce f (x) = ex + x a její nadgraf

N
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Příklad 1.5.27.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = ex − x, x ∈ R

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. %%% PODOBNÉ 5.26!!!
f ∗(y) = (y + 1)[ln(y + 1)− 1] pro y > −1, f ∗(−1) = 0, f ∗(y) = ∞ pro y < −1 N
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Příklad 1.5.28.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) =

ex, x ≥ 0,

1, x ≤ 0

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. %%% PODOBNÉ 5.25!!!
f ∗(y) = y(ln y− 1) pro y ≥ 1, f ∗(y) = −1 pro y ∈ [0, 1], f ∗(y) = ∞ pro y < 0 N
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Příklad 1.5.29.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) =
√

1 + ex, x ∈ R

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Dle definice máme

f ∗(y) = sup
x∈R

{
yx−

√
1 + ex

}
,

kde bychom rádi využili při výpočtu stacionární body, proto musíme ukázat, že f (x) je
konvexní (yx− f (x) konkávní). Snadno spočítáme, že

f ′(x) =
ex

2
√

1 + ex
, f ′′(x) =

2ex
√

1 + ex − ex ex
√

1+ex

4 (1 + ex)
=

2ex + e2x

4 (1 + ex)
√

1 + ex
,

tzn. f ′′(x) > 0 pro všechna x ∈ R. Platí tak, že g(x) = yx−
√

1 + ex je konkávní a

g′(x) = y− ex

2
√

1 + ex
.

Položíme g′(x) = 0 a vyjádříme x souřadnici stacionárního bodu, tj.

y =
ex

2
√

1 + ex

4y2 (1 + ex) = e2x

e2x − 4y2ex − 4y2 = 0,

což je kvadratická rovnice s neznámou ex, proto

ex =
4y2 ±

√
16y4 + 16y2

2

ex = 2y2 ± 2y
√

y2 + 1,

a navíc nutně ex > 0, tudíž bereme pouze řešení s plusem

x = ln
(

2y2 + 2y
√

y2 + 1
)

,

kde musí y > 0, protože y <
√

y2 + 1. Pro konjugovanou funkci tedy bude platit

f ∗(y) =


y ln

(
2y2 + 2y

√
y2 + 1

)
−
√

1 +
(

2y2 + 2y
√

y2 + 1
)

, y > 0,

limx→−∞
(
−
√

1 + ex
)
= −1, y = 0,

limx→−∞
(
yx−

√
1 + ex

)
= ∞, y < 0,
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kde sjednocením prvních dvou řádků na jeden zápis získáme

f ∗(y) = y ln
(

2y2 + 2y
√

y2 + 1
)
−
√

1 + 2y2 + 2y
√

y2 + 1,

pro y ≥ 0. Už jsme ukázali, že f (x) je konvexní, proto víme, že bude platit Fenchelova
rovnost a f ∗∗(x) =

√
1 + ex.

−3 −2 −1 1 2

1

2

3

f (x)

Obrázek 1.5.93: Funkce f (x) =
√

1 + ex a její nadgraf

N
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Příklad 1.5.30.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = − ln x, x > 0

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Po dosazení do definice dostaneme

f ∗(y) = sup
x>0
{yx + ln x} ,

kde funkce v proměnné x g(x) = yx + ln x je konkávní se stacionárním bodem v bodě
x = −1/y pro y < 0. Dosadíme tento nalezený bod zpět do funkce, abychom zde nalezli
maximum a pro y ≥ 0 dosáhneme suprema pro x → ∞. Celkem

f ∗(y) =

−1− ln(−y), y < 0,

∞, y ≥ 0.

Pokračujeme ve výpočtu dvakrát konjugované funkce, tj.

f ∗∗(x) = sup
y<0
{yx + 1 + ln(−y)} ,

kde g(y) = yx + 1+ ln(−y) je opět konkávní. Stacionární bod má tato funkce v y = −1/x,
proto f ∗∗(x) = − ln x pro x > 0. Pro x ≤ 0 dosáhneme suprema pro y → −∞ neboli
f ∗∗(x) = ∞, proto platí Fenchelova rovnost.

1 2 3
−1

1

2

3

f (x)

Obrázek 1.5.94: Funkce f (x) = − ln x a její nadgraf

N
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Příklad 1.5.31.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = x ln x, x > 0

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Víme, že na základě definice platí

f ∗(y) = sup
x>0
{yx− x ln x} ,

kde bychom chtěli, aby funkce g(x) = x(y− ln x) byla konkávní pro x > 0. Druhá derivace
je ve tvaru

g′′(x) = (y− ln x− 1)′ = −1
x

,

proto g′′(x) < 0 pro všechna x > 0. Supremum tedy budeme hledat ve stacionárním bodě,
který máme v x = ey−1 pro y ∈ R. Výsledná konjugovaná funkce tak bude

f ∗(y) = yey−1 − ey−1(y− 1) = ey−1

pro y ∈ R.

Ověříme nyní Fenchelovu rovnost. Počítejme dvakrát konjugovanou funkci

f ∗∗(x) = sup
y∈R

{
yx− ey−1

}
,

kde g(y) = yx− ey−1 je konkávní se stacionárním bodem v y = ln x + 1 pro x > 0. Celkem
proto máme

f ∗∗(x) = x (ln x + 1)− x = x ln x

pro x > 0 a f ∗∗(x) = limy→−∞(yx− ey−1) = ∞ pro x ≤ 0. Fenchelova rovnost tedy platí.
Z Obrázku 1.5.95 můžeme vidět, že f (x) je opravdu konvexní.

1 2 3
−1

1

2

3

f (x)

Obrázek 1.5.95: Funkce f (x) = x ln x a její nadgraf

N
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Příklad 1.5.32.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = x(ln x− 1), x > 0

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. %%% PODOBNÉ 5.31!!!
f ∗(y) = ey pro y ∈ R N
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Příklad 1.5.33.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = ln(−x), x < 0

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Definice konjugované funkce nám říká, že

f ∗(y) = sup
x<0
{yx− ln(−x)} ,

kde suprema dosáhneme vždy limitním přechodem x → 0, tj.

f ∗(y) = lim
x→0

(yx− ln(−x)) = ∞.

Dvakrát konjugovaná funkce f ∗∗(x) tak bude vždy −∞. Takových extrémních výsledků
jsme dosáhli právě proto, že f (x) je konkávní na celém svém definičním oboru (viz Obrá-
zek 1.5.96).

−4 −3 −2 −1
−1

1

2

f (x)

Obrázek 1.5.96: Funkce f (x) = x ln x a její nadgraf

N
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Příklad 1.5.34.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = − ln(1− ex), x < 0

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Dosazením do definice konjugované funkce dostaneme

f ∗(y) = sup
x<0
{yx + ln (1− ex)} ,

kde ověříme, že g(x) = yx + ln (1− ex) je konkávní pro všechna x < 0. Spočítáme druhou
derivaci

g′′(x) =
(

y− ex

1− ex

)′
= −ex (1− ex) + e2x

(1− ex)2 = − ex

(1− ex)2 ,

která, jak ihned vidíme, je záporná pro x < 0 neboli g(x) je zde opravdu konkávní. Stacio-
nární bod funkce g(x) nalezneme položením první derivace rovny 0, tj.

y =
ex

1− ex

y− yex = ex

y = ex (y + 1)

ex =
y

y + 1

x = ln
y

y + 1

pro y > 0 (bereme x < 0, tzn. chceme, aby logaritmus byl záporný). Pro y ≤ 0 tedy
stacionární bod neexistuje, a proto suprema dosáhneme limitním přechodem x → −∞.
Celkem platí, že

f ∗(y) =


y ln y

y+1 + ln
(

1− y
y+1

)
= y ln y

y+1 − ln (y + 1) , y > 0,

limx→−∞ ln (1− ex) = 0, y = 0,

limx→−∞ (yx + ln (1− ex)) = ∞, y < 0.

Spočítáme dále dvakrát konjugovanou funkci jako

f ∗∗(x) = max

{
sup
y>0

{
yx− y ln

y
y + 1

+ ln (y + 1)
}

, 0

}
,

kde g(y) = y
(

x− ln y
y+1

)
+ ln (y + 1) je konkávní. První derivace vypadá následovně

g′(y) = x− ln
y

y + 1
+ y

(
− 1

y(y + 1)

)
+

1
y + 1

= x− ln
y

y + 1
,
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proto stacionární bod je v y = ex/ (1− ex) pro x < 0. Pro x ≥ 0, kde stacionární bod
neexistuje, nalezneme supremum pro y→ ∞, protože

lim
y→∞

(
−y ln

y
y + 1

)
= lim

y→∞

(
−

ln y
y+1
1
y

)
L′H
= lim

y→∞

 1
y(y+1)

1
y2

 = 1.

Spojením všech informací dohromady dostaneme, že

f ∗∗(x) =

max
{

ex

1−ex · 0 + ln 1
1−ex , 0

}
= max

{
ln 1

1−ex , 0
}
= − ln (1− ex) , x < 0,

max
{

limy→∞

(
y
(

x− ln y
y+1

)
+ ln (y + 1)

)
, 0
}
= ∞, x ≥ 0,

tudíž platí Fenchelova rovnost.

−3 −2 −1 1

1

2

3

f (x)

Obrázek 1.5.97: Funkce f (x) = − ln (1− ex) a její nadgraf
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Příklad 1.5.35.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = − ln
(

1− x2
)

, x ∈ (−1, 1)

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Z definice víme, že platí

f ∗(y) = sup
x∈(−1,1)

{
yx + ln

(
1− x2

)}
,

kde g(x) = yx + ln(1− x2) je konkávní, protože

g′′(x) =
(

y− 2x
1− x2

)′
= − 2 + 2x2

(1− x2)
2 < 0

pro všechna x ∈ (−1, 1). Stacionární bod funkce g(x) dostaneme položením první derivace
rovny 0, tj.

y− 2x
1− x2 = 0

y
(

1− x2
)
= 2x

yx2 + 2x− y = 0

a pomocí diskriminantu máme

x1,2 =
−1±

√
1 + y2

y
,

kde bereme pouze bod se znaménkem plus, protože nutně x ∈ (−1, 1). Pokud se podíváme
na to, jaké hodnoty může za této podmínky nabývat y, dostaneme, že pouze y 6= 0, jelikož

lim
y→±∞

−1 +
√

1 + y2

y
= lim

y→±∞

√
1 + y2

y2 sgn y = ±1.

Pro případ, že se tedy y = 0, hledáme stacionární bod funkce ln(1− x2), který je v x = 0.
Dosazením stacionárních bodů zpět do funkce, získáme právě supremum, proto

f ∗(y) = −1+
√

1 + y2 + ln

(
1−

(
−1+
√

1+y2
)2

y2

)
= −1+

√
1 + y2 + ln

(
−2 + 2

√
1 + y2

y2

)
pro y 6= 0 a f ∗(y) = ln 1 = 0 pro y = 0.

Dvakrát konjugovanou funkci počítáme velmi podobně, platí

f ∗∗(x) = max

{
sup
y 6=0

{
yx + 1−

√
1 + y2 − ln

(
−2 + 2

√
1 + y2

y2

)}
, 0

}
.
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Avšak konkávní funkce g(y) = yx + 1−
√

1 + y2− ln
((
−2 + 2

√
1 + y2

)
/y2
)

, jejíž staci-
onární bod budeme nyní hledat, má celkem složitou první derivaci

g′(y) = x− y√
1 + y2

− y√
1 + y2

(
−1 +

√
1 + y2

) +
2
y

,

a proto vyjádření stacionárního bodu z rovnice g′(y) = 0 nebude triviální. Přesuneme nej-
prve všechny členy obsahující proměnnou y na pravou stranu a převedeme na společného
jmenovatele

x =
y2
√

1 + y2 + 2
√

1 + y2 − 2(1 + y2)

y
√

1 + y2
(
−1 +

√
1 + y2

)
x =

y2 + 2− 2
√

1 + y2

y
(
−1 +

√
1 + y2

)
x =

(√
1 + y2 − 1

)2

y
(
−1 +

√
1 + y2

)
x =

√
1 + y2 − 1

y
.

Prošetříme dále jakých hodnot může nabývat x. Platí(√
1 + y2 − 1

y

)′
=

y2 − (1 + y2) +
√

1 + y2

y2
√

1 + y2
=

√
1 + y2 − 1

y2
√

1 + y2
> 0

neboli tento zlomek je rostoucí funkcí nabývající maximální a minimální hodnoty

lim
x→±∞

√
1 + y2 − 1

y
= lim

x→±∞

√
y2

y
= ±1,

proto nutně x ∈ (−1, 1). Vyjádřeme dále y pomocí x jako

yx + 1 =
√

1 + y2

y2x2 + 2yx + 1 = 1 + y2

y
(

yx2 + 2x− y
)
= 0,

kde dostáváme dvě řešení y = 0 a

y =
2x

1− x2 .

Jelikož v rámci dvakrát konjugované funkce hledáme supremum přes všechna y 6= 0,
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použijeme pouze druhé řešení, tj. pro x ∈ (−1, 1) je

f ∗∗(x) = max
{

yx + 1− (yx + 1)− ln
(

2yx(1− x2)2

4x2

)
, 0
}

=

= max
{
− ln

(
2yx
y2

)
, 0
}

=

= max
{
− ln

(
2x(1− x2)

2x

)
, 0
}

=

= max
{
− ln

(
1− x2

)
︸ ︷︷ ︸
∈(0,1]

, 0
}

= − ln
(

1− x2
)

.

Pokud by |x| ≥ 1, tak neexistuje stacionární bod funkce g(y). Pro x ≥ 1 máme

g′(y) = x−
√

1 + y2 − 1
y

> 0,

tudíž g(y) je rostoucí a suprema dosáhneme limitním přechodem y→ ∞, tedy

lim
y→∞

[
yx + 1−

√
1 + y2 − ln

(
−2 + 2

√
1 + y2

y2

)]
=

= lim
y→∞

y

(
x +

1
y
−

√
1 + y2

y2

)
︸ ︷︷ ︸

→x−1≥0

− ln

(
−2 + 2

√
1 + y2

y2

)
︸ ︷︷ ︸

→0+

 = ∞

neboli f ∗∗(x) = ∞ pro x ≥ 1. Podobně pro x ≤ −1 bude g(y) klesající, proto suprema
dosáhneme naopak přechodem x → −∞. Limita dopadne jako

lim
y→−∞

y

(
x +

1
y
−

√
1 + y2

y2

)
︸ ︷︷ ︸

→x−1≤0

− ln

(
−2 + 2

√
1 + y2

y2

)
︸ ︷︷ ︸

→0+

 = ∞,

tudíž f ∗∗(x) = ∞ i pro x ≤ 1. Celkem f ∗∗ = f , tím pádem platí Fenchelova rovnost a f (x)
je opravdu konvexní.

−1 1

1

2

3

f (x)

Obrázek 1.5.98: Funkce f (x) = − ln
(
1− x2) a její nadgraf

N
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Příklad 1.5.36.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = ln(1 + ex), x ∈ R

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. %%% PODOBNÉ 5.34!!!
f ∗(y) = y ln[y/(1− y)] + ln(1− y) pro y ∈ (0, 1), f ∗(0) = 0, f ∗(y) = ∞ pro y ∈ RK[0, 1)

N
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Příklad 1.5.37.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = x + ln(1 + ex), x ∈ R

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Nejprve dosadíme do definice

f ∗(y) = sup
x∈R

{yx− x− ln (1 + ex)} ,

kde g(x) = yx− x− ln (1 + ex) má zápornou druhou derivaci

g′′(x) =
(

y− 1− ex

1 + ex

)′
= − ex

(1 + ex)2 < 0,

proto je konkávní na R. Stacionární bod funkce g(x) nalezneme pomocí vynulování první
derivace neboli

y− 1 =
ex

1 + ex

y + yex − 1− ex = ex

y− 1 = ex (2− y)

ex =
y− 1
2− y

x = ln (y− 1)− ln (2− y)

pro (y − 1)/(2 − y) > 0, což platí pouze pro y ∈ (1, 2). Dosazením tohoto bodu zpět
dostaneme na tomto intervalu

f ∗(y) = (y− 1)(ln(y− 1)− ln(2− y))− ln
(

1
2− y

)
= (y− 1) ln(y− 1)+ (2− y) ln(2− y).

Pro y = 1 hledáme supremum funkce − ln (1 + ex), která je na celém definičním oboru
záporná, rostoucí (logaritmus aplikujeme vždy na hodnotu větší než 1), a suprema tak
nabývá pro x → ∞, tzn.

f ∗(y) = lim
x→∞

(− ln (1 + ex)) = − ln 1 = 0.

Dále pro y = 2 hledáme supremum funkce x− ln (1 + ex), která má první derivaci kladnou
pro všechna x ∈ R, proto je také rostoucí na celém definičním oboru a supremum opět
najdeme limitním přechodem x → ∞ jako

f ∗(y) = lim
x→∞

(x− ln (1 + ex)) = lim
x→∞

(x− ln (ex)) = 0.
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Nakonec pro y > 2, jak můžeme vidět na základě poslední uvedené limity, bude

f ∗(y) = lim
x→∞

((y− 1)x− ln (1 + ex)) = lim
x→∞

((y− 1)x− x) = lim
x→∞

(y− 2)x = ∞

a opačně pro y < 1 počítáme s x → −∞, tedy

f ∗(y) = lim
x→−∞

((y− 1)x− ln (1 + ex)) = lim
x→−∞

((y− 1)x− ln 1) = ∞.

Konečně shrneme všechny výsledky do jednoho zápisu. Celkem platí

f ∗(y) =


(y− 1) ln(y− 1) + (2− y) ln(2− y), y ∈ (1, 2),

0, y ∈ {1, 2},
∞, y ∈ RK[1, 2].

Ověřme nyní platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f pomocí přímého výpočtu. Dle definice
máme

f ∗∗(x) = max

{
sup

y∈(1,2)
{yx− (y− 1) ln(y− 1)− (2− y) ln(2− y)} , sup

y∈{1,2}
{yx} ,−∞

}
=

= max

{
sup

y∈(1,2)
{yx− (y− 1) ln(y− 1)− (2− y) ln(2− y)} , x, 2x

}
,

kde g(y) = yx− (y− 1) ln(y− 1)− (2− y) ln(2− y) je určitě konkávní s první derivací

g′(y) = x− ln(y− 1)− 1 + ln(2− y) + 1 = x− ln
(

y− 1
2− y

)
.

Položíme první derivaci rovnu nule, abychom nalezli stacionární bod, tj.

x = ln
(

y− 1
2− y

)
ex =

y− 1
2− y

2ex = y− 1 + yex

y =
1 + 2ex

1 + ex

y = 1 +
ex

1 + ex ,

kde x ∈ R, a opravdu tak 1 + ex/(1 + ex) ∈ (1, 2), protože zřejmě ex/(1 + ex) ∈ (0, 1).
Dosadíme nyní stacionární bod zpět a počítáme

f ∗∗(x) = max
{

x + x
ex

1 + ex −
ex

1 + ex ln
(

ex

1 + ex

)
−
(

1− ex

1 + ex

)
ln
(

1− ex

1 + ex

)
, x, 2x

}
= max

{
x + x

ex

1 + ex −
ex

1 + ex (x− ln (1 + ex)) +

(
1

1 + ex

)
ln (1 + ex) , x, 2x

}
= max {x + ln(1 + ex), x, 2x} ,
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kde je ihned vidět, že x + ln(1 + ex) > x, a také x + ln(1 + ex) > 2x pro všechna x ∈ R,
jelikož dokonce ln(1 + ex) > x neboli 1 + ex > ex. Platí tak, že f ∗∗(x) = x + ln(1 + ex) =

f (x), což znamená, jak už jsme si mohli všimnout v průběhu celého výpočtu, že f (x) je
konvexní.

−3 −2 −1 1 2 3
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1

2

3

f (x)

Obrázek 1.5.99: Funkce f (x) = x + ln (1 + ex) a její nadgraf

N
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318 I. Základy konvexní analýzy

Příklad 1.5.38.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = x ln
(

x +
√

1 + x2
)
−
√

1 + x2, x ∈ R

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Na základě definice víme, že platí

f ∗(y) = sup
x∈R

{
yx− x ln

(
x +

√
1 + x2

)
+
√

1 + x2
}

,

kde g(x) = x
(

y− ln
(

x +
√

1 + x2
))

+
√

1 + x2 má druhou derivaci

g′′(x) =

(
y− ln

(
x +

√
1 + x2

)
− x

1 + x√
1+x2

x +
√

1 + x2
+

x√
1 + x2

)′
=

=

y− ln
(

x +
√

1 + x2
)
−

x
(√

1 + x2 + x
)

√
1 + x2

(
x +
√

1 + x2
) +

x√
1 + x2

′ =
= −

√
1 + x2 + x

√
1 + x2

(
x +
√

1 + x2
) = − 1√

1 + x2
< 0

pro všechna x ∈ R, proto je konkávní na celém svém definičním oboru. Položením první
derivace

g′(x) = 0

y− ln
(

x +
√

1 + x2
)
= 0

ey = x +
√

1 + x2

(ey − x)2 = 1 + x2

e2y − 2xey = 1

x =
e2y − 1

2ey

x =
ey − e−y

2
x = sinh y

jsme získali stacionární bod funkce g(x) pro y ∈ R. Dosadíme tento bod zpět do funkce,
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čímž dostaneme supremum neboli

f ∗(y) =
ey − e−y

2

(
y− ln

(
ey − e−y

2
+

√
1 +

e2y − 2 + e−2y

4

))
+

√
1 +

e2y − 2 + e−2y

4
=

=
ey − e−y

2

(
y− ln

(
ey − e−y

2
+

ey + e−y

2

))
+

ey + e−y

2
=

=
ey + e−y

2
= cosh y

pro y ∈ R. Opět dále ověříme Fenchelovu rovnost. Platí

f ∗∗(x) = sup
y∈R

{
yx− ey + e−y

2

}
,

kde pro g(y) = yx − (ey + e−y) /2 nalezneme stacionární bod přes první derivaci a za
pomoci použití diskriminantu jako

x =
ey − e−y

2
2xey = e2y − 1

e2y − 2xey − 1 = 0

ey1,2 =
2x±

√
4x2 + 4
2

ey1,2 = x±
√

x2 + 1,

kde vezmeme pouze řešení s plusem, protože ey > 0. Stacionární bod tedy máme v

y = ln
(

x +
√

1 + x2
)

pro x ∈ R. Dosadíme tento bod zpět do g(y) a ihned dostaneme, že

f ∗∗(x) = x ln
(

x +
√

1 + x2
)
−

(
x +
√

1 + x2
)2

+ 1

2x + 2
√

1 + x2
=

= x ln
(

x +
√

1 + x2
)
− 2x2 + 2x

√
1 + x2 + 2

2
(

x +
√

1 + x2
) =

= x ln
(

x +
√

1 + x2
)
−

x
(

x +
√

1 + x2
)
+ 1

x +
√

1 + x2
· x−

√
1 + x2

x−
√

1 + x2
=

= x ln
(

x +
√

1 + x2
)
−
√

1 + x2 = f (x),

proto platí Fenchelova rovnost a f (x) je konvexní.

16. prosince 2020 © Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek
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Obrázek 1.5.100: Funkce f (x) = x ln
(

x +
√

1 + x2
)
−
√

1 + x2 a její nadgraf

N
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Příklad 1.5.39.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = − ln(cos x), x ∈ (−π/2, π/2)

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Nejprve dosadíme do definice Fechelovy transformace

f ∗(y) = sup
x∈(−π/2,π/2)

{yx + ln(cos x)} ,

kde g(x) = yx + ln(cos x) má g′′(x) = (y− tg x)′ = −1/ cos2 x < 0, proto je konkávní na
(−π/2, π/2). Stacionární bod nalezneme v x = arctg y pro y ∈ R, tudíž supremum z g(x)
neboli

f ∗(y) = y arctg y + ln (cos(arctg y)) .

Jelikož navíc jsme použili, že x = arctg y, tak platí, že

y = tg x

y =
sin x
cos x

y2 =
1− cos2 x

cos2 x

y2 + 1 =
1

cos2 x

cos x =
1√

1 + y2

cos(arctg y) =
1√

1 + y2
,

proto f ∗(y) = y arctg y− 1
2 ln(1 + y2) pro y ∈ R.

Nyní spočítáme dvakrát konjugovanou funkci

f ∗∗(x) = sup
y∈R

{
yx− y arctg y +

1
2

ln(1 + y2)

}
= sup

y∈R

{yx− y arctg y− ln (cos(arctg x))} ,

kde první derivace funkce g(y) = yx− y arctg y + 1
2 ln(1 + y2) je

g′(y) = x− arctg y− y
1 + y2 +

y
1 + y2 = x− arctg y,

a proto stacionárním bodem je bod y = tg x pro x ∈ (−π/2, π/2). Dosadíme tento bod
zpět, abychom našli f ∗∗ jako

f ∗∗(x) = x tg x− x tg x− ln(cos x) = ln(cos x) = f (x),

tudíž platí Fenchelova rovnost.
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Obrázek 1.5.101: Funkce f (x) = − ln(cos x) na (−π/2, π/2) a její nadgraf

N
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Příklad 1.5.40.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = sin x, x ∈ R

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Dle definice víme, že platí

f ∗(y) = sup
x∈R

{yx− sin x} ,

kde pro y > 0 dosáhneme suprema limitním přechodem x → ∞ a pro y < 0 vezmeme
naopak x → −∞. Pro y = 0 hledáme supremum funkce − sin x, což je v 1, protože sinus
nabývá hodnot mezi −1 a 1. Celkem tak máme, že f ∗(y) = 1 pro y = 0 a f ∗(y) = ∞ pro
RK{0}.

Dvakrát konjugovanou funkci již nebude těžké spočítat, protože jednoduchým dosazením
do definice zjistíme, že

f ∗∗(x) = max {0 · x− 1,−∞} = −1

pro x ∈ R. Funkce f (x) = sin x nebyla konvexní na celém R, proto nevyšla Fenchelova
rovnost. N
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Příklad 1.5.41.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = sin x, x ∈ [−π, 0]

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Oproti předchozímu příkladu nyní hledáme Fenchelovu transformaci na intervalu,
kde je funkce sin x konvexní. Víme tak, že supremum z

f ∗(y) = sup
x∈[−π,0]

{yx− sin x}

budeme hledat ve stacionárním bodě funkce g(x) = yx− sin x, tj. v bodě x = − arccos y (x
máme záporné, tudíž arccos(cos x) = −x) pro y ∈ [−1, 1]. Pro y > 1 dosáhneme suprema
v x = 0 a pro y < −1 to bude v x = −π. Celkem platí

f ∗(y) =


−y arccos y− sin(− arccos y) = −y arccos y + sin(arccos y), y ∈ [−1, 1],

0, y > 1,

−π · y, y < −1,

kde v prvním bodě jsme použili stacionární bod vycházející z rovnosti y = cos x neboli
1 − y2 = sin2 x, proto sin(− arccos y) = −

√
1− y2 (máme totiž f (x) = sin x < 0 na

[−π, 0]).

V dalším kroku ověříme Fenchelovu rovnost. Spočítáme dvakrát konjugovanou funkci

f ∗∗(x) = max

{
sup

y∈[−1,1]

{
yx + y arccos y−

√
1− y2

}
, sup

y>1
{yx} , sup

y<−1
{y (x + π)}

}
,

kde konkávní funkce g(y) = yx + y arccos y−
√

1− y2 má první derivaci

g′(y) = x + arccos y + y
−1√
1− y2

+
y√

1− y2
.

Stacionární bod tak snadno nalezneme v y = cos x pro x ∈ [−π, 0], tudíž

f ∗∗(x) =


max {yx− yx− | sin x|, 1 · x, (−1) · (x + π)} = sin x, x ∈ [−π, 0],

max {x + arccos(1), ∞, (−1) · (x + π)} = ∞, x > 0,

max {−x + arccos(−1), 1 · x, ∞} = ∞, x < −π,

a tím pádem opravdu platí Fenchelova rovnost. N
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Příklad 1.5.42.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = x + sin x cos x + 1, x ∈ R

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Podle definice víme, že

f ∗(y) = sup
x∈R

{x(y− 1)− sin x cos x− 1} = sup
x∈R

{
x(y− 1)− 1

2
sin(2x)− 1

}
,

kde sin(2x) ∈ [−1, 1]. Pro y = 1 proto bude supremum neboli

f ∗(y) = −1
2
· (−1)− 1 = −1

2
.

Naopak pro y 6= 1 a y > 0 neomezeným zvětšením x bude f ∗(y) = ∞ a úplně stejně pro
y < 0 budeme x neomezeně zmenšovat, tedy opět f ∗(y) = ∞. Využili jsme zde toho, že
člen −1/2 sin(2x)− 1 je konečné číslo pro jakékoli x ∈ R (dokonce víme, že se bude po-
hybovat na intervalu [−3/2,−1/2]), a proto na výsledek nebude mít vliv.

Dvakrát konjugovanou funkci opět počítáme velmi podobně, platí

f ∗∗(x) = sup
y=1

(
yx +

1
2

)
= x +

1
2

pro x ∈ R. Vidíme, že neplatí Fenchelova rovnost, protože funkce f (x) je zřejmě periodická
na R.
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Obrázek 1.5.102: Funkce f (x) = x + sin x cos x + 1 a její nadgraf

N
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Příklad 1.5.43.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

(a) f (x) = x + sin x, x ∈ R; (b) f (x) = 1 + 2x + sin3 x cos x, x ∈ R

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. %%% PODOBNÉ 5.42!!!
(a) f ∗(1) = 1, f ∗(y) = ∞ pro y 6= 1, f ∗∗(x) = x− 1 pro x ∈ R;
(b) f ∗(2) = −1 + 3

√
3/16, f ∗(y) = ∞ pro y 6= 2, f ∗∗(x) = 2x + 1− 3

√
3/16 pro x ∈ R N
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Příklad 1.5.44.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = cosh x, x ∈ R

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. %%% PODOBNÉ 5.38!!!
f ∗(y) = y ln(y +

√
1 + y2)−

√
1 + y2 pro y ∈ R N
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Příklad 1.5.45.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = x arctg x− ln
√

1 + x2, x ∈ R

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. %%% PODOBNÉ 5.39!!! interval?
f ∗(y) = ln

√
1 + tg2 y pro y ∈ R N
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Příklad 1.5.46.

Odvod’te vzorec pro výpočet konjugované funkce k funkci f (x− a) pomocí f ∗. S vy-
užitím tohoto výsledku a řešení Příkladu 1.5.17 určete konjugovanou funkci k funkci
f (x) =

√
x2 − 2x + 2.

Řešení. Označme konjugovanou funkci k f (x− a) jako f ∗a . Z definice platí

f ∗a (y) = sup
x∈R

{yx− f (x− a)} = sup
x̃∈R

y (x− a)︸ ︷︷ ︸
x̃

− f (x− a)︸ ︷︷ ︸
x̃

+ ay = f ∗(y) + ya.

V Příkladu 1.5.17 jsme vypočítali, že konjugovaná funkce k funkci f (x) =
√

1 + x2 pro
x ∈ R je f ∗(y) = −

√
1− y2 pro |y| ≤ 1 a f ∗(y) = ∞ pro |y| > 1. Nyní chceme pomocí

těchto výsledků najít konjugovanou funkci k funkci

f (x− a) =
√

x2 − 2x + 2 =

√
1 + (x− 1)2,

kde zřejmě a = 1. Pouhým dosazením do námi odvozeného vzorce pro f ∗a dostaneme

f ∗a (y) = f ∗(y) + ay = −
√

1− y2 + y

pro |y| ≤ 1 a f ∗a (y) = ∞ pro |y| > 1. N
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Příklad 1.5.47.

Odvod’te vzorec pro výpočet konjugované funkce k funkci c f (x) pomocí f ∗. S vyu-
žitím tohoto výsledku a řešení Příkladů 1.5.17 a 1.5.46 určete konjugovanou funkci
k funkci f (x) = 2

√
x2 + 2x + 2.

Řešení. Opět si nejprve označíme konjugovanou funkci k c f (x) jako f ∗c a přímým dosaze-
ním do definice odvozujeme

f ∗c (y) = sup
x∈R

{yx− c f (x)} = c · sup
x∈R

{(y
c

)
x− f (x)

}
= c f ∗

(y
c

)
.

Spojením obou odvození z tohoto a předchozího příkladu se dá ukázat, že konjugovaná
funkce k c f (x− a) dopadne jako

f ∗a,c = sup
x∈R

{yx− c f (x− a)} = c f ∗
(y

c

)
+ ay.

Chceme nyní najít konjugovanou funkci k funkci c f (x − a) = 2
√

x2 + 2x + 2 s tím, že
víme, že f ∗(y) = −

√
1− y2 pro |y| ≤ 1 a f ∗(y) = ∞ pro |y| > 1 je konjugovanou funkcí k

f (x) =
√

1 + x2 pro x ∈ R. Nejprve rozepišme

c f (x− a) = 2
√

x2 + 2x + 2 = 2
√

1 + (x− (−1))2,

abychom zjistili, že a = −1 a c = 2. Tudíž bude

f ∗a,c = c f ∗
(y

c

)
+ ay = −2

√
1− y2

4
− y

pro |y| ≤ 2 (zvětší se nám tímto způsobem interval, protože f ∗ máme nyní v y/2) a f ∗a,c =

∞ pro |y| > 2. N
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Příklad 1.5.48.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x1, x2) = x2
1 + 2x1x2 + 2x2

2, [x1, x2] ∈ R2

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Definice nám říká, že

f ∗(y1, y2) = sup
[x1,x2]∈R2


(

x1

x2

)>(
y1

y2

)
− f (x1, x2)

 =

= sup
[x1,x2]∈R2

{
x1y1 + x2y2 − x2

1 − 2x1x2 − 2x2
2

}
,

kde f (x1, x2) je ostře konvexní, protože příslušná kvadratická forma(
1 1
1 2

)
> 0

je pozitivně definitní. Budeme proto hledat stacionární bod funkce dvou proměnných
g(x1, x2) = x1y1 + x2y2 − x2

1 − 2x1x2 − 2x2
2. Parciální derivace prvního řádu dopadnou

jako
g′x1

= y1 − 2x1 − 2x2, g′x2
= y2 − 2x1 − 4x2.

Dále je položíme rovny 0 a vyřešíme soustavu dvou rovnic o dvou neznámých, tj.

y1 − 2x1 − 2x2 = 0, y2 − 2x1 − 4x2 = 0.

Pokud tyto dvě rovnice od sebe odečteme, ihned dostaneme, že

x2 =
y2 − y1

2
,

tudíž
x1 =

2y1 − y2

2
,

což jsou souřadnice námi hledaného stacionárního bodu pro [y1, y2] ∈ R2. Tyto dosadíme
zpět do g(x1, x2), a tím najdeme supremum neboli

f ∗(y1, y2) = y1
2y1 − y2

2
+ y2

y2 − y1

2
− (2y1 − y2)

2

4
− (2y1 − y2) (y2 − y1)

2
− (y2 − y1)

2

2
=

=
1
2

y2
1 −

1
2

y1y2 +
1
4

y2
2

pro [y1, y2] ∈ R2.

Abychom mohli ověřit Fenchelovu rovnost, potřebujeme spočítat

f ∗∗(x1, x2) = sup
[y1,y2]∈R2

{
x1y1 + x2y2 −

1
2

y2
1 +

1
2

y1y2 −
1
4

y2
2

}
,
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tedy opět musíme najít stacionární bod funkce g(y1, y2) = x1y1 + x2y2− 1
2 y2

1 +
1
2 y1y2− 1

4 y2
2,

jejíž parciální derivace vypadají následovně

g′y1
= x1 − y1 +

1
2

y2, g′y2
= x2 +

1
2

y1 −
1
2

y2.

Položením obou parciální derivací 0 a sečtením těchto rovnic snadno získáme souřadnice
stacionárního bodu jako

y1 = 2(x1 + x2), y2 = 2(x1 + 2x2).

Celkem proto máme, že

f ∗∗(x1, x2) = 2x2
1 + 4x1x2 + 4x2

2 − 2(x1 + x2)
2 + 2(x1 + x2)(x1 + 2x2)− (x1 + 2x2)

2 =

= x2
1 + 2x1x2 + 2x2

2 = f (x1, x2),

tudíž platí Fenchelova rovnost. N
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Příklad 1.5.49.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x1, x2) = 1 + 2x2
1 + 2x1x2 + x2

2, [x1, x2] ∈ R2

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. %%% PODOBNÉ 5.48!!!
f ∗(y1, y2) = [(y1 − y2)

2 + y2
2 − 4]/4 pro [y1, y2] ∈ R2 N
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Příklad 1.5.50.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x1, x2) = −
√

x1 −
√

x2, [x1, x2] ∈ R2
+

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Dosadíme do definice

f ∗(y1, y2) = sup
[x1,x2]∈R2

+

{x1y1 + x2y2 +
√

x1 +
√

x2}

a budeme chtít ukázat, že g(x1, x2) = x1y1 + x2y2 +
√

x1 +
√

x2 je konkávní. Parciální
derivace prvního řádu dopadnou jako

g′x1
= y1 +

1
2
√

x1
, g′x2

= y2 +
1

2
√

x2
,

a tím pádem determinant matice druhých parciálních derivací (Hessián)

det

− 1
4
√

x3
1

0

0 − 1
4
√

x3
2

 > 0,

a−1/(4
√

x1
3) < 0 pro [x1, x2] ∈ R2

+. Hessova matice je zde tak negativně definitní, a proto
je g(x1, x2) ostře konkávní na R2

+. Budeme tedy počítat stacionární bod pomocí parciálních
derivací prvního řádu jako

√
x1 = − 1

2y1
,

√
x2 = − 1

2y2
,

x1 =
1

4y2
1

, x2 =
1

4y2
2

,

kde z prvního řádku jde vidět, že to platí pouze pro y1, y2 < 0. Pro y1, y2 ≥ 0 nebude
supremum ve stacionárním bodě, protože zde neexistuje. Suprema zde dosáhneme limit-
ním přechodem x1, x2 → ∞. Celkem platí

f ∗(y1, y2) =


y1

4y2
1
+ y2

4y2
2
− 1

2y1
− 1

2y2
= − 1

4y1
− 1

4y2
, y1, y2 < 0,

∞, y1, y2 ≥ 0.

Dále ověříme platnost Fenchelovy rovnosti. Víme, že

f ∗∗(x1, x2) = sup
y1,y2<0

{
x1y1 + x2y2 +

1
4y1

+
1

4y2

}
,

kde parciální derivace prvního řádu g(y1, y2) = x1y1 + x2y2 + 1/(4y1) + 1/(4y2) jsou

g′y1
= x1 −

1
4y2

1
, g′y2

= x2 −
1

4y2
2

.
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Souřadnice stacionárního bodu nalezneme položením obou derivací nule, tj.

y2
1 =

1
4x1

, y2
2 =

1
4x2

y1 = − 1
2
√

x1
, y2 = − 1

2
√

x2
,

kde nutně x1, x2 > 0. Pro x1, x2 ≤ 0 dosáhneme suprema limitním přechodem y1, y2 →
−∞. Dvakrát konjugovaná funkce proto dopadne jako

f ∗∗(x1, x2) =

−
x1

2
√

x1
− x2

2
√

x2
−
√

x1
2 −

√
x2
2 = −√x1 −

√
x2, x1, x2 > 0,

∞, x1, x2 ≤ 0.

Fenchelova rovnost tudíž platí a, jak jsme již ověřili, f je opravdu (dokonce ostře) kon-
vexní. N
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Příklad 1.5.51.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x1, x2) =

1 + x2
1 + x2

2, [x1, x2] 6= [0, 0],

0, [x1, x2] = [0, 0].

Řešení. Již ze zadání funkce f (x) si lze všimnout, že se jedná o paraboloid otevřený směrem
nahoru se svým minimem posunutým z hodnoty 1 do hodnoty 0. Podle definice víme, že
platí

f ∗(y1, y2) = max

{
sup

[x1,x2] 6=[0,0]

{
x1y1 + x2y2 − 1− x2

1 − x2
2

}
, 0

}
,

kde parciální derivace prvního řádu funkce g(x1, x2) = x1y1 + x2y2 − 1− x2
1 − x2

2 jsou

g′x1
= y1 − 2x1, g′x2

= y2 − 2x2.

Stacionární bod tak snadno nalezneme v bodě [y1/2, y2/2] pro [y1, y2] 6= [0, 0]. Zpětným
dosazením dostaneme

f ∗(y1, y2) =

max
{

1
2 y2

1 +
1
2 y2

2 − 1− 1
4 y2

1 −
1
4 y2

2, 0
}

, [y1, y2] 6= [0, 0],

max
{

sup[x1,x2] 6=[0,0]
{
−1− x2

1 − x2
2
}

, 0
}

, [y1, y2] = [0, 0],

=

max
{

1
4 y2

1 +
1
4 y2

2 − 1, 0
}
= max

{
1
4

(
y2

1 + y2
2
)
− 1, 0

}
, [y1, y2] 6= [0, 0],

max
{

limx1,x2→0
(
−1− x2

1 − x2
2
)

, 0
}
= 0, [y1, y2] = [0, 0],

=

1
4

(
y2

1 + y2
2
)
− 1, y2

1 + y2
2 ≥ 4,

0, y2
1 + y2

2 ≤ 4.

Spočítejme nyní dvakrát konjugovanou funkci

f ∗∗(x1, x2) = max

 sup
y2

1+y2
2≥4

{
x1y1 + x2y2 −

1
4

(
y2

1 + y2
2

)
+ 1
}

, sup
y2

1+y2
2≤4
{x1y1 + x2y2}

 ,

kde g(y1, y2) = x1y1 + x2y2 − 1
4

(
y2

1 + y2
2
)
+ 1 má parciální derivace

g′y1
= x1 −

1
2

y1, g′y2
= x2 −

1
2

y2.

Stacionární bod se tak vyskytuje v bodě [2x1, 2x2] pro x2
1 + x2

2 ≥ 1.

%%% viz publikace OPTIMALIZACE!

f ∗∗(x1, x2) = 2
√

x2
1 + x2

2 pro x2
1 + x2

2 ≤ 1, f ∗∗(x1, x2) = 1 + x2
1 + x2

2 pro x2
1 + x2

2 ≥ 1 N
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Příklad 1.5.52.

Pro libovolná a, b > 0 určete konjugovanou funkci f ∗ pro funkci

f (x1, x2) =

1 + x2

a2 +
y2

b2 , [x, y] 6= [0, 0],

0, [x, y] = [0, 0].

Řešení. %%% PODOBNÉ 5.51!!!
f ∗(y1, y2) = 0 pro a2y2

1 + b2y2
2 ≤ 4,

f ∗(y1, y2) = −1 + a2y2
1/4 + b2y2

2/4 pro a2y2
1 + b2y2

2 ≥ 4,

f ∗∗(x1, x2) = 2
√

x2
1/a2 + x2

2/b2 pro x2
1/a2 + x2

2/b2 ≤ 1,

f ∗∗(x1, x2) = 1 + x2
1/a2 + x2

2/b2 pro x2
1/a2 + x2

2/b2 ≥ 1 N
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Příklad 1.5.53.

Pro libovolné a ∈ Rn a β ∈ R určete konjugovanou funkci f ∗ pro funkci

f (x) = 〈a, x〉+ β, x ∈ Rn

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Dle definice víme, že platí

f ∗(y) = sup
x∈Rn

{〈y, x〉 − 〈a, x〉 − β} = sup
x∈Rn

{〈y− a, x〉 − β} ,

kde y ∈ Rn. Pokud bude y = a, tak f ∗(y) = −β. V případě y > a dosáhneme suprema
přechodem všech xi → ∞ z vektoru x = (x1, . . . , xn)>. Analogicky pro y < a pošleme
všechna xi → −∞, proto f ∗(y) = ∞ pro y 6= a.

Dvakrát konjugovaná funkce dopadne jako

f ∗∗(x) = sup
y=a
{〈y, x〉+ β} = 〈a, x〉+ β,

tudíž platí Fenchelova rovnost. Funkce f byly roviny v Rn a jak víme, tak přímka/rovina
je zároveň konvexní a zároveň konkávní funkcí. N
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Příklad 1.5.54.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = 1
2‖x‖

2 = 1
2 x>x, x ∈ Rn

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f . Ukažte také, že f ≡ f ∗ právě tehdy,
když f (x) = 1

2‖x‖2.

Řešení. Definice nám říká, že platí

f ∗(y) = sup
x∈Rn

{
x>y− 1

2
x>x

}
= sup

x∈Rn

{
x>
(

y− 1
2

x
)}

= sup
x∈Rn

{
n

∑
i=1

xi

(
yi −

1
2

xi

)}
,

kde g(x) = ∑n
i=1 xi (yi − xi/2) je konkávní s parciálními derivacemi

g′xi
= yi − xi.

Položením všech parciálních derivací nule nalezneme souřadnice stacionárního bodu jako
[y1, . . . , yn] pro y ∈ Rn. Následně tento bod dosadíme zpět, abychom dostali supremum
neboli

f ∗(y) =
n

∑
i=1

yi

(
yi −

1
2

yi

)
= y>y− 1

2
y>y =

1
2

y>y =
1
2
‖y‖2

pro y ∈ Rn.

Fenchelovu rovnost dále nemusíme ověřovat přímým výpočtem dvakrát konjugované
funkce, jelikož tento výpočet by byl identický s již provedeným výpočtem konjugované
funkce, jak můžeme vidět podle f ∗(y). Proto lze ihned konstatovat, že Fenchelova rovnost
platí. Také jsme provedeným výpočtem ukázali jeden směr z ekvivalence uvedené v za-
dání.

Přistoupíme nyní k důkazu opačného směru, tj. implikace pokud f ≡ f ∗, pak f (x) =
1
2‖x‖2. Z předpokladu a při použití Lemma 2.6.3 (ii) dostaneme

f (x) + f (x) ≥ 〈x, x〉

f (x) ≥ 1
2
‖x‖2.

Na tento výsledek aplikujeme Lemma 2.6.3 (iii), tj. bereme g(x) = ‖x‖2/2, což nám impli-
kuje

f (x) ≤ 1
2
‖x‖2,

protože konjugovaná funkce g(x) je g(x), jak jsme ověřili v předchozí části. Jelikož musí
platit obě nerovnosti zároveň, tak nutně

f (x) =
1
2
‖x‖2.

N
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Příklad 1.5.55.

Pro libovolnou symetrickou a pozitivně definitní matici A ∈ Rn×n určete konjugova-
nou funkci f ∗ pro funkci

f (x) = 1 + x>Ax, x ∈ Rn

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Dle definice platí

f ∗(y) = sup
x∈Rn

{
x> (y− Ax)− 1

}
= sup

x∈Rn

{
n

∑
i=1

xi

(
yi −

n

∑
j=1

aijxj

)
− 1

}
,

kde díky pozitivní definitnosti matice A je g(x) = x> (y− Ax) − 1 konkávní. Parciální
derivace podle xi dopadne jako

g′xi
= yi −

n

∑
j=1

aijxj +
n

∑
j=1

xj(−aji).

Jelikož je navíc A symetrická (aij = aji), můžeme psát

g′xi
= yi − 2

n

∑
j=1

aijxj,

tudíž stacionární bod je řešením soustavy rovnic

y = 2Ax,

proto

x =
1
2

A−1y,

kde y ∈ Rn. Díky symetričnosti matice A bude symetrická i matice A−1. Celkem proto
platí, že

f ∗(y) =
(

1
2

A−1y
)> (

y− 1
2

AA−1y
)
− 1 =

1
2

y>A−1
(

E− 1
2

E
)

y− 1 = −1 +
1
4

y>A−1y

pro y ∈ Rn.

Pokračujeme ve výpočtu dvakrát konjugované funkce, tj.

f ∗∗(x) = sup
y∈Rn

{
y>
(

x− 1
4

A−1y
)
+ 1,

}
= sup

y∈Rn

{
n

∑
i=1

yi

(
xi −

1
4

n

∑
j=1

a′ijyj

)
+ 1

}
,
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kde parciální derivace prvního řádu konkávní funkce g(y) = y>x− 1
4 y>A−1y + 1 je

g′yi
= xi −

1
4

n

∑
j=1

a′ijyj +
n

∑
j=1

yj

(
−1

4
a′ji

)
.

Opět ze symetričnosti matice A−1 vyplývá, že

g′yi
= xi −

1
2

n

∑
j=1

a′ijyj,

tudíž stacionární bod nalezneme vyřešením maticové rovnice

x =
1
2

A−1y

neboli y = 2Ax pro x ∈ Rn. Přímým dosazením do g(y) získáváme

f ∗∗(x) = 2x>A
(

x− 1
2

A−1Ax
)
+ 1 = x>Ax + 1 = f (x)

pro x ∈ Rn, čímž jsme ověřili platnost Fenchelovy rovnosti. N

16. prosince 2020 © Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek
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Příklad 1.5.56.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = ‖x‖ =
√

x>x, x ∈ Rn

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Dosazením do definice dostáváme

f ∗(y) = sup
x∈Rn

{
x>y−

√
x>x

}
= sup

x∈Rn

{
n

∑
i=1

xiyi −
√

n

∑
i=1

x2
i

}
,

kde g(x) = x>y−
√

x>x je konkávní s

g′xi
= yi −

xi√
∑n

i=1 x2
i

.

Stacionární bod tak nalezneme pomocí rovnosti

y =
x
‖x‖

y>y = 1

‖y‖ = 1

%%% JINÝ POSTUP s duální normou
f ∗(y) = 0 pro sup‖x‖≤1 x>y ≤ 1, f ∗(y) = ∞ pro sup‖x‖≤1 x>y > 1 N
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Příklad 1.5.57.

Pro libovolné α > 1 určete konjugovanou funkci f ∗ pro funkci

f (x) =
1
α

n

∑
i=1
|xi|α , x ∈ Rn

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Podle definici máme, že

f ∗(y) = sup
x∈Rn

{
n

∑
i=1

xiyi −
1
α

n

∑
i=1
|xi|α

}
= sup

x∈Rn

{
n

∑
i=1

xiyi −
1
α

n

∑
i=1

(sgn xi)
α xi

α

}
,

kde g(x) = ∑n
i=1 xiyi − 1

α ∑n
i=1 |xi|α má parciální derivace prvního řádu

g′xi
= yi − (sgn xi)

α xα−1
i

a parciální derivace druhého řádu

g′′xixi
= − (α− 1) (sgn xi)

α xα−2
i = − (α− 1) (sgn xi)

α−2 xα−2
i = − (α− 1) |xi|α−2 ,

g′′xixj
= 0

pro j 6= i. Hessova matice je tak negativně definitní (α > 1), proto je g(x) konkávní. Stacio-
nární bod nalezneme pomocí parciálních derivací prvního řádu, tj.

yi = (sgn xi)
α xα−1

i

xα−1
i = (sgn xi)

α yi

xi = (sgn xi)
α

α−1 y
1

α−1
i

|xi| = (sgn xi)
1

α−1 y
1

α−1
i

|xi| = (sgn xi · yi)
1

α−1 ,

kde sgn xi = sgn yi, jak lze vidět z poslední rovnosti, proto

xi = (sgn yi)
α

α−1 y
1

α−1
i .

Dosad’me tento bod do funkce g, abychom našli supremum neboli konjugovanou funkci

f ∗(y) =
n

∑
i=1

(sgn yi)
α

α−1 y
α

α−1
i − 1

α

n

∑
i=1

(sgn yi · yi)
α

α−1 =

(
1− 1

α

) n

∑
i=1
|yi|

α
α−1 =

1
β

n

∑
i=1
|yi|β

pro y ∈ Rn a β := α/(α− 1).
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Ověření Fenchelovy rovnosti je již snadné. Při výpočtu dvakrát konjugované funkce by-
chom došli k výsledku

f ∗∗(x) =
1
γ

n

∑
i=1
|xi|γ

pro x ∈ Rn a kde

γ =
β

β− 1
=

α
α−1

1
α−1

= α,

tudíž Fenchelova rovnost opravdu platí. N
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Příklad 1.5.58.

Určete konjugovanou funkci f ∗ pro

f (x) = −
n

∑
i=1

ln xi, x ∈ Rn
++

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Nejprve dosadíme do definice konjugované funkce

f ∗(y) = sup
x∈Rn

++

{
n

∑
i=1

xiyi +
n

∑
i=1

ln xi

}
,

kde parciální derivace prvního řádu funkce g(x) = ∑n
i=1 xiyi + ∑n

i=1 ln xi dopadnou jako

g′xi
= yi +

1
xi

a parciální derivace druhého řádu jako

g′′xixi
= − 1

x2
i

,

g′′xixj
= 0,

pro j 6= i. Hessova matice (matice druhých parciálních derivací) je tak negativně definitní,
tudíž g(x) je konkávní. Stacionární bod funkce g(x) nalezneme v bodě [−1/y1, . . . ,−1/yn]

pro yi < 0 neboli y ∈ Rn
−−. Konjugovanou funkce získáme dosazením stacionárního bodu

do funkce g(x), tj.

f ∗(y) =
n

∑
i=1

(−1) +
n

∑
i=1

ln
−1
yi

= −n−
n

∑
i=1

ln(−yi)

pro y ∈ Rn
−−. Pokud by alespoň jedno yi ≥ 0, tak limitním přechodem daného xi → ∞ (a

vhodně zvolenými ostatními xj pro j 6= i) bude f ∗(y) = ∞.

Spočítejme dále dvakrát konjugovanou funkci neboli

f ∗∗(x) = sup
y∈Rn

−−

{
n

∑
i=1

xiyi + n +
n

∑
i=1

ln(−yi)

}
,

kde konkávní funkce g(y) = ∑n
i=1 xiyi + n + ∑n

i=1 ln(−yi) má parciální derivace

g′yi
= xi +

1
yi

.

16. prosince 2020 © Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek



346 I. Základy konvexní analýzy

Stacionární bod se tak nachází v bodě [−1/x1, . . . ,−1/xn] pro x ∈ Rn
++. Zpětným dosaze-

ním proto dostáváme

f ∗∗(x) =
n

∑
i=1

(−1) + n−
n

∑
i=1

ln xi = −
n

∑
i=1

ln xi

pro x ∈ Rn
++. V případě, že alespoň jedno xi ≤ 0, tak opět limitním přechodem přísluš-

ného yi → −∞ a vhodně zvolenými ostatními yj pro j 6= i dosáhneme suprema v ∞ neboli
f ∗∗(x) = ∞. Tímto jsme ověřili platnost f ∗∗ = f . N
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Příklad 1.5.59.

Pro libovolné α > 0 určete konjugovanou funkci f ∗ pro funkci

f (x) =
1
α

n

∑
i=1

xi ln(xi), x ∈ Rn
++

a ověřte platnost Fenchelovy rovnosti f ∗∗ = f .

Řešení. Podle definice víme, že platí

f ∗(y) = sup
x∈Rn

++

{
n

∑
i=1

xiyi −
1
α

n

∑
i=1

xi ln(xi)

}
,

kde pro g(x) = ∑n
i=1 xiyi − 1

α ∑n
i=1 xi ln(xi) spočítáme všechny parciální derivace. Parciální

derivace prvního řádu jsou ve tvaru

g′xi
= yi −

1
α
(ln xi + 1)

a parciální derivace druhého řádu tak dopadnou následovně

g′′xixi
= − 1

αxi

g′′xixj
= 0

pro j 6= i. Hessova matice je tak negativně definitní (α > 0), tudíž g(x) je konkávní. Bu-
deme proto hledat stacionární bod (maximum). Položíme první parciální derivace rovny
nule a počítáme

yi =
1
α
(ln xi + 1)

ln xi = αyi − 1

xi = eαyi−1

pro y ∈ Rn. Našli jsme stacionární bod se souřadnicemi [eαy1−1, . . . , eαyn−1] pro y ∈ Rn.
Hledané supremum neboli konjugovaná funkce proto dopadne jako

f ∗(y) =
n

∑
i=1

yieαyi−1 − 1
α

n

∑
i=1

eαyi−1 (αyi − 1) =
1
α

n

∑
i=1

eαyi−1

pro y ∈ Rn.

Nyní ověříme Fenchelovu rovnost. Pro dvakrát konjugovanou funkci platí

f ∗∗(x) = sup
y∈Rn

{
n

∑
i=1

xiyi −
1
α

n

∑
i=1

eαyi−1

}
,
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kde konkávní funkce g(y) = ∑n
i=1 xiyi − 1

α ∑n
i=1 eαyi−1 má parciální derivace

g′yi
= xi − eαyi−1.

Stacionární bod tak nalezneme se souřadnicemi [(ln x1 + 1)/α, . . . , (ln xn + 1)/α] pro x ∈
Rn

++. Dosazením zpět do g(y) ihned dostáváme, že

f ∗∗(x) =
n

∑
i=1

1
α

xi (ln xi + 1)− 1
α

n

∑
i=1

xi =
1
α

n

∑
i=1

xi ln xi

pro x ∈ Rn
++. V případě, že by alespoň jedno xi ≤ 0, neomezeným zmenšením daného yi

dosáhneme toho, že f ∗∗(x) = ∞, protože

lim
yi→−∞

eαyi−1 = 0.

Fenchelova rovnost tak platí a f (x) je opravdu konvexní funkcí. N
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Příklad 1.5.60.

Dokažte: Necht’ g : R→ R je sudá funkce. Definujeme-li f (x) := g(‖x‖), pak platí

f ∗(y) = g∗(‖y‖∗),

kde ‖y‖∗ := sup{〈x, y〉 , x ∈ Rn, ‖x‖ = 1} je tzv. kanonická norma.

Řešení. %%% DŮKAZ! N
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Kapitola II.
Numerické metody řešení
úloh matematického
programování

II. 1. Numerické metody v R

Příklad 2.1.1.

Nalezněte přibližné řešení úlohy

f (x) = 3x2 − 4x + 2→ min

na intervalu I = [0, 1] pomocí

(a) metody prostého dělení s N = 7;

(b) metody prostého dělení s N = 6 a volbou δ = 0, 1;

(c) metody půlení intervalu s N = 6 a volbou δ = 0, 1;

(d) metody zlatého řezu s N = 5 (při výpočtu pracujte s hodnotou 1
τ = 2

1+
√

5
=

0, 618);

(e) Fibonacciho metody s N = 6 a volbou δ = 0, 05.

Bez znalosti přesného řešení také odhadněte maximální chybu, které se při těchto
aproximacích dopustíte.

Řešení. (a) Metoda prostého dělení postupuje následujícím způsobem. Nejprve rozdě-
líme zadaný interval N dělicími body

xi := a +
b− a
N + 1

i, i = 1, . . . , N

na N + 1 částí. Poté v nalezených bodech vyčíslíme funkci a najdeme minimum
z hodnot f (xi), necht’ nastane např. v bodě xj. Z teorie víme, že minimum funkce
(ozn. x∗) na zadaném intervalu se jistě nachází v [xj−1, xj+1]. Tento interval nazý-
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váme intervalem lokalizace minima, za aproximaci x∗ vezmeme jeho střed, tj. bod

x̂ =
xj−1 + xj+1

2
.

Prvním krokem řešení zadané úlohy je nalezení dělicích bodů podle vzorce uvede-
ného výše. V našem případě můžeme využít 7 vyčíslení, a tedy 7 dělicích bodů. Tyto
body jsou postupně

x1 = 0 +
1− 0
7 + 1

· 1 =
1
8

, x2 = 0 +
1− 0
7 + 1

· 2 =
2
8

,

x3 =
3
8

, x4 =
4
8

, x5 =
5
8

, x6 =
6
8

, x7 =
7
8

.

Nyní v těchto bodech vyčíslíme zadanou funkci, čímž získáme

f (x1) = 3
(

1
8

)2

− 4
(

1
8

)
+ 2 =

99
64

= 1, 546875,

f (x2) =
19
16

= 1, 1875, f (x3) =
59
64

= 0, 921875, f (x4) =
3
4

,

f (x5) =
43
64

= 0, 671875, f (x6) =
11
16

= 0, 6875, f (x7) =
51
64

= 0, 796875.

Nejmenší hodnoty nabývá funkce v bodě x5, minimum se tedy jistě nachází v inter-
valu [x4, x6] =

[
1
2 , 3

4

]
. Vzhledem k tomu, že v metodě prostého dělení s lichým po-

čtem vyčíslení jsou od sebe všechny body stejně daleko, je středem intervalu právě
bod x5. Aproximací bodu, ve kterém funkce nabude minima, je tak

x̂ = x5 =
5
8

.

Nyní se podíváme na odhad maximální chyby, které jsme se při této aproximaci
mohli dopustit. Šířka výsledného intervalu lokalizace minima je `N = 2 b−a

N+1 . Vzhle-
dem k tomu, že za aproximaci bereme střed nalezeného intervalu, se můžeme dopus-
tit maximálně chyby ε = 1

2`N, neboli ε = b−a
N+1 . V našem případě jsme se tak dopustili

chyby nejvýše εmax = 1
8 .

(b) V případě, že máme minimum aproximovat pomocí metody prostého dělení se su-
dým počtem vyčíslení, postupujeme obdobně jako v předchozí části příkladu. Jediné,
co se liší, je způsob výpočtu dělicích bodů. V případě sudého N využijeme vztahy

x2i := a +
b− a
k + 1

i a x2i−1 := x2i − δ, i = 1, . . . , k := N/2,

pomocí nichž dostaneme

x2 = 0 +
1− 0
3 + 1

· 2 = 0, 25 a x1 = x2 − δ = 0, 25− 0, 1 = 0, 15.
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Pro další dělicí body postupujeme obdobně, čímž získáme

x3 = 0, 4, x4 = 0, 5, x5 = 0, 65, x6 = 0, 75.

Nyní v těchto bodem vyčíslíme funkci, čímž obdržíme

f (x1) =
587
400

= 1, 4675, f (x2) =
19
16

= 1, 1875, f (x3) =
22
25

= 0, 88,

f (x4) =
3
4

, f (x5) =
267
400

= 0, 6675, f (x6) =
11
16

= 0, 6875.

Minimum nastává v bodě x5, interval lokalizace minima je tedy [x4, x6] =
[

1
2 , 3

4

]
.

Přibližné řešení úlohy je stejně jako v předchozím případě bod

x̂ =
5
8

,

jež je středem nalezeného intervalu.

Nyní se opět podívejme na maximální chybu, které jsme se mohli dopustit. Délka in-
tervalu lokalizace minima je v případě využití sudého počtu vyčíslení v metodě pros-
tého dělení maximálně `N = b−a

1+N/2 + δ, největší možná chyba je opět polovina `N,
nebot’ přibližné řešení se nachází ve středu výsledného intervalu. Maximální chyba,
které jsme se dopustili, tak je

1
2

(
b− a

1 + N/2
+ δ

)
=

1
2

(
1− 0
1 + 3

+ 0, 1
)
=

7
40

= 0, 175.

Čtenář snadno ověří, že v našem příkladu je výsledný interval dlouhý 1/4, výsledná
maximální chyba tak je εmax = 1

8 , stejně jako v předchozí části příkladu.

(c) Metoda půlení intervalu, na rozdíl od metody prostého dělení, pracuje iterativně. Její
princip spočívá v tom, že v každém kroku určíme dva dělicí body, jež jsou stejně da-
leko od středu intervalu, a jim příslušnou hodnotu funkce. Porovnáním těchto dvou
hodnot potom určíme, v jaké části intervalu se minimum nemůže nacházet, interval
o tuto část zkrátíme, najdeme nové dva dělicí body a postupujeme jako v předcho-
zím kroku. V každém kroku metody tak využijeme dvě vyčíslení, počet kroků je
tedy k = N/2. Přibližné řešení poté najdeme jako střed výsledného intervalu. Body,
ve kterých budeme funkci vyčíslovat, v tomto případě určíme s využitím vztahů

x−i =
ai + bi

2
− δ a x+i =

ai + bi

2
+ δ,

kde ai a bi značí krajní body intervalu v daném kroku. Označme si I1 = [a1, b1] = [0, 1]
zadaný interval. V prvním kroku pomocí výše uvedených vztahů dostaneme body

x−1 =
0 + 1

2
− 0, 1 = 0, 4 a x+1 =

0 + 1
2

+ 0, 1 = 0, 6.
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Funkční hodnoty v těchto bodech jsou

f (x−1 ) =
22
25

= 0, 88 a f (x+1 ) =
17
25

= 0, 68,

platí tedy f (x−1 ) > f (x+1 ). Z teorie víme, že v tomto případě minimum jistě nenastane
v intervalu [0, x−1 ], v následujícím kroku tak pracujeme s intervalem I2 = [0, 4; 1]. Ve
druhém kroku jsou body

x−2 =
0, 4 + 1

2
− 0, 1 = 0, 6 a x+2 =

0, 4 + 1
2

+ 0, 1 = 0, 8

a příslušné funkční hodnoty

f (x−2 ) =
17
25

= 0, 68 a f (x+2 ) =
18
25

= 0, 72.

Protože platí f (x−2 ) < f (x+2 ), funkce nenabude svého minima v intervalu [0, 8; 1]. Ve
třetím (posledním) kroku tak pracujeme s I3 = [0, 4; 0, 8]. Hledané body jsou nyní

x−3 =
0, 4 + 0, 8

2
− 0, 1 = 0, 5 a x+3 =

0, 4 + 0, 8
2

+ 0, 1 = 0, 7

a příslušné funkční hodnoty

f (x−3 ) =
3
4
= 0, 75 a f (x+3 ) =

67
100

= 0, 67,

z čehož plyne, že minimum nenastane v intervalu [0, 4; 0, 5]. Výsledný interval loka-
lizace minima je tedy I = [0, 5; 0, 8], prostředkem tohoto intervalu je hledaná aproxi-
mace

x̂ = 0, 65.

Ještě před tím, než se podíváme na odhad maximální možné chyby, které jsme se
při aproximaci dopustili, si podrobněji okomentujeme druhý krok příkladu. Čtenář
si jistě všiml, že bod x−2 je totožný s bodem x+1 , funkční hodnotu v tomto bodě jsme
tak ve druhém kroku metody již znali. Celkem jsme tedy využili pouze pět vyčíslení.
Poslední zbývající vyčíslení však nemůžeme použít, nebot’ k dalšímu kroku metody
bychom potřebovali vyčíslení dvě. K tomuto výsledku došlo konkrétním tvarem za-
daní. Čtenář se snadno přesvědčí, že v případě, kdy bychom zvolili δ = 0, 05, bychom
v průběhu metody nedostali dvakrát stejný bod. Využili bychom tak všechna vyčís-
lení.

Délka výsledného intervalu lokalizace minima je v případě metody půlení intervalu

rovna `k =
b−a
2k + δ(2k−1)

2k−1 . Největší možná chyba, které jsme se mohli dopustit, je opět
rovna polovině tohoto výrazu, v našem příkladu konkrétně

εmax =
1
2

(
1− 0

23 +
0, 1(23 − 1)

23−1

)
=

3
20

= 0, 15.
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(d) Metoda zlatého řezu, na rozdíl od metody půlení intervalu, potřebuje v každém
kroku, kromě prvního, pouze jedno vyčíslení. Postup jednotlivých kroků je následu-
jící. Označme `0 délku zadaného intervalu. V prvním kroku vypočítáme ze vztahů

λi = ai +
`0

τi+1 a µi = ai +
`0

τi

hodnoty prvních dvou bodů, ve kterých funkci vyčíslíme. Obdobně jako v metodě
půlení intervalu pak určíme, v jaké části intervalu nemůže funkce nabýt minima
a interval o danou část zkrátíme. Délka intervalu lokalizace minima na konci i-tého
kroku (po i + 1 vyčísleních) je tedy `0/τi.

V tomto kroku se z jednoho z nalezených bodů (λi a µi) stane krajní bod intervalu pro
další krok, druhý zůstane uvnitř intervalu. V dalším kroku opět najdeme hodnoty
λi+1, µi+1, přičemž vždy platí, že λi < µi. Jedna z těchto hodnot je ovšem stejná, jako
hodnota, která zůstala uvnitř intervalu v předchozím kroku, neboli platí λi+1 = µi

v případě, že uvnitř intervalu zůstalo µi a µi+1 = λi v případě opačném. Funkční
hodnotu tak stačí vyčíslit pouze v nově nalezeném bodě. V případě, že máme povo-
lených N vyčíslení, provedeme N − 1 kroků metody. Výslednou aproximací je opět
střed posledního nalezeného intervalu.

Metodu zahájíme označením `0 = 1− 0 = 1. Body, ve kterých vyčíslíme zadanou
funkci, získáme s využitím vztahů uvedených výše následujícím způsobem

λ1 = 0 +
1

τ1+1 =
1
τ2 = 0, 6182 = 0, 381924 a µ1 = 0 +

1
τ1 = 0, 618.

Funkční hodnoty v těchto bodech jsou

f (λ1) = 0, 9099018253 a f (µ1) = 0, 673772.

Vzhledem k tomu, že platí f (λ1) > f (µ1), minimum jistě nenastane v intervalu
[0; λ1] =

[
0; 1

τ2

]
. V následujícím kroku tedy pracujeme s intervalem I2 =

[
1
τ2 ; 1

]
,

jehož délka je `1 = 1− 1
τ2 = τ2−1

τ2 = τ
τ2 = 1

τ . Bod µ1 je uvnitř intervalu, dojde tedy
k rovnosti λ2 = µ1. Hodnotu µ2 vypočítáme jako

µ2 =
1
τ2 +

1
τ2 =

2
τ2 = 2 · 0, 6182 = 0, 763848.

Vyčíslením v nalezeném bodě získáme funkční hodnotu, která je

f (µ2) = 0, 6949993013,

platí tedy nerovnost f (λ2) < f (µ2). Z toho plyne, že minimum jistě neleží v intervalu
[µ2; 1] =

[
2
τ2 ; 1

]
. Ve třetím kroku tak pracujeme s intervalem I3 =

[
1
τ2 ; 2

τ2

]
o délce

`2 = 2
τ2 − 1

τ2 = 1
τ2 . Pro bod µ3 platí rovnost

µ3 = λ2 = µ1 =
1
τ

,
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bod λ3 vypočítáme jako

λ3 =
1
τ2 +

1
τ4 = 0, 5277899418.

Porovnáním funkční hodnoty f (λ3) = 0, 7245269008 a f (µ3) = f (µ1) = 0, 673772
dostaneme f (λ3) > f (µ3), z čehož plyne, že funkce svého minima nenabude v inter-
valu

[
1
τ2 ; 1

τ2 +
1
τ4

]
. Jelikož jsme již využili čtyři vyčíslení, zbývá nám poslední krok

metody, ve kterém pracujeme s intervalem I4 =
[

1
τ2 +

1
τ4 ; 2

τ2

]
, jehož délka je `3 =

2
τ2 − 1

τ2 − 1
τ4 = 1

τ2 − 1
τ4 = τ2−1

τ4 = τ
τ4 = 1

τ3 . Vzhledem k tomu, že uvnitř intervalu se
nachází bod µ3 dojde k rovnosti λ4 = µ3. Bod µ4 získáme jako

µ4 =
1
τ2 +

1
τ4 +

1
τ4 =

1
τ2 +

2
τ4 = 0, 6736558836.

Vyčíslením funkce v tomto bodě dostaneme

f (µ4) = 0, 6668132141,

platí tak f (λ4) > f (µ4) a výsledný interval lokalizace minima je I =
[

1
τ ; 2

τ2

]
. Aproxi-

mací nalezenou metodou zlatého řezu je střed tohoto intervalu, tj. bod

x̂ = 0, 690924.

Délka výsledného intervalu je

`N−1 = `4 =
`0

τN−1 =
1
τ4 .

Maximální chyba, které jsme se mohli při aproximaci dopustit, je opět rovna polovině
této délky, v našem případě tedy

εmax =
1
2
· 1

τ4
.
= 0, 07293.

(e) Fibonaciho metoda, stejně jako metoda zlatého řezu, stojí na myšlence využití pouze
jednoho vyčíslení v každém kroku, vyjma prvního. Jednotlivé body najdeme vždy
s využitím vztahů

λi = ai +
FN−i−1

FN
`0 a µi = ai +

FN−i

FN
`0,

kde FN označují čísla Fibonacciho posloupnosti, `0 délku zadaného intervalu a ai

levý krajní bod intervalu v i-tém kroku metody, i ∈ 1, . . . , N − 2. Stejně jako v me-
todě zlatého řezu je vždy bod λi blíže levému krajnímu bodu než bod µi, neboli platí
λi < µi. Navíc opět platí, že hodnotu, která se nachází uvnitř intervalu, využijeme
i v dalším kroku. V případě, že v i-tém kroku zůstane uvnitř intervalu hodnota µi,
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dojde v i + 1-ním kroku k rovnosti λi+1 = µi, a naopak. V metodě tedy pracujeme
tak, že vždy najdeme hodnoty λi a µi, vyčíslíme v nich zadanou funkci a určíme in-
terval, ve kterém jistě nenastane minimum. V dalším kroku poté pracujeme se zkrá-
ceným intervalem. Tento postup využijeme ve všech krocích, kromě posledního, tj.
kroku N − 1, ve kterém bychom již aplikováním algoritmu nedostali žádný nový
bod. V posledním kroku tak využijeme vztahy

λN−1 = aN−1 +
1

FN
`0 a µN−1 = aN−1 +

1
FN

`0 + δ pro δ > 0, (2.1.1)

nebo

λN−1 = aN−1 +
1

FN
`0 + δ a µN−1 = aN−1 +

1
FN

`0 pro δ < 0,

čímž získáme poslední bod, ve kterém opět vyčíslíme funkci. Dále již známým způ-
sobem určíme interval, ve kterém nenastane minimum, a dostaneme výsledný inter-
val lokalizace minima. Za aproximaci minima již klasicky vezmeme jeho střed.

Označme `0 = 1 délku původního intervalu, I1 = [0, 1]. Podle vztahů uvedených
výše nyní vypočteme hodnoty

λ1 = 0 +
F6−1−1

F6
`0 =

F4

F6
=

5
13

a µ1 = 0 +
F6−1

F6
`0 =

F5

F6
=

8
13

.

Vyčíslením funkce v těchto bodech dostaneme

f (λ1) =
153
169

.
= 0, 905325 a f (µ1) =

114
169

.
= 0, 67456,

ze kterých víme, že platí f (λ1) > f (µ1). Minimum se tedy jistě nenachází v intervalu
[0, λ1], o který původní interval zkrátíme. Ve druhém kroku pracujeme s intervalem
I2 = [5/13, 1]. Vzhledem k tomu, že se uvnitř intervalu nachází bod µ1, víme, že
dojde k rovnosti λ2 = µ1, což čtenář snadno ověří dosazením do uvedených vzorců.
Hodnotu µ2 pak získáme jako

µ2 =
5

13
+

FN−2

FN
`0 =

5
13

+
F4

F6
=

5
13

+
5
13

=
10
13

.

Funkční hodnota v tomto bodě je

f (µ2) =
118
169

.
= 0, 69822,

porovnáním funkčních hodnot ve druhém kroku získáme f (λ2) < f (µ2). Z toho
plyne, že funkce svého minima nenabude v intervalu [µ2, 1], ve třetím kroku tak pra-
cujeme s I3 = [5/13, 10/13]. Pro bod µ3 dojde k rovnosti µ3 = λ2 = µ1, pro λ3 máme

λ3 =
5

13
+

FN−3−1

FN
`0 =

5
13

+
F2

F6
=

5
13

+
2

13
=

7
13

.
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Vyčíslením v tomto bodě dostaneme hodnotu

f (λ3) =
121
169

.
= 0, 715976,

platí tedy f (λ3) > f (µ3) a interval, ve kterém hledáme minimum, zkrátíme o část
[5/13, 7/13]. Ve čtvrtém kroku metody pracujeme s intervalem I4 = [7/13, 10/13].
V tomto kroku dojde k rovnosti λ4 = µ3 = λ2 = µ1, bod µ4 je

µ4 =
7
13

+
FN−4

FN
`0 =

7
13

+
F2

F6
=

7
13

+
2

13
=

9
13

.

Příslušná funkční hodnota je

f (µ4) =
113
169

,

dojde tak k situaci, ve které interval zkrátíme o [7/13, 8/13], nebot’ platí f (λ4) >

f (µ4). Doposud jsme využili pět vyčíslení, k dispozici nám zbývá pouze jedno. Kdy-
bychom nyní postupovali podle vztahů, které již známe, nedostali bychom žádný
nový bod, což může čtenář dosazením snadno ověřit. V pátém kroku, ve kterém pra-
cujeme s I5 = [8/13, 10/13], tak využijeme rovnost λ5 = µ4 a vztah (2.1.1), čímž
získáme

µ5 =
8

13
+

1
F6

+ δ =
8

13
+

1
13

+
1
20

=
193
260

.

Vyčíslíme-li funkci v bodě µ5, dostaneme

f (µ5)
.
= 0, 683832,

dojde tak k nerovnosti f (λ5) < f (µ5). Výsledný interval lokalizace minima je z to-
hoto důvodu I = [8/13, 193/260] a aproximací minima je bod

x̂ =
353
520

.
= 0, 678846,

který se nachází v jeho středu.

Nyní se podíváme na hodnotu maximální chyby, které jsme se při aproximaci mohli
dopustit. Délka výsledného intervalu v případě využití Fibonacciho metody je maxi-
málně

`N−1 =
`0

FN
+ |δ|.

Maximální chyba je opět rovna polovině této délky, v našem případě tedy

εmax =
1
2

(
`0

FN
+ |δ|

)
=

1
2

(
1

13
+ 0, 05

)
=

33
520

.
= 0, 06346.

N
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Příklad 2.1.2.

S využitím metody prostého dělení určete přibližné řešení úlohy

f (x) = −4 sin x(1 + cos x)→ min

na intervalu I = [0, π/2] s volbou N = 5. Bez znalosti přesného řešení také odhadněte
maximální chybu, které se při této aproximaci dopustíte.

Řešení. Řešení zahájíme nalezením dělicích bodů, které jsou z důvodu lichého N ve tvaru

xi = a +
b− a
N + 1

i.

Máme tedy

x1 =
π

12
, x2 =

π

6
, x3 =

π

4
, x4 =

π

3
, x5 =

5π

12
.

Nyní funkci v těchto bodech vyčíslíme, čímž dostaneme hodnoty

f (x1)
.
= −2, 03528, f (x2) = −2−

√
3 .
= −3, 73205, f (x3) = −2− 2

√
2 .
= −4, 82843,

f (x4) = −3
√

3 .
= −5, 19615, f (x5)

.
= −4, 8637.

Vzhledem k tomu, že funkce nejmenší hodnoty nabude v bodě x4, leží minimum v inter-
valu [x3, x5] = [π/4, 5π/12]. Středem tohoto intervalu je bod

x̂ = x4 =
π

3
,

který je naší hledanou aproximací.
Maximální chyba, které jsme se při aproximaci mohli dopustit, je

εmax =
b− a
N + 1

=
π
2
6
=

π

12
.

N
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360 II. Numerické metody řešení úloh matematického programování

Příklad 2.1.3.

S využitím metody prostého dělení určete přibližné řešení úlohy

f (x) = x2 +
√

x− 15→ min

na intervalu I = [0, 4] s volbou N = 6 a δ = 0, 1. Bez znalosti přesného řešení také
odhadněte maximální chybu, které se při této aproximaci dopustíte.

Řešení. Výpočet opět zahájíme nalezením dělicích bodů, které jsou ve tvaru

x2i := a +
b− a
k + 1

i a x2i−1 := x2i − δ, i = 1, . . . , k := N/2.

Dělicí body jsou

x1 = 0, 9, x2 = 1, x3 = 1, 9, x4 = 2, x5 = 2, 9, x6 = 3.

Dosazením nalezených bodů do zadané funkce dostaneme

f (x1)
.
= −13, 24132, f (x2) = −13, f (x3) = −10, 011595,

f (x4) = −11 +
√

2 .
= −9, 585786, f (x5)

.
= −4, 88706, f (x6) = −6 +

√
3 .
= −4, 26795,

z čehož vidíme, že funkce své nejmenší hodnoty nabývá v bodě x1. Výsledný interval
lokalizace minima je tedy [x0, x2] = [0, 1], hledaná aproximace je bod

x̂ =
1
2

.

Maximální chyba, které jsme se při aproximaci mohli dopustit, je

εmax =
1
2

(
b− a

1 + N/2
+ δ

)
=

1
2

(
4

1 + 3
+ 0, 1

)
= 0, 55.

N
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Příklad 2.1.4.

S využitím metody půlení intervalu určete přibližné řešení úlohy

f (x) =
e−x−x
ex−x

→ min

na intervalu I = [−1, 4] s volbou N = 8 a δ = 1/5. Bez znalosti přesného řešení také
odhadněte maximální chybu, které se při této aproximaci dopustíte.

Řešení. Při řešení využijeme vztahy

x−i =
ai + bi

2
− δ a x+i =

ai + bi

2
+ δ,

kde ai a bi značí krajní body intervalu v daném kroku. V prvním kroku pracujeme přímo se
zadaným intervalem, tj. I1 = [−1, 4]. První dva body, ve kterých budeme funkci vyčíslovat,
jsou

x−1 =
−1 + 4

2
− 1

5
=

13
10

a x+1 =
−1 + 4

2
+

1
5
=

17
10

.

Vyčíslením funkce v těchto bodech dostaneme hodnoty

f (x−1 )
.
= −0, 43366 a f (x+1 )

.
= −0, 40205,

platí tedy f (x−1 ) < f (x+1 ), z čehož plyne, že se minimum jistě nenachází v intervalu [x+1 , 4].
Ve druhém kroku tak pracujeme s intervalem I2 = [−1, 17/10]. Podle stejného vztahu opět
určíme body, jež jsou

x−2 =
−1 + 17/10

2
− 1

5
=

3
20

a x+2 =
−1 + 17/10

2
+

1
5
=

11
20

,

dosazením těchto bodů do zadané funkce získáme

f (x−2 )
.
= 0, 702396 a f (x+2 )

.
= 0, 02776.

Platí tedy f (x−2 ) > f (x+2 ), minimum nemůže nastat v intervalu [−1, x−2 ]. Ve třetím kroku
máme interval I3 = [3/20, 17/10], hledané body jsou

x−3 =
3/20 + 17/10

2
− 1

5
=

29
40

a x+3 =
3/20 + 17/10

2
+

1
5
=

9
8

.

Vyčíslením funkce v těchto bodech dostaneme

f (x−3 )
.
= −0, 17964 a f (x+3 )

.
= −0, 40934.

Vidíme, že platí f (x−3 ) > f (x+3 ), interval tedy zkrátíme zleva o [3/20, 29/40]. V posledním
kroku metody pracujeme s intervalem I4 = [29/40, 17/10] a body

x−4 =
29/40 + 17/10

2
− 1

5
=

81
80

a x+4 =
29/40 + 17/10

2
+

1
5
=

113
80

.
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Funkce v těchto bodech nabývá hodnot

f (x−4 )
.
= −0, 3731 a f (x+4 )

.
= −0, 43396,

z čehož plyne, že minimum nenastane v intervalu [3/20, 81/80], nebot’ f (x−4 ) > f (x+4 ).
Výsledný interval lokalizace minima je I = [81/80, 17/10], jehož střed

x̂ =
217
160

= 1, 35625

je hledanou aproximací.
Maximální délka výsledného intervalu je v tomto případě

`N/2 =
b− a
2N/2 +

δ(2N/2 − 1)
2N/2−1 =

5
16

+
3
8
=

11
16

= 0, 6875.

Maximální chyba, které jsme se mohli dopustit, je polovina této délky, tj.

εmax =
11
32

= 0, 34375.

N
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Příklad 2.1.5.

S využitím metody půlení intervalu určete přibližné řešení úlohy

f (x) = x− 2 sin x → min

na intervalu I = [0, π] s volbou N = 6 a δ = 0, 1. Bez znalosti přesného řešení také
odhadněte maximální chybu, které se při této aproximaci dopustíte.

Řešení. Vzhledem k tomu, že zadané N = 6, provedeme 3 kroky metody. V prvním kroku
pracujeme s intervalem I1 = [0, π]. Nejprve vypočítáme body

x−1 =
π

2
− 0, 1 .

= 1, 4708 a x+1 =
π

2
+ 0, 1 .

= 1, 6708,

jejichž dosazením do zadané funkce dostaneme

f (x−1 )
.
= −0, 51921 a f (x+1 )

.
= −0, 31921.

Vidíme, že pro tyto funkční hodnoty platí f (x−1 ) < f (x+1 ), minimum se tedy nenachází
v intervalu [x+1 , π]. Ve druhém kroku pracujeme s intervalem I2 = [0, π/2 + δ]. Body, ve
kterých vyčíslíme funkci v tomto kroku, jsou

x−2 =
π/2 + δ

2
− δ =

π

4
− δ

2
.
= 0, 7354 a x+2 =

π/2 + δ

2
+ δ =

π

4
+

3δ

2
.
= 0, 9354.

Dosazením těchto bodů do funkce dostaneme

f (x−2 )
.
= −0, 606367 a f (x+2 )

.
= −0, 67427,

platí tedy f (x−2 ) > f (x+2 ), z čehož plyne, že minima funkce nenabude v intervalu [0, x−2 ].
V posledním kroku pracujeme s I3 = [π

4 −
δ
2 , π/2 + δ] a body

x−3 =
π
4 −

δ
2 + π/2 + δ

2
− δ =

3π

8
− 3δ

4
.
= 1, 1031

a

x+3 =
π
4 −

δ
2 + π/2 + δ

2
+ δ =

3π

8
+

5δ

4
.
= 1, 3031.

Vyčíslením funkce v těchto bodech obdržíme

f (x−3 )
.
= −0, 682119 a f (x+3 )

.
= −0, 625667,

došlo tak k situaci f (x−3 ) < f (x+3 ). To znamená, že funkce nenabude svého minima v in-

tervalu [x+3 , π/2 + δ]. Výsledný interval lokalizace minima je I =
[

π
4 −

δ
2 , 3π

8 + 5δ
4

]
, jeho

střed, bod

x̂ =
5π

16
+

3δ

8
.
= 1, 01925,

je hledanou aproximací.
Maximální chyba, které jsme se při aproximaci mohli dopustit, je

εmax =
1
2

(
π

8
+

7
40

)
.
= 0, 28385.

N
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Příklad 2.1.6.

Pomocí metody zlatého řezu určete přibližné řešení úlohy

f (x) = 7x2 − 11x + 2→ min

na intervalu I = [0, 1] s volbou N = 5 (při výpočtu pracujte s hodnotou 1
τ = 2

1+
√

5
=

0, 618). Bez znalosti přesného řešení také odhadněte maximální chybu, které se při této
aproximaci dopustíte (odhad vyjádřete pomocí čísla 1

τ ).

Řešení. Vzhledem k tomu, že zadané N = 5, využijeme 4 kroky metody. Označme nejprve
`0 = 1 délku zadaného intervalu. Při řešení metodou zlatého řezu využíváme pro výpočet
bodů vztahy

λi = ai +
`0

τi+1 a µi = ai +
`0

τi .

V prvním kroku, ve kterém pracujeme s I1 = [0, 1], dosazením do vzorců dostaneme

λ1 = 0 +
1
τ2 = 0, 6182 = 0, 381924 a µ1 = 0 +

1
τ
= 0, 618.

Tyto body nyní dosadíme do zadané funkce, čímž získáme

f (λ1)
.
= −1, 180102 a f (µ1)

.
= −2, 124532.

Vidíme, že platí f (λ1) > f (µ1), funkce tedy svého minima jistě nenabývá v intervalu[
0, 1

τ2

]
. Ve druhém kroku pracujeme s intervalem I2 =

[
1
τ2 , 1

]
o délce

`1 = 1− 1
τ2 =

τ2 − 1
τ2 =

τ

τ2 =
1
τ

.

Uvnitř intervalu se nachází bod µ1, dojde tak k rovnosti λ2 = µ1 = 1
τ . Pro µ2 dostaneme

µ2 =
1
τ2 +

1
τ2 =

2
τ2 = 2 · 0, 6182 = 0, 763848,

funkční hodnota v tomto bodě je

f (µ2)
.
= −2, 318082.

Platí tedy f (λ2) > f (µ2), interval tak opět zkrátíme zleva, a to o část
[

1
τ2 , 1

τ

]
. Ve třetím

kroku pokračujeme s intervalem I3 =
[

1
τ , 1
]

, jehož délka je

`2 = 1− 1
τ
=

τ − 1
τ

=
1
τ

τ
=

1
τ2 .

Obdobně jako v předchozím kroku dojde k rovnosti λ3 = µ2 = 2
τ2 , hodnotu µ3 získáme

jako

µ3 =
1
τ
+

1
τ3 = 0, 618 + 0, 6183 .

= 0, 854029.
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Dosazením µ3 do zadané funkce dostaneme

f (µ3)
.
= −2, 28876,

a tedy f (λ3) < f (µ3). Funkce svého minima nenabývá v intervalu
[

1
τ + 1

τ3 , 1
]

, ve čtvrtém,

závěrečném kroku, proto pracujeme s I4 =
[

1
τ , 1

τ + 1
τ3

]
o délce `3 = 1

τ3 . Vzhledem k tomu,

že uvnitř tohoto intervalu se nachází hodnota λ3, dojde k rovnosti µ4 = λ3 = 2
τ2 . Hodnotu

λ4 dostaneme jako

λ4 =
1
τ
+

1
τ5 = 0, 618 + 0, 6185 .

= 0, 708145.

Funkce v tomto bodě nabývá hodnotu

f (λ4)
.
= −2, 27931,

platí tedy f (λ4) > f (µ4). Výsledný interval lokalizace minima je I =
[

1
τ + 1

τ5 , 1
τ + 1

τ3

]
,

jeho střed, bod
x̂ .
= 0, 781087,

je hledanou aproximací minima. Délka výsledného intervalu lokalizace minima je

`4 =
1
τ
+

1
τ3 −

1
τ
− 1

τ5 =
1
τ3 −

1
τ5 =

τ2 − 1
τ5 =

τ

τ5 =
1
τ4 .

Maximální chyba, které jsme se při této aproximaci mohli dopustit, je

εmax =
1
2
`4 =

1
2

(
`0

τN−1

)
=

1
2τ4

.
= 0, 07293.

N
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Příklad 2.1.7.

Pomocí metody zlatého řezu určete přibližné řešení úlohy

f (x) = tg(x2 − 3x + 1)→ min

na intervalu I = [1, 3] s volbou N = 4 (při výpočtu pracujte s hodnotou 1
τ = 2

1+
√

5
=

0, 618). Bez znalosti přesného řešení také odhadněte maximální chybu, které se při této
aproximaci dopustíte (odhad vyjádřete pomocí čísla 1

τ ).

Řešení. V tomto příkladu využijeme tři kroky metody. Nejprve označíme `0 = 2 délku
zadaného intervalu. V prvním kroku využíváme interval I1 = [1, 3]. S využitím vztahů

λi = ai +
`0

τi+1 a µi = ai +
`0

τi

vypočítáme hodnoty

λ1 = 1 +
2
τ2 = 1, 763848 a µ1 = 1 +

2
τ
=

559
250

= 2, 236.

Dosazením těchto bodů do zadané funkce získáme

f (λ1)
.
= −2, 429917 a f (µ1)

.
= −0, 856584.

Vzhledem k tomu, že f (λ1) < f (µ1), se minimum jistě nenachází v intervalu
[
1 + 2

τ , 3
]

,
o který interval lokalizace minima zkrátíme. Ve druhém kroku pracujeme s intervalem
I2 =

[
1, 1 + 2

τ

]
o délce `1 = 2

τ , uvnitř kterého leží bod λ1, jež se stává bodem µ2, tj. platí
µ2 = 1 + 2

τ2 . Bod λ2 vypočítáme jako

λ2 = 1 +
2
τ3

.
= 1, 472058.

Funkční hodnota v tomto bodě je

f (λ2)
.
= −3, 001736.

Opět tedy platí, že interval zkrátíme zprava, nebot’ f (λ2) < f (µ2), funkce tak nemůže na-
být minima v části

[
1 + 2

τ2 , 1 + 2
τ

]
. Ve třetím kroku pracujeme s intervalem I3 =

[
1, 1 + 2

τ2

]
o délce `2 = 2

τ2 . Z bodu λ2 se v tomto kroku stává bod µ3, platí tedy µ3 = 1 + 2
τ3 , bod λ3

vypočítáme jako

λ3 = 1 +
2
τ4

.
= 1, 291732.

Vyčíslením funkce v bodě λ3 dostaneme

f (λ3)
.
= −2, 623478,
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platí tedy f (λ3) > f (µ3), z čehož plyne, že se minimum nenachází v intervalu
[
1, 1 + 2

τ4

]
.

Výsledný interval lokalizace minima je I =
[
1 + 2

τ4 , 1 + 2
τ2

]
, středem tohoto intervalu je

bod
x̂ .
= 1, 5277899,

jenž je hledanou aproximací minima. Délka výsledného intervalu je

`3 = 1 +
2
τ2 − 1− 2

τ4 =
2τ2 − 2

τ4 =
2(τ2 − 1)

τ4 =
2τ

τ4 =
2
τ3 .

Maximální chyba, které jsme se při aproximaci mohli dopustit, je

εmax =
1
2
`3 =

1
2

`0

τN−1 =
1
2

2
τ3 =

1
τ3

.
= 0, 236.

N
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Příklad 2.1.8.

Pomocí Fibonacciho metody určete přibližné řešení úlohy

f (x) = 7x2 − 11x + 2→ min

na intervalu I = [0, 1] s volbou N = 5 a δ = 0, 1. Bez znalosti přesného řešení také
odhadněte maximální chybu, které se při této aproximaci dopustíte.

Řešení. Vzhledem k tomu, že N = 5, provedeme 4 kroky metody. V prvním kroku pracu-
jeme s intervalem I1 = [0, 1], jeho délku označíme `0 = 1. Nyní již podle vztahů

λi = ai +
FN−i−1

FN
`0 a µi = ai +

FN−i

FN
`0,

vypočítáme body λ1 a µ1, máme tedy

λ1 = 0 +
F3

F5
· 1 =

3
8

a µ1 = 0 +
F4

F5
· 1 =

5
8

.

Nyní v těchto bodech vyčíslíme funkci, čímž dostaneme

f (λ1) = −
73
64

= −1, 140625 a f (µ1) = −
137
64

= −2, 140625,

platí tedy f (λ1) > f (µ1). Minimum zadané funkce se jistě nenachází v intervalu [0, 3/8],
o který můžeme interval lokalizace minima zkrátit. Ve druhém kroku pracujeme s interva-
lem I2 = [3/8, 1]. Vzhledem k tomu, že se uvnitř intervalu nachází bod µ1, dojde k rovnosti
λ2 = µ1 = 5/8, pro µ2 platí

µ2 =
3
8
+

F3

F5
· 1 =

3
8
+

3
8
=

6
8
=

3
4

.

Dosazením hodnoty µ2 do zadané funkce dostaneme funkční hodnotu

f (µ2) = −
37
16

= −2, 3125.

Jsme v situaci, kdy platí f (λ2) > f (µ2), funkce tak svého minima nenabude v intervalu
[3/8, 5/8]. Ve třetím kroku pracujeme s intervalem I3 = [5/8, 1]. Obdobně jako v předcho-
zím kroku dojde k rovnosti λ3 = µ2 = 3/4, bod µ3 dostaneme jako

µ3 =
5
8
+

F2

F5
· 1 =

5
8
+

2
8
=

7
8

.

Funkční hodnota v bodě µ3 je

f (µ3) = −
145
64

= −2, 265625.

Ve třetím kroku platí nerovnost f (λ3) < f (µ3), interval, ve kterém hledáme minimum,
tak můžeme zkrátit o [7/8, 1]. Ve čtvrtém kroku pracujeme s intervalem I4 = [5/8, 7/8].
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Kdybychom v této situaci využili vzorce uvedené výše, dostali bychom pouze jeden bod
(a to 3/4), což čtenář snadno ověří dosazením. V tomto kroku tak, kvůli kladné hodnotě
δ = 0, 1, využijeme vztahy

λN−1 = aN−1 +
1

FN
`0 a µN−1 = aN−1 +

1
FN

`0 + δ,

čímž získáme
λ4 =

5
8
+

1
8
· 1 =

3
4

a µ4 =
5
8
+

1
8
· 1 + 1

10
=

85
100

.

Vyčíslením funkce v novém bodě µ4 dostaneme

f (µ4) = −
917
400

= −2, 2925,

platí tedy f (λ4) < f (µ4), výsledný interval lokalizace minima je tak [5/8, 85/100]. Nyní
již zbývá pouze určit střed tohoto intervalu, kterým je bod

x̂ =
59
80

= 0, 7375,

jenž je hledanou aproximací Fibonacciho metodou.
Maximální chyba, které jsme se při aproximaci mohli dopustit, je

εmax =
1
2

(
`0

FN
+ |δ|

)
=

1
2

(
1
8
+ 0, 1

)
=

9
80

= 0, 1125.

N
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Příklad 2.1.9.

Pomocí Fibonacciho metody určete přibližné řešení úlohy

f (x) = ex2−sin x → min

na intervalu I = [−1, 1] s volbou N = 3 a δ = 0, 05. Bez znalosti přesného řešení také
odhadněte maximální chybu, které se při této aproximaci dopustíte.

Řešení. V tomto příkladu provedeme 3 kroky Fibonacciho metody. V prvním kroku pracu-
jeme s intervalem I1 = [−1, 1], jeho délku označíme `0 = 2. Nyní s využitím vztahů

λi = ai +
FN−i−1

FN
`0 a µi = ai +

FN−i

FN
`0,

vypočítáme body

λ1 = −1 +
F2

F4
· 2 = −1

2
5
· 2 = −1

5
a µ1 = −1 +

F3

F4
· 2 = −1

3
5
· 2 =

1
5

.

Nyní v těchto bodech vyčíslíme funkci, čímž dostaneme

f (λ1)
.
= 1, 269559 a f (µ1)

.
= 0, 853278,

platí tedy f (λ1) > f (µ1). Minimum zadané funkce se nenachází v intervalu [−1,−1/5],
ve druhém kroku proto pracujeme s intervalem I2 = [−1/5, 1]. Vzhledem k tomu, že se
uvnitř intervalu nachází bod µ1, dojde k rovnosti λ2 = µ1 = 1/5, bod µ2 dostaneme jako

µ2 = −1
5
+

F2

F4
· 2 = −1

5
+

2
5
· 2 =

3
5

.

Dosazením hodnoty µ2 do zadané funkce získáme

f (µ2)
.
= 0, 814939,

a tedy platí nerovnost f (λ2) > f (µ2). Funkce svého minima jistě nenabude v intervalu
[−1/5, 1/5], ve třetím kroku budeme pracovat s intervalem I3 = [1/5, 1]. V tomto kroku
již nemůžeme využít klasické vzorce, nebot’ bychom dostali pouze jeden bod, a to 3/5.
Vzhledem k tomu, že zadané δ = 0, 05 je kladné, využijeme vztahy

λN−1 = aN−1 +
1

FN
`0 a µN−1 = aN−1 +

1
FN

`0 + δ,

pomocí kterých dostaneme

λ3 = µ2 =
3
5

a µ3 =
1
5
+

1
5
· 2 + 0, 05 =

13
20

.

Vyčíslením funkce v nově nalezeném bodě µ3 získáme

f (µ3)
.
= 0, 833029,
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platí tedy f (λ3) < f (µ3). Z této nerovnosti víme, že se minimum jistě nenachází v inter-
valu [13/20, 1]. Výsledný interval lokalizace minima je tedy I = [1/5, 13/20], hledanou
aproximací je bod

x̂ =
17
40

= 0, 425,

jenž se nachází v jeho středu.
Maximální chyba, které jsme se při aproximaci mohli dopustit, je

εmax =
1
2

(
`0

FN
+ |δ|

)
=

1
2

(
2
5
+ 0, 05

)
=

9
40

= 0, 225.

N
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Příklad 2.1.10.

Nalezněte přibližné řešení úlohy

f (x) = 5x2 − 7x + 6→ min

na intervalu I = [0, 1] pomocí

(a) metody prostého dělení s lichým počtem vyčíslení a chybou nejvýše ε = 0, 13;

(b) metody prostého dělení se sudým počtem vyčíslení s chybou nejvýše ε = 0, 18 a
volbou δ = 0, 1;

(c) metody půlení intervalu s chybou nejvýše ε = 0, 15 a volbou δ = 0, 1;

(d) metody zlatého řezu s chybou nejvýše ε = 0, 1 (při výpočtu pracujte s hodnotou
1
τ = 2

1+
√

5
= 0, 618);

(e) Fibonacciho metody s chybou nejvýše ε = 0, 08 a volbou δ = −0, 02.

Řešení. (a) Než začneme se samotným určováním dělicích bodů, musíme zjistit, jakým
počtem vyčíslení dosáhneme požadované přesnosti. Pro délku intervalu lokalizace
minima v případě metody prostého dělení s lichým počtem vyčíslení platí `N =

2 b−a
N+1 , kde a a b jsou krajní body intervalu I a N je počet vyčíslení. Přesnost metody

je dána polovinou čísla `N, tj. výrazem b−a
N+1 . Ze zadání víme, že maximální chyba je

ε = 0, 13, musí tedy platit
b− a
N + 1

≤ 0, 13.

Úpravou tohoto výrazu získáme počet vyčíslení N, pro který platí N ≥ 6, 692, tj.
dostáváme výsledek N = 7. Nyní již podle vztahu

xi := a +
b− a
N + 1

i

vypočteme dělicí body. Pro x1 tímto způsobem dostaneme

x1 = 0 +
1− 0
7 + 1

· 1 =
1
8

.

Při výpočtu dalších dělicích bodů postupujeme obdobně, čímž získáme

x2 =
1
4

, x3 =
3
8

, x4 =
1
2

, x5 =
5
8

, x6 =
3
4

, x7 =
7
8

.

Pro dané body nyní vypočítáme funkční hodnoty, např. pro x1 máme

f (x1) = 5x2
1 − 7x1 + 6 =

333
64

= 5, 203125.
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Pro další dělicí body stejným způsobem dostaneme

f (x2) =
73
16

= 4, 5625, f (x3) =
261
64

= 4, 078125, f (x4) =
15
4

= 3, 75,

f (x5) =
229
64

= 3, 578125, f (x6) =
57
16

= 3, 5625, f (x7) =
237
64

= 3, 703125.

Nejmenší funkční hodnota nastává v bodě x6. Z teorie vyplývá, že pro hledané mini-
mum platí x∗ ∈ [x5, x7] = [5/8, 7/8]. Při výpočtu metodou prostého dělení bereme
za aproximaci extrému střed nalezeného intervalu, v tomto případě tedy bod

x̂ = x6 =
3
4

.

(b) Při využití metody prostého dělení se sudým počtem vyčíslení postupujeme po-
dobně jako v předchozím případě. Pro délku intervalu lokalizace minima však platí
vztah `N = b−a

N/2+1 + δ. Přesnost metody je opět dána polovinou čísla `N. Chceme-li
dosáhnout chyby nejvýše ε = 0, 18 s volbou δ = 0, 1, musíme využít počet vyčíslení
N takové, pro které platí

1
2

(
b− a

N/2 + 1
+ δ

)
≤ ε.

V našem příkladu konkrétně máme

1
2

(
1

N/2 + 1
+ 0, 1

)
≤ 0, 18,

z čehož úpravou dostaneme N ≥ 5, 69, a tedy N = 6. Nyní již můžeme najít dělicí
body, a to podle vztahů

x2i := a +
b− a
k + 1

i a x2i−1 := x2i − δ, i = 1, . . . , k := N/2.

Pro i = 1 postupně získáme body

x2 = 0 +
1
4
· 1 = 0, 25, x1 = x2 − δ = 0, 15.

Další dělicí body, jež najdeme obdobně, jsou

x3 = 0, 4, x4 = 0, 5, x5 = 0, 65, x6 = 0, 75.

Nyní již zbývá pouze výpočet funkčních hodnot v nalezených bodech, které jsou

f (x1) =
81
16

= 5, 0625, f (x2) =
73
16

= 4, 5625, f (x3) = 4,

f (x4) =
15
4

= 3, 75, f (x5) =
57
16

= 3, 5625, f (x6) =
57
16

= 3, 5625,

a jejich porovnání. Na první pohled vidíme, že funkce nabývá v bodech x5 a x6 stejné
hodnoty. Interval, ve kterém funkce nabude svého minima, je tedy I∗ = [x4, x6] =

[1/2, 3/4], jehož středem je bod

x̂ =
5
8

.
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(c) Stejně jako u předchozí metody si nejprve vypočteme potřebný počet vyčíslení. V pří-
padě metody půlení intervalu je délka intervalu lokalizace minima po provedení
N = 2k vyčíslení rovna

`k =
b− a

2k +
(2k − 1)δ

2k−1 .

Přesnost této metody je nejméně `k/2. Požadujeme-li chybu nejvýše ε, musí platit
nerovnost

ε ≥ 1
2

(
b− a

2k +
(2k − 1)δ

2k−1

)
,

kterou můžeme následujícími kroky upravit na

2ε ≥ b− a + 2δ(2k − 1)
2k ,

2(ε− δ) ≥ b− a− 2δ

2k ,

2k ≥ b− a− 2δ

2(ε− δ)
,

k ≥
ln
(

b−a−2δ
2(ε−δ)

)
ln 2

.

Poslední nerovnost využijeme k výpočtu k a N. Pro zadaný příklad získáme

k ≥
ln
(

1−2·0,1
2(0,15−0,1)

)
ln 2

= 3.

K dodržení stanovené maximální chyby tak musíme udělat nejméně N = 6 vyčíslení,
neboli provést 3 kroky metody. V prvním kroku nejprve položíme a0 = 0 a b0 = 1
a ze vztahů

x−1 =
a + b

2
− δ a x+1 =

a + b
2

+ δ

vypočítáme hodnoty x−1 = 0, 4 a x+1 = 0, 6. Vyčíslením funkce v nalezených bodech
dostaneme

f (x−1 ) = 4 a f (x+1 ) =
18
5

= 3, 6.

Vzhledem k tomu, že funkce nabývá větší hodnoty v bodě x−1 , nemůže minimum
nastat v intervalu [0, x−1 ]. Z této úvahy plyne, že interval, který využijeme ve druhém
kroku metody, je I = [0, 4; 1], neboli a1 = 0, 4 a b1 = 1. Nyní obdobně jako v prvním
kroku vypočteme body

x−2 =
0, 4 + 1

2
− 0, 1 = 0, 6 a x+2 =

0, 4 + 1
2

+ 0, 1 = 0, 8

a jim příslušné funkční hodnoty

f (x−2 ) =
18
5

= 3, 6 a f (x+2 ) =
18
5

= 3, 6.
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Jelikož platí
f (x−2 ) ≤ f (x+2 ),

funkce svého minima jistě nenabude v intervalu I = [0, 8; 1]. Nové meze intervalu
tedy jsou a2 = 0, 4 a b2 = 0, 8. Nyní již známým způsobem vypočítáme body

x−3 =
0, 4 + 0, 8

2
− 0, 1 = 0, 5 a x+3 =

0, 4 + 0, 8
2

+ 0, 1 = 0, 7

a hodnoty, jež v nalezených bodech nabývá účelová funkce

f (x−3 ) =
15
4

= 3, 75 a f (x+3 ) =
71
20

= 3, 55.

Z těchto výsledků víme, že funkce nenabude minima pro hodnoty nižší než 0,5. Vý-
sledný interval, ke kterému jsme postupem metody půlení intervalu došli, je tak
I = [0, 5; 0, 8]. Vzhledem k tomu, že jsme již využili 6 vyčíslení, vypočítáme nyní
střed intervalu

x̂ =
0, 5 + 0, 8

2
= 0, 65,

což je hledané řešení úlohy.

(d) Výpočet úlohy metodou zlatého řezu opět zahájíme nalezením nejmenšího N, které
splní požadovanou přesnost. Označme délku počátečního intervalu `0. Délka inter-
valu lokalizace minima je po N − 1 vyčísleních rovna

`N−1 =
`0

τN−1 .

Pro dosažení chyby maximálně ε tak musí platit

ε ≥ 1
2

`0

τN−1 ,

z čehož úpravou dostaneme postupně

ln
(

2ε

`0

)
≥ (N − 1) ln

(
1
τ

)
,

ln
(

2ε
`0

)
ln
(

1
τ

) + 1 ≤ N.

Pro hodnoty ze zadání, tj. `0 = 1 a ε = 0, 1, získáme

N ≥ ln 0, 2
ln 0, 618

+ 1 .
= 4, 344,

v příkladu tak k dosažení požadované přesnosti potřebujeme minimálně N = 5 vy-
číslení. Nyní již můžeme zahájit samotný průběh metody. Označme délku počáteč-
ního intervalu `0 = 1 a ai levý krajní bod intervalu v i-tém kroku metody. Na rozdíl
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od předchozích metod v každém kroku, vyjma prvního, provedeme pouze jedno
vyčíslení, celkově tak potřebujeme 4 kroky metody. V těchto krocích využijeme k vý-
počtu dělicích bodů λi a µi vztahy

λi = ai +
`0

τN+1 a µi = ai +
`0

τN .

V prvním kroku metody dostaneme

λ1 = 0 +
1
τ2 = 0, 6182 a µ1 = 0 +

1
τ
= 0, 618.

Vyčíslením zadané funkce v daných bodech získáme

f (λ1)
.
= 4, 05586 a f (µ1)

.
= 3, 58362,

platí tedy f (λ1) > f (µ1). Z toho plyne, že minimum jistě nenastane v intervalu I =

[0, λ1]. Ve druhém kroku tak využijeme interval I2 = [1/τ2, 1], uvnitř kterého leží
bod µ1. Z teorie víme, že z jednoho z bodů λi a µi se vždy stane krajní bod intervalu
pro následující krok. Ze druhého bodu, který leží uvnitř intervalu, se pak stane λi+1

nebo µi+1. V našem případě se tak z bodu µ1 v následujícím kroku stane bod λ2,
nebot’

λ2 =
1
τ2 +

1
τ3 =

1
τ
= µ1.

Bod µ2 dostaneme s využitím vztahu uvedeného výše, máme tedy

µ2 =
1
τ2 +

`0

τ2 =
1
τ2 +

1
τ2 =

2
τ2 = 0, 763848.

Funkční hodnota v bodě µ2 je

f (µ2)
.
= 3, 57038,

platí tedy f (λ2) > f (µ2). Hledané minimum se jistě nenachází v intervalu I =

[1/τ2, 1/τ], ve třetím kroku tak pokračujeme s intervalem I3 = [1/τ, 1]. Z bodu µ2 se
stane bod λ3 = 2/τ2, bod µ3 vypočítáme jako

µ3 =
1
τ
+

`0

τ3 =
1
τ
+

1
τ3 = 0, 854029032.

Pro funkční hodnotu
f (µ3)

.
= 3, 6686

platí f (λ3) < f (µ3). Minimum funkce se tak jistě nenachází v intervalu I = [µ3, 1],
o který interval I3 zúžíme, čímž získáme I4 = [1/τ, 1/τ + 1/τ3]. Vzhledem k tomu,
že jsme již využili čtyři vyčíslení, je před námi poslední krok metody. Podobně jako
v předchozích krocích nyní dojde k rovnosti µ4 = λ3 = 2/τ2. Bod λ4 vypočteme jako

λ4 =
1
τ
+

`0

τ5 =
1
τ
+

1
τ5 = 0, 708145152.
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Funkční hodnota v tomto bodě je

f (λ4)
.
= 3, 55033,

platí tedy nerovnost f (λ4) < f (µ4). Výsledný interval je proto I5 = [1/τ, 2/τ2]. Bod,
kterým aproximujeme minimum, se nachází ve středu tohoto intervalu. Bod, který
jsme našli metodou zlatého řezu, je tedy

x̂ = 0, 690924.

(e) Stejně jako u ostatních metod si nejprve vypočteme, jakým nejmenším počtem vy-
číslení dosáhneme požadované přesnosti. Délka intervalu lokalizace minima je po
N − 1 vyčísleních rovna maximálně

`N−1 =
`0

FN
+ |δ|.

Obecně tedy hledáme N takové, že platí

ε ≥ 1
2

(
`0

FN
+ |δ|

)
, neboli FN ≥

`0

2ε− |δ| .

Vzhledem k zadaným hodnotám ε a δ tak musí platit

1
FN

+ | − 0, 02|
2

≤ 0, 08, neboli FN ≥
1

2 · 0, 08− 0, 02
.
= 7, 1429.

Nejmenší číslo Fibonacciho posloupnosti splňující tuto nerovnost je číslo 8, pro které
je N = 5. K dosažení požadované přesnosti tak potřebujeme minimálně 5 vyčíslení.
Nyní již můžeme ze vztahů

λi = ai +
FN−i−1

FN
`0 a µi = ai +

FN−i

FN
`0,

kde `0 značí délku počátečního intervalu, tj. v našem případě 1, a ai označuje levý
krajní bod intervalu v i-tém kroku metody, vypočítat hodnoty λ1 a µ1. Tyto vztahy
využijeme pro prvních N − 1 vyčíslení. V prvním kroku získáme hodnoty

λ1 = 0 +
FN−2

FN
`0 =

F3

F5
=

3
8

a µ1 = 0 +
FN−1

FN
`0 =

F4

F5
=

5
8

.

V prvním kroku, na rozdíl od dalších kroků metody, využijeme 2 vyčíslení. Dosaze-
ním nalezených bodů do účelové funkce dostaneme

f (λ1) =
261
64

= 4, 078125 a f (µ1) =
229
64

= 3, 578125,
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z čehož plyne, že hledané minimum jistě není v intervalu I = [0, 3/8]. Ve druhém
kroku tak pracujeme s intervalem I2 = [3/8, 1]. Body λ2 a µ2 vypočítáme podobně
jako v prvním kroku metody, čímž získáme

λ2 =
3
8
+

FN−3

FN
=

3
8
+

F2

F5
=

3
8
+

2
8
=

5
8
= µ1,

µ2 =
3
8
+

FN−2

FN
=

3
8
+

F3

F5
=

3
8
+

3
8
=

6
8
=

3
4

.

Hodnotu λ2 bychom ovšem ani počítat nemuseli, nebot’ je stejná jako hodnota µ1.
K podobné situaci navíc dojde vždy, obecné pravidlo bychom mohli formulovat
např. tak, že v případě, že f (λi) > f (µi) (a tedy zkrátíme interval zprava) bude
pro λi+1 platit rovnost λi+1 = µi. V opačném případě, tj. když f (λi) ≤ f (µi), nastane
rovnost µi+1 = λi. Vyčíslením funkce v bodě µ2 dostaneme

f (µ2) =
57
16

= 3, 5625.

Porovnáním nalezené hodnoty s f (µ1) = f (λ2) zjistíme, že

f (λ2) > f (µ2).

V tomto kroku tak dojdeme k závěru, že funkce jistě nenabude minima v intervalu
I = [3/8, 5/8], v následujícím kroku pak pokračujeme s intervalem I3 = [5/8, 1].

Z předchozího kroku metody již víme, že platí λ3 = µ2, zbývá tedy vypočítat hod-
notu µ3, která je

µ3 =
5
8
+

FN−3

FN
=

5
8
+

F2

F5
=

5
8
+

2
8
=

7
8

.

Funkční hodnota v tomto bodě je

f (µ3) =
237
64

= 3, 703125.

Vzhledem k tomu, že f (λ3) < f (µ3), zkrátíme nyní interval zprava, čímž dosta-
neme I4 = [5/8, 7/8]. V předchozím postupu metody jsme již využili 4 vyčíslení.
Z teorie víme, že kdybychom v následujícím kroku vypočítali λ4 a µ4 podle vzorců
uvedených výše, nezískali bychom žádný nový bod. V posledním kroku nový bod
dostaneme s využitím vztahů

λi = ai +
1

FN
`0 + δ a µi = ai +

1
FN

`0,

jež využijeme v situaci, kdy δ < 0. V našem případě máme v posledním kroku body

λ4 =
5
8
+

1
8
+ (−0, 02) = 0, 73 a µ4 = λ3.
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Vyčíslením funkce v bodě λ4 dostaneme

f (λ4) = 3, 5545,

platí tedy f (λ4) < f (µ4). Interval tak můžeme zúžit na I = [5/8, 3/4]. Aproximací
minima je podobně jako u ostatních metod střed výsledného intervalu, v tomto pří-
padě tedy bod

x̂ =
5
8 +

3
4

2
=

11
16

.

N
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Příklad 2.1.11.

Nalezněte přibližné řešení úlohy

f (x) = 9x2 − 10x + 16→ min

na intervalu I = [0, 1] pomocí

(a) metody zlatého řezu s N = 5 (při výpočtu pracujte s hodnotou 1
τ = 2

1+
√

5
=

0, 618). Bez znalosti přesného řešení také odhadněte maximální chybu, které se
při této aproximaci dopustíte (odhad vyjádřete pomocí čísla 1/τ);

(b) Fibonacciho metody s chybou nejvýše ε = 1/10 a volbou δ = 1/40.

Řešení. (a) Vzhledem k tomu, že zadané N = 5, využijeme 4 kroky metody. Označme
nejprve `0 = 1 délku zadaného intervalu. Při řešení metodou zlatého řezu využí-
váme pro výpočet bodů vztahy

λi = ai +
`0

τi+1 a µi = ai +
`0

τi .

V prvním kroku, ve kterém pracujeme s I1 = [0, 1], dosazením do vzorců dostaneme

λ1 = 0 +
1
τ2 = 0, 6182 = 0, 381924 a µ1 = 0 +

1
τ
= 0, 618.

Tyto body nyní dosadíme do zadané funkce, čímž získáme

f (λ1)
.
= 13, 49355 a f (µ1)

.
= 13, 25732.

Vidíme, že platí f (λ1) > f (µ1), funkce tedy svého minima jistě nenabývá v intervalu
[0, 1/τ2]. Ve druhém kroku pracujeme s intervalem I2 = [1/τ2, 1]. Uvnitř intervalu
se nachází bod µ1, dojde tak k rovnosti λ2 = µ1 = 1

τ . Pro µ2 dostaneme

µ2 =
1
τ2 +

1
τ2 =

2
τ2 = 2 · 0, 6182 = 0, 763848,

funkční hodnota v tomto bodě je

f (µ2)
.
= 13, 61269.

Platí tedy f (λ2) < f (µ2), interval v tomto kroku zkrátíme zprava, a to o část [2/τ2, 1].
Ve třetím kroku pokračujeme s intervalem I3 = [1/τ2, 2/τ2]. Vzhledem k tomu, že se
uvnitř intervalu nachází bod λ2, dojde k rovnosti µ3 = λ2 = 1

τ , hodnotu λ3 získáme
jako

λ3 =
1
τ2 +

1
τ4 = 0, 6182 + 0, 6184 .

= 0, 52779.
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Dosazením λ3 do zadané funkce dostaneme

f (λ3)
.
= 13, 22916,

a tedy f (λ3) < f (µ3). Funkce svého minima nenabývá v intervalu [1/τ, 2/τ2], ve
čtvrtém, závěrečném, kroku proto pracujeme s I4 = [1/τ2, 1/τ]. Vzhledem k tomu,
že uvnitř tohoto intervalu se nachází hodnota λ3, dojde k rovnosti µ4 = λ3 = 1

τ2 +
1
τ4 .

Hodnotu λ4 dostaneme jako

λ4 =
1
τ2 +

1
τ5 = 0, 6182 + 0, 6185 .

= 0, 47207.

Funkce v tomto bodě nabývá hodnotu

f (λ4)
.
= 13, 28495,

platí tedy f (λ4) > f (µ4). Výsledný interval lokalizace minima je I =
[

1
τ2 +

1
τ5 , 1

τ

]
,

jeho střed, bod
x̂ .
= 0, 545,

je hledanou aproximací minima.

Maximální chyba, které jsme se při této aproximaci mohli dopustit, je

εmax =
1
2

(
`0

τN−1

)
=

1
2τ4

.
= 0, 07293.

(b) Výpočet zahájíme nalezením počtu vyčíslení, kterým jistě dosáhneme zadané přes-
nosti. Délka výsledného intervalu lokalizace minima je maximálně

`N−1 =
`0

FN
+ |δ|,

požadovanou přesnost tedy splní Fibonacciho číslo, pro které platí

FN ≥
`0

2ε− |δ| .

Pro hodnoty ze zadání máme

FN ≥
1

0, 2− 0, 025
.
= 5, 714.

Nejmenší Fibonacciho číslo, které splňuje tuto rovnost, je číslo F5 = 8, při výpočtu
tak využijeme N = 5 vyčíslení. Označme I1 = [0, 1] a `0 = 1. Nyní již můžeme ze
vztahů

λi = ai +
FN−i−1

FN
`0 a µi = ai +

FN−i

FN
`0

vypočítat hodnoty

λ1 = 0 +
F3

F5
=

3
8

a µ1 = 0 +
F4

F5
=

5
8

.
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382 II. Numerické metody řešení úloh matematického programování

Vyčíslením funkce v těchto bodech dostaneme

f (λ1) =
865
64

= 13, 515625 a f (µ1) =
849
64

= 13, 265625.

Vzhledem k tomu, že platí f (λ1) > f (µ1), se minimum funkce nenachází v intervalu
[0, λ1] = [0, 3/8]. Ve druhém kroku pracujeme s intervalem I2 = [3/8, 1], uvnitř
kterého se nachází bod µ1, z něhož se stává bod λ2 = 5/8. Hodnotu µ2 vypočteme
jako

µ2 =
3
8
+

F3

F5
=

3
8
+

3
8
=

3
4

.

Příslušná funkční hodnota je

f (µ2) =
217
16

= 13, 5625,

platí tedy f (λ2) < f (µ2), z čehož plyne, že funkce svého minima nenabývá v inter-
valu [µ2, 1] = [3/4, 1]. Ve třetím kroku pracujeme s intervalem I3 = [3/8, 3/4], uvnitř
kterého se nachází bod λ2. Dojde k rovnosti µ3 = λ2 = 5/8, hodnotu λ3 vypočítáme
s využitím vzorců jako

λ3 =
3
8
+

F1

F5
=

3
8
+

1
8
=

1
2

.

Dosazením této hodnoty do zadané funkce dostaneme

f (λ3) =
53
4

= 13, 25,

platí tedy f (λ3) < f (µ3), z čehož plyne, že funkce svého minima nenabývá v inter-
valu [µ3, 3/4] = [5/8, 3/4]. Ve čtvrtém, posledním, kroku metody pracujeme s in-
tervalem I4 = [3/8, 5/8]. Kdybychom nyní využili výše uvedené vzorce, nezískali
bychom žádný nový bod, nebot’ by došlo k rovnosti λ4 = µ4 = 1/2. Z tohoto dů-
vodu (a kvůli δ > 0) využijeme vztahy

λN−1 = aN−1 +
`0

FN
a µN−1 = aN−1 +

`0

FN
+ δ,

díky kterým máme

λ4 =
3
8
+

1
8
=

1
2

a µ4 =
3
8
+

1
8
+

1
40

=
21
40

= 0, 525.

Funkční hodnota v nově nalezeném bodě je

f (µ4) = 13, 230625,

platí tedy f (λ4) > f (µ4). Minimum se jistě nenachází v intervalu [3/8, λ4] = [3/8,
1/2]. Výsledný interval lokalizace minima je I = [1/2, 5/8], jeho střed, bod

x̂ =
9

16
= 0, 5625,

je hledanou aproximací.
N
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Příklad 2.1.12.

S využitím metody prostého dělení s lichým počtem vyčíslení určete přibližné řešení
úlohy

f (x) = ex + e−x → min

na intervalu I = [−1, 1] s chybou nejvýše ε = 0, 2.

Řešení. Výpočet zahájíme nalezením počtu vyčíslení, kterým dosáhneme minimálně za-
dané přesnosti. Délka výsledného intervalu lokalizace minima je

`N = 2
b− a
N + 1

,

požadovanou přesnost tedy splní každé N, pro které platí

b− a
N + 1

≤ 0, 2, neboli N ≥ b− a
0, 2

− 1 =
2

0, 2
− 1 = 9.

Za N zvolíme číslo 9. Nyní již ze vztahu

xi := a +
b− a
N + 1

i

vypočítáme dělicí body, které jsou

x1 = −4
5

, x2 = −3
5

, x3 = −2
5

, x4 = −1
5

, x5 = 0,

x6 =
1
5

, x7 =
2
5

, x8 =
3
5

, x9 =
4
5

.

Dosazením dělicích bodů do zadané funkce dostaneme

f (x1)
.
= 2, 67487, f (x2)

.
= 2, 37093, f (x3)

.
= 2, 16214, f (x4)

.
= 2, 04013, f (x5) = 2,

f (x6)
.
= 2, 04013, f (x7)

.
= 2, 16214, f (x8)

.
= 2, 37093, f (x9)

.
= 2, 67487.

Nejmenší hodnoty funkce nabývá v dělicím bodě x5 = 0, minimum se tak nachází v inter-
valu [x4, x6] = [−1/5, 1/5], který je výsledným intervalem lokalizace minima. Aproximací
minima je bod ve středu tohoto intervalu, tj. bod

x̂ = x5 = 0.

Čtenář může ověřit, že se jedná o minimum funkce na zadaném intervalu, tj. x∗ = x5,
neboli že skutečná chyba aproximace je rovna nule. N

16. prosince 2020 © Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek
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Příklad 2.1.13.

S využitím metody prostého dělení se sudým počtem vyčíslení určete přibližné řešení
úlohy

f (x) =
x

ln x
→ min

na intervalu I = [2, 3] s chybou nejvýše ε = 0, 15 a volbou δ = 0, 1.

Řešení. Jelikož je délka intervalu lokalizace minima nejvýše

`N =
b− a

N/2 + 1
+ δ,

musíme k zachování požadované přesnosti N takové, že platí

1
2
`N ≤ ε, neboli N ≥ 2(b− a)

2ε− δ
− 2 =

2
0, 3− 0, 1

− 2 = 8.

Hledané N tak položíme rovno 8. Nyní již s využitím vztahů

x2i := a +
b− a
k + 1

i a x2i−1 := x2i − δ, i = 1, . . . , k := N/2

najdeme dělicí body, které jsou

x1 =
21
10

, x2 =
11
5

, x3 =
23
10

, x4 =
12
5

, x5 =
25
10

, x6 =
13
5

, x7 =
27
10

, x8 =
14
5

.

Vyčíslením funkce v dělicích bodech získáme

f (x1)
.
= 2, 83043, f (x2)

.
= 2, 79026, f (x3)

.
= 2, 7614, f (x4)

.
= 2, 74139,

f (x5)
.
= 2, 72839, f (x6)

.
= 2, 72106, f (x7)

.
= 2, 71834, f (x8)

.
= 2, 71945.

Vzhledem k tomu, že nejmenší hodnotu funkce nabývá v dělicím bodě x7, se minimum
nachází v intervalu [x6, x8] = [2, 6; 2, 8], jehož střed, bod

x̂ = 2, 7,

je hledanou aproximací. N
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Příklad 2.1.14.

S využitím metody půlení intervalu určete přibližné řešení úlohy

f (x) = ex2−5 ln(x+1) → min

na intervalu I = [0, 2] s chybou nejvýše ε = 0, 25 a volbou δ = 0, 1.

Řešení. Výpočet zahájíme určením počtu vyčíslení, který nám zaručí požadovanou přes-
nost. Pro k := N/2 musí platit

k ≥
ln
(

b−a−2δ
2(ε−δ)

)
ln 2

=
ln
(

2−0,2
2(0,15)

)
ln 2

.
= 2, 585,

provedeme tedy 3 kroky metody s využitím 6 vyčíslení. Označme a1 = 0 a b1 = 2. V prv-
ním kroku vypočítáme ze vztahů

x−i =
ai + bi

2
− δ a x+i =

ai + bi

2
+ δ

hodnoty bodů

x−1 =
2
2
− 0, 1 = 0, 9 a x+1 =

2
2
+ 0, 1 = 1, 1.

Vyčíslením funkce v těchto bodech dostaneme

f (x−1 )
.
= 0, 09078 a f (x+1 )

.
= 0, 08211,

platí tedy f (x−1 ) > f (x+1 ). Funkce svého minima jistě nenabude v intervalu [0; 0, 9]. V dal-
ším kroku proto pracujeme s I2 = [0, 9; 2]. K určení jednotlivých bodů využijeme vztah
uvedený výše, čímž získáme

x−2 =
0, 9 + 2

2
− 0, 1 =

27
20

= 1, 35 a x+2 =
0, 9 + 2

2
+ 0, 1 =

31
20

= 1, 55.

Dosazením nalezených hodnot do zadané funkce obdržíme

f (x−2 )
.
= 0, 08633 a f (x+2 )

.
= 0, 10249,

platí tedy nerovnost f (x−2 ) < f (x+2 ). Interval, ve kterém hledáme minimum, tak můžeme
zkrátit o [1, 55; 2]. Ve třetím kroku pracujeme s intervalem I3 = [0, 9; 1, 55]. Hodnoty bodů
x−3 a x+3 jsou

x−3 =
0, 9 + 1, 55

2
− 0, 1 =

9
8
= 1, 125 a x+3 =

0, 9 + 1, 55
2

+ 0, 1 =
53
40

= 1, 325.

Vyčíslením funkce v těchto bodech získáme

f (x−3 )
.
= 0, 08182 a f (x+3 )

.
= 0, 08518.

Z funkčních hodnot víme, že platí f (x−3 ) < f (x+3 ), a funkce svého minima nenabývá v in-
tervalu [1, 325; 1, 55]. Výsledný interval lokalizace minima je I = [0, 9; 1, 325], aproximací
minima je jeho střed, tj. bod

x̂ =
89
80

= 1, 1125.

N
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Příklad 2.1.15.

S využitím metody půlení intervalu určete přibližné řešení úlohy

f (x) =
√

ex−5 ln x + 1→ min

na intervalu I = [1/2, 2] s chybou nejvýše ε = 1/5 a volbou δ = 1/10.

Řešení. Výpočet zahájíme určením počtu vyčíslení, který nám zaručí požadovanou přes-
nost. Pro k := N/2 musí platit

k ≥
ln
(

b−a−2δ
2(ε−δ)

)
ln 2

=
ln
(

1,5−0,2
2(0,1)

)
ln 2

.
= 2, 7,

provedeme tedy 3 kroky metody s využitím 6 vyčíslení. Označme a1 = 0, 5 a b1 = 2. Nyní
již s využitím vztahů

x−i =
ai + bi

2
− δ a x+i =

ai + bi

2
+ δ

můžeme vypočítat první body, kterými jsou

x−1 =
2, 5
2
− 0, 1 =

23
20

= 1, 15 a x+1 =
2, 5
2

+ 0, 1 =
27
20

= 1, 35.

Vyčíslením funkce v těchto bodech dostaneme

f (x−1 )
.
= 1, 85994 a f (x+1 )

.
= 1, 83219,

platí tedy f (x−1 ) > f (x+1 ). Minimum funkce se jistě nenachází v intervalu [0, 5; 1, 15],
o který můžeme interval lokalizace minima zkrátit. Ve druhém kroku pracujeme s interva-
lem I2 = [1, 15; 2] a body

x−2 =
3, 15

2
− 0, 1 =

59
40

= 1, 475 a x+2 =
3, 15

2
+ 0, 1 =

67
40

= 1, 675.

Dosazením těchto bodů do zadané funkce dostaneme

f (x−2 )
.
= 1, 85142 a f (x+2 )

.
= 1, 939,

platí tedy f (x−2 ) < f (x+2 ). Funkce svého minima nenabývá v intervalu [1, 675; 2], ve třetím
kroku proto pracujeme s intervalem I3 = [1, 15; 1, 675]. Dosazením do známých vzorců
získáme body

x−3 =
2, 825

2
− 0, 1 =

21
16

= 1, 3125 a x+3 =
2, 825

2
+ 0, 1 =

121
80

= 1, 5125.

Funkce v těchto bodech nabývá hodnoty

f (x−3 )
.
= 1, 83188 a f (x+3 )

.
= 1, 86259,
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platí tedy f (x−3 ) < f (x+3 ). Díky této nerovnosti víme, že se minimum nenachází v inter-
valu [1, 5125; 1, 675]. Výsledný interval lokalizace minima je I = [1, 15; 1, 5125], hledanou
aproximací je bod

x̂ =
213
160

= 1, 33125,

jenž je středem daného intervalu.
N
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Příklad 2.1.16.

S využitím metody půlení intervalu určete přibližné řešení úlohy

f (x) = e4x2−3x+2 → min

na intervalu I = [0, 2] s chybou nejvýše ε = 1/5 a volbou δ = 1/10.

Řešení. Výpočet zahájíme určením počtu vyčíslení, který nám zaručí požadovanou přes-
nost. Pro k := N/2 musí platit

k ≥
ln
(

b−a−2δ
2(ε−δ)

)
ln 2

=
ln
(

2−0,2
2(0,1)

)
ln 2

.
= 3, 17,

provedeme tedy 4 kroky metody s využitím 8 vyčíslení. Označme a1 = 0 a b1 = 2. Nyní již
s využitím vztahů

x−i =
ai + bi

2
− δ a x+i =

ai + bi

2
+ δ

vypočítáme body

x−1 =
2
2
− 0, 1 = 0, 9 a x+1 =

2
2
+ 0, 1 = 1, 1,

které dosadíme do zadané funkce, čímž dostaneme

f (x−1 )
.
= 12, 67967 a f (x+1 )

.
= 34, 46692,

platí tedy f (x−1 ) < f (x+1 ). Minimum funkce se jistě nenachází v intervalu [1, 1; 2], ve dru-
hém kroku tak pracujeme s I2 = [0; 1, 1]. Body, ve kterých budeme v tomto kroku vyčíslo-
vat funkci, jsou

x−2 =
1, 1
2
− 0, 1 = 0, 45 a x+2 =

1, 1
2

+ 0, 1 = 0, 65.

Vyčíslením funkce v těchto bodech následně dostaneme

f (x−2 )
.
= 4, 30596 a f (x+2 )

.
= 5, 69734,

platí tedy f (x−2 ) < f (x+2 ). Díky tomuto výsledku víme, že funkce nenabývá minima v in-
tervalu [0, 65; 1, 1]. Ve třetím kroku proto pracujeme s intervalem I3 = [0; 0, 65]. S využitím
nám již známých vzorců dostaneme body

x−3 =
0, 65

2
− 0, 1 = 0, 225 a x+3 =

0, 65
2

+ 0, 1 = 0, 425.

Funkční hodnoty v těchto bodech jsou

f (x−3 )
.
= 4, 60665 a f (x+3 )

.
= 4, 25247,
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platí tedy f (x−3 ) > f (x+3 ), z čehož plyne, že minimum jistě není v intervalu [0; 0, 225].
Ve čtvrtém, závěrečném, kroku pracujeme s intervalem I4 = [0, 225; 0, 65]. Hodnoty bodů
v tomto kroku jsou

x−4 =
0, 875

2
− 0, 1 = 0, 3375 a x+4 =

0, 875
2

+ 0, 1 = 0, 5375.

Vyčíslením funkce ve vypočtených bodech získáme

f (x−4 )
.
= 4, 23391 a f (x+4 )

.
= 4, 67919,

platí tedy f (x−4 ) < f (x+4 ). Nyní již víme, že funkce nenabývá svého minima v intervalu
[0, 5375; 0, 65]. Výsledný interval lokalizace minima je tedy I = [0, 225; 0, 5375]. Středem
nalezeného intervalu je bod

x̂ =
61
160

= 0, 38125,

který je výslednou aproximací. N
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Příklad 2.1.17.

S využitím metody zlatého řezu určete přibližné řešení úlohy

f (x) = x sin(2x− 1)→ min

na intervalu I = [0, 1] s chybou nejvýše ε = 1/10. Při výpočtu pracujte s hodnotou
1
τ = 2

1+
√

5
= 0, 618.

Řešení. Výpočet zahájíme určením počtu vyčíslení, který nám zaručí požadovanou přes-
nost. Pro výslednou délku intervalu platí `N−1 = `0

τN−1 . Pro dosažení chyby maximálně ε

musí platit

ε ≥ 1
2
`N−1,

z čehož úpravou dostaneme

N ≥ 1 +
ln
(

2ε
`0

)
ln
(

1
τ

) .

Dosazením zadaných hodnot získáme

N ≥ 1 +
ln(0, 2)

ln(0, 618)
.
= 4, 344.

Pro dosažení přesnosti ε potřebujeme 5 vyčíslení, a tedy 4 kroky metody zlatého řezu. Ve
všech krocích využijeme k výpočtu bodů λi a µi vztahy

λi = ai +
`0

τN+1 a µi = ai +
`0

τN .

Označme I1 = [0, 1] a `0 = 1. V prvním kroku tímto způsobem dostaneme

λ1 = 0 +
1
τ2 = 0, 381924 a µ1 = 0 +

1
τ
= 0, 618.

Dosazením těchto bodů do zadané funkce získáme

f (λ1)
.
= −0, 08936 a f (mu1)

.
= 0, 144498.

Vzhledem k tomu, že platí f (λ1) < f (µ1), funkce svého minima nenabývá v intervalu
[µ1; 1] = [0, 618; 1]. Ve druhém kroku pracujeme s intervalem I2 = [0, 1/τ], uvnitř kterého
leží bod λ1. Z tohoto bodu se tak stává bod µ2 = 1/τ2. Hodnotu λ2 vypočítáme jako

λ2 = 0 +
1
τ3

.
= 0, 236029.

Vyčíslením funkce v tomto bodě získáme

f (λ2)
.
= −0, 1189,
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platí tedy f (λ2) < f (µ2). Minimum se tak nenachází v intervalu [µ2, 1/τ] = [1/τ2, 1/τ].
Ve třetím kroku pracujeme s intervalem I3 = [0, 1/τ2], uvnitř kterého se nachází bod λ2.
Dojde tedy k rovnosti µ3 = λ2 = 1/τ3. Hodnotu λ3 získáme s využitím výše uvedených
vztahů jako

λ3 = 0 +
1
τ4

.
= 0, 145866.

Funkční hodnota v tomto bodě je

f (λ3)
.
= −0, 094889,

platí tedy f (λ3) > f (µ3), z čehož plyne, že minimum nenastává v intervalu [0, λ3] =

[0, 1/τ4], o který interval lokalizace minima zkrátíme. Ve čtvrtém kroku pracujeme s inter-
valem I4 = [1/τ4, 1/τ2], uvnitř kterého se nachází bod µ3. Z bodu µ3 se tak v tomto kroku
stane bod λ4 = 1/τ3. Hodnotu µ4 vypočteme jako

µ4 =
1
τ4 +

1
τ4 =

2
τ4

.
= 0, 291732.

Funkce v tomto bodě nabývá hodnoty

f (µ4)
.
= −0, 118033,

platí tedy f (λ4) < f (µ4). Funkce svého minima jistě nenabude v intervalu [µ4, 1/τ2] =

[2/τ4, 1/τ2]. Výsledný interval lokalizace minima je I = [1/τ4, 2/τ4]. Jeho střed, bod

x̂ =
3

2τ4
.
= 0, 218799,

je hledanou aproximací minima.
N
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Příklad 2.1.18.

S využitím metody zlatého řezu určete přibližné řešení úlohy

f (x) = sin(
√

x + ln x + 1)→ min

na intervalu I = [3, 6] s chybou nejvýše ε = 1/4. Při výpočtu pracujte s hodnotou
1
τ = 2

1+
√

5
= 0, 618.

Řešení. Výpočet zahájíme určením počtu vyčíslení, který nám zaručí požadovanou přes-
nost. Pro výslednou délku intervalu platí `N−1 = `0

τN−1 . Pro dosažení chyby maximálně ε

musí platit

ε ≥ 1
2
`N−1,

z čehož úpravou dostaneme

N ≥ 1 +
ln
(

2ε
`0

)
ln
(

1
τ

) .

Dosazením zadaných hodnot získáme

N ≥ 1 +
ln 0,5

3
ln(0, 618)

.
= 4, 723.

Pro dosažení přesnosti ε potřebujeme 5 vyčíslení, a tedy 4 kroky metody zlatého řezu. Ve
všech krocích využijeme k výpočtu bodů λi a µi vztahy

λi = ai +
`0

τN+1 a µi = ai +
`0

τN .

Označme I1 = [3, 6] a `0 = 3. V prvním kroku s využitím vzorců uvedených výše dosta-
neme

λ1 = 3 +
3
τ2 = 4, 145772 a µ1 = 3 +

3
τ
= 4, 854.

Dosazením těchto bodů do zadané funkce získáme

f (λ1)
.
= −0, 96787 a f (µ1)

.
= −0, 99751.

Vzhledem k tomu, že platí f (λ1) > f (µ1), funkce svého minima nenabývá v intervalu
[3; λ1] = [3; 3 + 3/τ2]. Ve druhém kroku pracujeme s intervalem I2 = [3 + 3/τ2, 6], uvnitř
kterého leží bod µ1. Z tohoto bodu se tak stává bod λ2 = 3+ 3/τ. Hodnotu µ2 vypočítáme
jako

µ2 = 3 +
3
τ2 +

3
τ2 = 3 +

6
τ2 = 5, 291544.

Vyčíslením funkce v tomto bodě získáme

f (µ2)
.
= −0, 9679,
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platí tedy f (λ2) < f (µ2). Minimum se tak nenachází v intervalu [µ2, 6] = [3 + 6/τ2, 6]. Ve
třetím kroku pracujeme s intervalem I3 = [3 + 3/τ2, 3 + 6/τ2], uvnitř kterého se nachází
bod λ2. Dojde tedy k rovnosti µ3 = λ2 = 3 + 3/τ. Hodnotu λ3 získáme s využitím výše
uvedených vztahů jako

λ3 = 3 +
3
τ2 +

3
τ4

.
= 4, 58337.

Funkční hodnota v tomto bodě je

f (λ3)
.
= −0, 998796,

platí tedy f (λ3) < f (µ3), z čehož plyne, že minimum nenastává v intervalu [µ3, 3 +

6/τ2] = [3+ 3/τ, 3+ 6/τ2], o který interval lokalizace minima zkrátíme. Ve čtvrtém kroku
pracujeme s intervalem I4 = [3 + 3/τ2, 3 + 3/τ], uvnitř kterého se nachází bod λ3. Z bodu
λ3 se tak v tomto kroku stane bod µ4 = 3 + 3/τ2 + 3/τ4. Hodnotu λ4 vypočteme jako

λ4 = 3 +
3
τ2 +

3
τ5

.
= 4, 4162.

Funkce v tomto bodě nabývá hodnoty

f (λ4)
.
= −0, 992119,

platí tedy f (λ4) > f (µ4). Funkce svého minima jistě nenabude v intervalu [3+ 3/τ2, λ4] =

[3 + 3/τ2, 3 + 3/τ2 + 3/τ5]. Výsledný interval lokalizace minima je [3 + 3/τ2 + 3/τ5, 3 +
3/τ]

.
= [4, 4162; 4, 854]. Jeho střed, bod

x̂ = 3 +
3

2τ
+

3
2τ2 +

3
2τ5

.
= 4, 6351,

je hledanou aproximací minima.
N
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Příklad 2.1.19.

S využitím metody zlatého řezu určete přibližné řešení úlohy

f (x) = sin(x + 1) cos(x) + x2 → min

na intervalu I = [−2, 1] s chybou nejvýše ε = 0, 23. Při výpočtu pracujte s hodnotou
1
τ = 2

1+
√

5
= 0, 618.

Řešení. Výpočet zahájíme určením počtu vyčíslení, který nám zaručí požadovanou přes-
nost. Pro dosažení chyby maximálně ε musí platit

ε ≥ 1
2

`0

τN−1 ,

z čehož úpravou dostaneme

N ≥ 1 +
ln
(

2ε
`0

)
ln
(

1
τ

) .

Dosazením zadaných hodnot získáme

N ≥ 1 +
ln 0,46

3
ln(0, 618)

.
= 4, 896.

Pro dosažení přesnosti ε potřebujeme 5 vyčíslení, a tedy 4 kroky metody zlatého řezu. Ve
všech krocích využijeme k výpočtu bodů λi a µi vztahy

λi = ai +
`0

τN+1 a µi = ai +
`0

τN .

Označme I1 = [−2, 1] a `0 = 3. V prvním kroku funkci vyčíslíme v bodech

λ1 = −2 +
3
τ2 = −0, 854228 a µ1 = −2 +

3
τ
= −0, 146.

Jejich dosazením do funkce dostaneme

f (λ1)
.
= 0, 82511 a f (µ1)

.
= 0, 76721,

platí tedy f (λ1) > f (µ1), z čehož plyne, že se minimum nenachází v intervalu [−2, λ1] =

[−2,−2 + 3/τ2]. Ve druhém kroku pokračujeme s intervalem I2 = [−2 + 3/τ2, 1], uvnitř
kterého leží bod µ1, z něhož se v tomto kroku stává bod λ2 = −2 + 3/τ. Hodnotu µ2

vypočítáme jako

µ2 = −2 +
3
τ2 +

3
τ2 = −2 +

6
τ2 = 0, 291544.

Vyčíslením funkce v tomto bodě získáme

f (µ2)
.
= 1, 005695,
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platí tedy f (λ2) < f (µ2). Minimum se tak nenachází v intervalu [µ2, 1] = [−2 + 6/τ2, 1].
Ve třetím kroku pracujeme s intervalem I3 = [−2+ 3/τ2,−2+ 6/τ2], uvnitř kterého se na-
chází bod λ2. Dojde tedy k rovnosti µ3 = λ2 = −2 + 3/τ. Hodnotu λ3 získáme s využitím
výše uvedených vztahů jako

λ3 = −2 +
3
τ2 +

3
τ4

.
= −0, 41663.

Funkční hodnota v tomto bodě je

f (λ3)
.
= 0, 6773,

platí tedy f (λ3) < f (µ3), z čehož plyne, že minimum nenastává v intervalu [µ3,−2 +

6/τ2] = [−2 + 3/τ,−2 + 6/τ2], o který interval lokalizace minima zkrátíme. Ve čtvrtém
kroku pracujeme s intervalem I4 = [−2 + 3/τ2,−2 + 3/τ], uvnitř kterého se nachází bod
λ3. Z bodu λ3 se tak v tomto kroku stane bod µ4 = −2 + 3/τ2 + 3/τ4. Hodnotu λ4 vypoč-
teme jako

λ4 = −2 +
3
τ2 +

3
τ5

.
= −0, 58379.

Funkce v tomto bodě nabývá hodnoty

f (λ4)
.
= 0, 67815,

platí tedy f (λ4) > f (µ4). Funkce svého minima nenabude v intervalu [−2 + 3/τ2, λ4] =

= [−2 + 3/τ2,−2 + 3/τ2 + 3/τ5].
Výsledný interval lokalizace minima je [−2 + 3/τ2 + 3/τ5,−2 + 3/τ]

.
= [−0, 58379;

− 0, 146]. Jeho střed, bod

x̂ = −2 +
3

2τ
+

3
2τ2 +

3
2τ5

.
= −0, 364896,

je hledanou aproximací minima.
N
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Příklad 2.1.20.

S využitím Fibonacciho metody určete přibližné řešení úlohy

f (x) = − ln(5 sin x− x2 + 1)→ min

na intervalu I = [0, 2] s chybou nejvýše ε = 1/5 a volbou δ = 1/10.

Řešení. Výpočet zahájíme nalezením počtu vyčíslení, kterým dosáhneme minimálně za-
dané přesnosti. Délka výsledného intervalu lokalizace minima je maximálně

`N−1 =
`0

FN
+ |δ|,

požadovanou přesnost tedy splní Fibonacciho číslo, pro které platí

FN ≥
`0

2ε− |δ| .

Pro hodnoty ze zadání máme

FN ≥
2

0, 4− 0, 1
=

20
3

= 6, 6.

Nejmenší Fibonacciho číslo, které splňuje tuto rovnost, je číslo F5 = 8, při výpočtu tak
využijeme N = 5 vyčíslení. Označme I1 = [0, 2] a `0 = 2. Nyní již můžeme ze vztahů

λi = ai +
FN−i−1

FN
`0 a µi = ai +

FN−i

FN
`0

vypočítat hodnoty

λ1 = 0 + 2
F3

F5
=

6
8
=

3
4

a µ1 = 0 + 2
F4

F5
=

10
8

=
5
4

.

Vyčíslením funkce v těchto bodech dostaneme

f (λ1)
.
= −1, 34695 a f (µ1)

.
= −1, 43089.

Vzhledem k tomu, že platí f (λ1) > f (µ1), se minimum funkce nenachází v intervalu
[0, λ1] = [0, 3/4]. Ve druhém kroku pracujeme s intervalem I2 = [3/4, 2], uvnitř kterého se
nachází bod µ1, z něhož se stává bod λ2 = 5/4. Hodnotu µ2 vypočteme jako

µ2 =
3
4
+ 2

F3

F5
=

3
4
+

6
8
=

3
2

.

Příslušná funkční hodnota je
f (µ2)

.
= −1, 31841,

platí tedy f (λ2) < f (µ2), z čehož plyne, že funkce svého minima nenabývá v intervalu
[µ2, 2] = [3/2, 2]. Ve třetím kroku pracujeme s intervalem I3 = [3/4, 3/2], uvnitř kterého
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se nachází bod λ2. Dojde k rovnosti µ3 = λ2 = 5/4, hodnotu λ3 vypočítáme s využitím
vzorců jako

λ3 =
3
4
+ 2

F1

F5
=

3
4
+

2
8
= 1.

Dosazením této hodnoty do zadané funkce dostaneme

f (λ3)
.
= −1, 436834,

platí tedy f (λ3) < f (µ3), z čehož plyne, že funkce svého minima nenabývá v intervalu
[µ3, 3/2] = [5/4, 3/2]. Ve čtvrtém, posledním, kroku metody pracujeme s intervalem I4 =

[3/4, 5/4]. Kdybychom nyní využili výše uvedené vzorce, nezískali bychom žádný nový
bod, nebot’ by došlo k rovnosti λ4 = µ4 = 1. Z tohoto důvodu (a kvůli δ > 0) využijeme
vztahy

λN−1 = aN−1 +
`0

FN
a µN−1 = aN−1 +

`0

FN
+ δ,

díky kterým máme

λ4 = 1 a µ4 =
3
4
+

2
8
+ 0, 1 = 1, 1.

Funkční hodnota v nově nalezeném bodě je

f (µ4)
.
= −1, 44599,

platí tedy f (λ4) > f (µ4). Minimum se jistě nenachází v intervalu [3/4, λ4] = [3/4, 1].
Výsledný interval lokalizace minima je I = [1, 5/4], jeho střed, bod

x̂ = 9/8,

je hledanou aproximací.
N
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Příklad 2.1.21.

S využitím Fibonacciho metody určete přibližné řešení úlohy

f (x) = (x− 1)4 + e−x → min

na intervalu I = [0, 3] s chybou nejvýše ε = 0, 21 a volbou δ = 0, 03.

Řešení. Výpočet zahájíme nalezením počtu vyčíslení, kterým dosáhneme minimálně za-
dané přesnosti. Délka výsledného intervalu lokalizace minima je maximálně

`N−1 =
`0

FN
+ |δ|,

požadovanou přesnost tedy splní Fibonacciho číslo, pro které platí

FN ≥
`0

2ε− |δ| .

Pro hodnoty ze zadání máme

FN ≥
3

0, 42− 0, 03
.
= 7, 69.

Nejmenší Fibonacciho číslo, které splňuje tuto rovnost, je číslo F5 = 8, při výpočtu tak
využijeme N = 5 vyčíslení. Označme I1 = [0, 3] a `0 = 3. Nyní již můžeme ze vztahů

λi = ai +
FN−i−1

FN
`0 a µi = ai +

FN−i

FN
`0

vypočítat hodnoty

λ1 = 0 + 3
F3

F5
=

9
8

a µ1 = 0 + 3
F4

F5
=

15
8

.

Vyčíslením funkce v těchto bodech dostaneme

f (λ1)
.
= 0, 324897 a f (µ1)

.
= 0, 739537.

Vzhledem k tomu, že platí f (λ1) < f (µ1), se minimum funkce nenachází v intervalu
[µ1, 3] = [15/8, 3]. Ve druhém kroku pracujeme s intervalem I2 = [0, 15/8], uvnitř kte-
rého se nachází bod λ1, z něhož se stává bod µ2 = 9/8. Hodnotu λ2 vypočteme jako

λ2 = 0 + 3
F2

F5
= 0 +

6
8
=

3
4

.

Příslušná funkční hodnota je
f (λ2)

.
= 0, 476273,

platí tedy f (λ2) > f (µ2), z čehož plyne, že funkce svého minima nenabývá v intervalu
[0, λ2] = [0, 3/4]. Ve třetím kroku pracujeme s intervalem I3 = [3/4, 15/8], uvnitř kterého
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se nachází bod µ2. Dojde k rovnosti λ3 = µ2 = 9/8, hodnotu µ3 vypočítáme s využitím
vzorců jako

µ3 =
3
4
+ 3

F2

F5
=

3
4
+

6
8
=

3
2

.

Dosazením této hodnoty do zadané funkce dostaneme

f (µ3)
.
= 0, 28563,

platí tedy f (λ3) > f (µ3), z čehož plyne, že funkce svého minima nenabývá v intervalu
[3/4, λ3] = [3/4, 9/8]. Ve čtvrtém, posledním, kroku metody pracujeme s intervalem I4 =

[9/8, 15/8]. Kdybychom nyní využili výše uvedené vzorce, nezískali bychom žádný nový
bod, nebot’ by došlo k rovnosti λ4 = µ4 = 3/2. Z tohoto důvodu (a kvůli δ > 0) využijeme
vztahy

λN−1 = aN−1 +
`0

FN
a µN−1 = aN−1 +

`0

FN
+ δ,

díky kterým máme

λ4 =
3
2

a µ4 =
9
8
+

3
8
+ 0, 03 =

153
100

= 1, 53.

Funkční hodnota v nově nalezeném bodě je

f (µ4)
.
= 0, 29544,

platí tedy f (λ4) < f (µ4). Minimum se jistě nenachází v intervalu [µ4, 15/8] = [1, 53; 15/8].
Výsledný interval lokalizace minima je I = [9/8, 153/100], jeho střed, bod

x̂ = 531/400 = 1, 3275,

je hledanou aproximací.
N
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Příklad 2.1.22.

S využitím Fibonacciho metody určete přibližné řešení úlohy

f (x) = sin(2x2 − 6x + 1)→ min

na intervalu I = [0, 1] s chybou nejvýše ε = 7/100 a volbou δ = 1/20.

Řešení. Výpočet zahájíme nalezením počtu vyčíslení, kterým dosáhneme minimálně za-
dané přesnosti. Délka výsledného intervalu lokalizace minima je maximálně

`N−1 =
`0

FN
+ |δ|,

požadovanou přesnost tedy splní Fibonacciho číslo, pro které platí

FN ≥
`0

2ε− |δ| .

Pro hodnoty ze zadání máme

FN ≥
1

14
100 −

1
20

=
100
9

= 11, 1.

Nejmenší Fibonacciho číslo, které splňuje tuto rovnost, je číslo F6 = 13, při výpočtu tak
využijeme N = 6 vyčíslení. Označme I1 = [0, 1] a `0 = 1. Nyní již můžeme ze vztahů

λi = ai +
FN−i−1

FN
`0 a µi = ai +

FN−i

FN
`0

vypočítat hodnoty

λ1 = 0 +
F4

F6
=

5
13

a µ1 = 0 +
F5

F6
=

8
13

.

Vyčíslením funkce v těchto bodech dostaneme

f (λ1)
.
= −0, 847815 a f (µ1)

.
= −0, 93444.

Vzhledem k tomu, že platí f (λ1) > f (µ1), se minimum funkce nenachází v intervalu
[0, λ1] = [0, 5/13]. Ve druhém kroku pracujeme s intervalem I2 = [5/13, 1], uvnitř kte-
rého se nachází bod µ1, z něhož se stává bod λ2 = 8/13. Hodnotu µ2 vypočteme jako

µ2 =
5
13

+
F4

F6
=

5
13

+
5

13
=

10
13

.

Příslušná funkční hodnota je
f (µ2)

.
= −0, 65156,

platí tedy f (λ2) < f (µ2), z čehož plyne, že funkce svého minima nenabývá v intervalu
[µ2, 1] = [10/13, 1]. Ve třetím kroku pracujeme s intervalem I3 = [5/13, 10/13], uvnitř
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kterého se nachází bod λ2. Dojde k rovnosti µ3 = λ2 = 8/13, hodnotu λ3 vypočítáme
s využitím vzorců jako

λ3 =
5

13
+

F2

F6
=

5
13

+
2

13
=

7
13

.

Dosazením této hodnoty do zadané funkce dostaneme

f (λ3)
.
= −0, 99679,

platí tedy f (λ3) < f (µ3), z čehož plyne, že funkce svého minima nenabývá v inter-
valu [µ3, 10/13] = [8/13, 10/13]. Ve čtvrtém kroku metody pracujeme s intervalem I4 =

[5/13, 8/13] a body µ4 = λ3 = 7/13 a

λ4 =
5

13
+

F1

F6
=

5
13

+
1

13
=

6
13

.

Funkční hodnota v bodě λ4 je
f (λ4)

.
= −0, 97421,

platí tedy f (λ4) > f (µ4). Funkce svého minima nenabývá v intervalu [5/13, λ4] = [5/13,
6/13]. V pátém, posledním, kroku metody proto pracujeme s intervalem I5 = [6/13, 8/13].
Kdybychom nyní využili výše uvedené vzorce, nezískali bychom žádný nový bod, nebot’
by došlo k rovnosti λ5 = µ5 = 7/13. Z tohoto důvodu (a kvůli δ > 0) využijeme vztahy

λN−1 = aN−1 +
`0

FN
a µN−1 = aN−1 +

`0

FN
+ δ,

díky kterým máme

λ5 =
7

13
a µ5 =

6
13

+
1

13
+

1
20

=
153
260

.

Funkční hodnota v nově nalezeném bodě je

f (µ5)
.
= −0, 96446,

platí tedy f (λ5) < f (µ5). Minimum se jistě nenachází v intervalu [µ5, 8/13] = [153/260,
8/13]. Výsledný interval lokalizace minima je I = [6/13, 153/260], jeho střed, bod

x̂ =
21
40

= 0, 525,

je hledanou aproximací.
N
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II. 2. Metoda největšího spádu

Příklad 2.2.1.

Při dané počáteční aproximaci x[0] vypočtěte alespoň dva následující členy v minima-
lizující posloupnosti {x[k]}, tj. x[1] a x[2], získané metodou největšího spádu při řešení
úlohy

f (x)→ min, x ∈ R,

jestliže

(a) x[0] = [0, 3] & f (x) = f (x1, x2) = 2x2
1 + 4x2

2 − 2x1 − 8x2;

(b) x[0] = [2, 3] & f (x) = f (x1, x2) = 4x2
1 − 4x1x2 + 2x2

2;

(c) x[0] = [1, 0] & f (x) = f (x1, x2) = 2x2
1 − x1x2 + x2

2;

(d) x[0] = [1,−1] & f (x) = f (x1, x2) = x2
1 + 2x1x2 + 2x2

2 + 2x1;

(e) x[0] = [1,−1] & f (x) = f (x1, x2) = 4x2
1 + 4x1x2 + 2x2

2 − 3x1.

Řešení. Jednotlivé body minimalizační posloupnosti vypočteme s využitím vztahu

x[k+1] = x[k] − αkgk,

kde gk je gradient funkce f (x) vyčíslený v bodě x[k] a αk minimalizuje funkci f (x[k+1]) =

f (αk). Při výpočtu můžeme využít i nezáporný násobek gradientu. Správnost výpočtu si
můžeme zkontrolovat vyčíslením funkce v jednotlivých bodech minimalizační posloup-
nosti či ověřením ortogonality gradientů vyčíslených ve dvou po sobě jdoucích bodech
posloupnosti.

(a) x[0] = [0, 3] & f (x) = f (x1, x2) = 2x2
1 + 4x2

2 − 2x1 − 8x2

Gradient funkce f (x) je

g(x) =

(
4x1 − 2
8x2 − 8

)
,

dosazením bodu x[0] získáme

g0 = g(x[0]) =

(
−2
16

)
.

Bod x[1] získáme jako

x[1] = x[0] − α0g0 =

(
0
3

)
− α0

(
−2
16

)
=

(
2α0

3− 16α0

)
.
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Dosazením bodu x[1] do zadané funkce získáme funkci v proměnné α0, jež chceme
minimalizovat. Máme tedy

f (α0) = 2(2α0)
2 + 4(3− 16α0)

2 − 2(2α0)− 8(3− 16α0).

Minimum této funkce najdeme standardním postupem. Derivací dostaneme

f ′(α0) = 8(2α0) + 8(3− 16α0)(−16)− 4 + 8(16),

z čehož položením rovno nule a úpravou získáme

4α0 − 32 · 3 + 32 · 16α0 − 1 + 32 = 0,

516α0 − 65 = 0, neboli α0 =
65

516
.

Vzhledem k tomu, že zadaná funkce je konvexní (matice její kvadratické formy je
pozitivně definitní), je nalezené α0 hledaným minimem. První člen minimalizující
posloupnosti je tedy

x[1] =

(
2α0

3− 16α0

)
=

(
65
258
127
129

)
=

1
258

(
65

254

)
.

Vyčíslením gradientu v bodě x[1] dostaneme

g1 = g(x[1]) =
1

129

(
−128
−16

)
.

V této chvíli si můžeme ověřit, že je g1 kolmý na g0, tj. že je jejich skalární součin
nulový, což zde platí. Bod x[2] vypočítáme jako

x[2] = x[1] − α1g1 =
1

258

(
65
254

)
− α1

129

(
−128
−16

)
=

1
258

(
65 + 256α1

254 + 32α1

)
.

Dosazením tohoto bodu do zadané funkce získáme

f (α1) = 2
(

65 + 256α1

258

)2

+ 4
(

254 + 32α1

258

)2

− 2
258

(65 + 256α1)−
8

258
(254 + 32α1).

Derivováním získáme

f ′(α1) =
4

2582 (65 + 256α1)(256) +
8

2582 (254 + 32α1)(32)− 2
258
· 256− 8

258
· 32,

položením rovno nule a následným zkrácením dostaneme

4(65 + 256α1) + (256 + 32α1)− 2 · 258 = 0,

z čehož úpravou získáme

1056α1 − 260 = 0, neboli α1 =
65
264

.
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Stejně jako v případě α0 se jedná o minimum, nebot’ jde o konvexní funkci. Druhý
člen minimalizující posloupnosti je tedy

x[2] =
1

258

(
65 + 256·65

264
254 + 32·65

264

)
=

1
258

(
4225

33
8642

33

)
=

(
4225
8514
4321
4257

)
.

Vyčíslením funkce v nalezených bodech minimalizující posloupnosti se můžeme ujis-
tit, že jsme postupovali správně a funkční hodnota klesá. Pro jednotlivé body máme

f (x[0]) = 12, f (x[1]) .
= −4, 37597, f (x[2]) .

= −4, 49907,

čímž jsme si ověřili správnost postupu.

(b) x[0] = [2, 3] & f (x) = f (x1, x2) = 4x2
1 − 4x1x2 + 2x2

2

Gradient funkce f (x) je

g(x) =

(
8x1 − 4x2

−4x1 + 4x2

)
,

dosazením bodu x[0] získáme

g0 = g(x[0]) =

(
4
4

)
.

V dalším postupu můžeme využít jak nalezený g0, tak např. vektor (1, 1)T. Bod x[1]

získáme jako

x[1] = x[0] − α0g0 =

(
2
3

)
− α0

(
4
4

)
=

(
2− 4α0

3− 4α0

)
.

Dosazením bodu x[1] do zadané funkce získáme funkci v proměnné α0, jež chceme
minimalizovat. Máme tedy

f (α0) = 4(2− 4α0)
2 − 4(2− 4α0)(3− 4α0) + 2(3− 4α0)

2.

Minimum této funkce najdeme standardním postupem. Derivací dostaneme

f ′(α0) = 8(2− 4α0)(−4)− 4(−20 + 32α0) + 4(3− 4α0)(−4),

z čehož položením rovno nule a úpravou získáme

2(2− 4α0)− 5 + 8α0 + (3− 4α0) = 0,

16α0 − 8 = 0, neboli α0 =
1
2

.
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Vzhledem k tomu, že zadaná funkce je konvexní (matice její kvadratické formy je
pozitivně definitní), je nalezené α0 hledaným minimem. První člen minimalizující
posloupnosti je tedy

x[1] =

(
2− 4α0

3− 4α0

)
=

(
0
1

)
.

Vyčíslením gradientu v bodě x[1] dostaneme

g1 = g(x[1]) =

(
−4
4

)
.

V této chvíli si můžeme ověřit, že je g1 kolmý na g0, tj. že je jejich skalární součin
nulový, což zde platí. Bod x[2] vypočítáme jako

x[2] = x[1] − α1g1 =

(
0
1

)
− α1

(
−4
4

)
=

(
4α1

1− 4α1

)
.

Dosazením tohoto bodu do zadané funkce získáme

f (α1) = 4(4α1)
2 − 16α1(1− 4α1) + 2(1− 4α1)

2.

Derivováním získáme

f ′(α1) = 8(4α1)(4)− 16 + 43 · 2α1 − 4(1− 4α1)(−4),

položením rovno nule a následným zkrácením dostaneme

32 · 4α1 − 16 + 8 · 16α1 − 16(1− 4α1) = 0,

z čehož úpravou získáme

20α1 − 2 = 0, neboli α1 =
1

10
.

Stejně jako v případě α0 se jedná o minimum, nebot’ jde o konvexní funkci. Druhý
člen minimalizující posloupnosti je tedy

x[2] =

(
4 1

10
1− 4

10

)
=

(
2
5
3
5

)
.

Vyčíslením funkce v nalezených bodech minimalizující posloupnosti se můžeme ujis-
tit, že jsme postupovali správně a funkční hodnota klesá. Pro jednotlivé body máme

f (x[0]) = 10, f (x[1]) = 2, f (x[2]) = 0, 4,

což naznačuje, že výpočet byl správný.
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(c) x[0] = [1, 0] & f (x) = f (x1, x2) = 2x2
1 − x1x2 + x2

2

Gradient funkce f (x) je

g(x) =

(
4x1 − x2

−x1 + 2x2

)
,

dosazením bodu x[0] získáme

g0 = g(x[0]) =

(
4
−1

)
.

Bod x[1] získáme jako

x[1] = x[0] − α0g0 =

(
1
0

)
− α0

(
4
−1

)
=

(
1− 4α0

α0

)
.

Dosazením bodu x[1] do zadané funkce získáme funkci v proměnné α0, jež chceme
minimalizovat. Máme tedy

f (α0) = 2(1− 4α0)
2 − (1− 4α0)(α0) + α2

0.

Minimum této funkce najdeme standardním postupem. Derivací dostaneme

f ′(α0) = 4(1− 4α0)(−4)− 1 + 8α0 + 2α0,

z čehož položením rovno nule a úpravou získáme

−16 + 64α0 + 10α0 − 1 = 0,

74α0 − 17 = 0, neboli α0 =
17
74

.

Vzhledem k tomu, že zadaná funkce je konvexní (matice její kvadratické formy je
pozitivně definitní), je nalezené α0 hledaným minimem. První člen minimalizující
posloupnosti je tedy

x[1] =

(
1− 4·17

74
17
74

)
=

1
74

(
6

17

)
.

Vyčíslením gradientu v bodě x[1] dostaneme

g1 = g(x[1]) =
1

74

(
7

28

)
.

V této chvíli si můžeme ověřit, že je g1 kolmý na g0, tj. že je jejich skalární součin
nulový, což zde platí. Bod x[2] vypočítáme jako

x[2] = x[1] − α1g1 =
1

74

(
6

17

)
− α1

74

(
7

28

)
=

1
74

(
6− 7α1

17− 28α1

)
.
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Dosazením tohoto bodu do zadané funkce získáme

f (α1) = 2
(

6− 7α1

74

)2

− (6− 7α1)(17− 28α1)

742 +

(
17− 28α1

74

)2

.

Derivováním získáme

f ′(α1) =
4

742 (6− 7α1)(−7)− −7 · 17− 28 · 6 + 14 · 28α1

742 +
2(17− 28α1)(−28)

742 ,

položením rovno nule a následným vynásobením číslem −742

28 dostaneme

6− 7α1 −
41
4

+ 14α1 + 34− 2 · 28α1 = 0,

z čehož úpravou získáme

−49α1 = −119
4

, neboli α1 =
17
28

.

Stejně jako v případě α0 se jedná o minimum, nebot’ jde o konvexní funkci. Druhý
člen minimalizující posloupnosti je tedy

x[2] =
1

74

(
6− 7·17

28
17− 28·17

28

)
=

1
74

(
7
4
0

)
=

(
7

296
0

)
.

Vyčíslením funkce v nalezených bodech minimalizující posloupnosti se můžeme ujis-
tit, že jsme postupovali správně a funkční hodnota klesá. Pro jednotlivé body máme

f (x[0]) = 2, f (x[1]) .
= 0, 047297, f (x[2]) .

= 0, 001185,

což naznačuje, že výpočet byl správný.

(d) x[0] = [1,−1] & f (x) = f (x1, x2) = x2
1 + 2x1x2 + 2x2

2 + 2x1

Gradient funkce f (x) je

g(x) =

(
2x1 + 2x2 + 2

2x1 + 4x2

)
,

dosazením bodu x[0] získáme

g0 = g(x[0]) =

(
2
−2

)
.

Bod x[1] získáme jako

x[1] = x[0] − α0g0 =

(
1
−1

)
− α0

(
2
−2

)
=

(
1− 2α0

−1 + 2α0

)
.
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Dosazením bodu x[1] do zadané funkce získáme funkci v proměnné α0, jež chceme
minimalizovat. Máme tedy

f (α0) = (1− 2α0)
2 + 2(1− 2α0)(−1 + 2α0) + 2(−1 + 2α0)

2 + 2(1− 2α0).

Minimum této funkce najdeme standardním postupem. Derivací dostaneme

f ′(α0) = 2(1− 2α0)(−2) + 2(4− 8α0) + 4(−1 + 2α0)(2)− 4,

z čehož položením rovno nule a úpravou získáme

−1 + 2α0 + 2− 4α0 + 4α0 − 3 = 0,

2α0 − 2 = 0, neboli α0 = 1.

Vzhledem k tomu, že zadaná funkce je konvexní (matice její kvadratické formy je
pozitivně definitní), je nalezené α0 hledaným minimem. První člen minimalizující
posloupnosti je tedy

x[1] =

(
1− 2
−1 + 2

)
=

1
74

(
−1
1

)
.

Vyčíslením gradientu v bodě x[1] dostaneme

g1 = g(x[1]) =

(
2
2

)
.

V této chvíli si můžeme ověřit, že je g1 kolmý na g0, tj. že je jejich skalární součin
nulový, což zde platí. Bod x[2] vypočítáme jako

x[2] = x[1] − α1g1 =

(
−1
1

)
− α1

(
2
2

)
=

(
−1− 2α1

1− 2α1

)
.

Dosazením tohoto bodu do zadané funkce získáme

f (α1) = (−1− 2α1)
2 + 2(−1− 2α1)(1− 2α1) + 2(1− 2α1)

2 + 2(−1− 2α1).

Derivováním získáme

f ′(α1) = 2(−1− 2α1)(−2) + 2(8α1) + 4(1− 2α1)(−2)− 4,

položením rovno nule a následným vydělením čtyřmi dostaneme

−(−1− 2α1) + 4α1 − 2(1− α1)− 1 = 0,

z čehož úpravou získáme

10α1 = 2, neboli α1 =
1
5

.
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Stejně jako v případě α0 se jedná o minimum, nebot’ jde o konvexní funkci. Druhý
člen minimalizující posloupnosti je tedy

x[2] =

(
−1− 2α1

1− 2α1

)
=

(
−1− 2

5
1− 2

5

)
=

(
−7

5
3
5

)
.

Vyčíslením funkce v nalezených bodech minimalizující posloupnosti se můžeme ujis-
tit, že jsme postupovali správně a funkční hodnota klesá. Pro jednotlivé body máme

f (x[0]) = 3, f (x[1]) = −1, f (x[2]) = −1, 8,

což naznačuje, že výpočet byl správný.

(e) x[0] = [1,−1] & f (x) = f (x1, x2) = 4x2
1 + 4x1x2 + 2x2

2 − 3x1

Gradient funkce f (x) je

g(x) =

(
8x1 + 4x2 − 3

4x1 + 4x2

)
,

dosazením bodu x[0] získáme

g0 = g(x[0]) =

(
1
0

)
.

Bod x[1] získáme jako

x[1] = x[0] − α0g0 =

(
1
−1

)
− α0

(
1
0

)
=

(
1− α0

−1

)
.

Dosazením bodu x[1] do zadané funkce získáme funkci v proměnné α0, jež chceme
minimalizovat. Máme tedy

f (α0) = 4(1− α0)
2 + 4(1− α0)(−1) + 2(−1)2 − 3(1− α0).

Minimum této funkce najdeme standardním postupem. Derivací dostaneme

f ′(α0) = 8(1− α0)(−1) + 4 + 3,

z čehož položením rovno nule a úpravou získáme

8α0 − 1 = 0, neboli α0 =
1
8

.

Vzhledem k tomu, že zadaná funkce je konvexní (matice její kvadratické formy je
pozitivně definitní), je nalezené α0 hledaným minimem. První člen minimalizující
posloupnosti je tedy

x[1] =

(
1− 1

8
−1

)
=

1
74

(
7
8
−1

)
.
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Vyčíslením gradientu v bodě x[1] dostaneme

g1 = g(x[1]) =

(
0
−1

2

)
.

V této chvíli si můžeme ověřit, že je g1 kolmý na g0, tj. že je jejich skalární součin
nulový, což zde platí. Bod x[2] vypočítáme jako

x[2] = x[1] − α1g1 =

(
7
8
−1

)
− α1

(
0
−1

2

)
=

(
7
8

−1 + α1
2

)
.

Dosazením tohoto bodu do zadané funkce získáme

f (α1) = 4
(

7
8

)2

+ 4
7
8

(
−1 +

α1

2

)
+ 2

(
−1 +

α1

2

)2
− 3

7
8

.

Derivováním získáme

f ′(α1) = 0 +
7
4
+ 4

(
−1 +

α1

2

)(1
2

)
,

položením rovno nule a následnou úpravou dostaneme

7
4
− 2 + α1 = 0, neboli α1 =

1
4

.

Stejně jako v případě α0 se jedná o minimum, nebot’ jde o konvexní funkci. Druhý
člen minimalizující posloupnosti je tedy

x[2] =

(
7
8

−1 + α1
2

)
=

(
7
8

−1 + 1
8

)
=

(
7
8
−7

8

)
.

Vyčíslením funkce v nalezených bodech minimalizující posloupnosti se můžeme ujis-
tit, že jsme postupovali správně a funkční hodnota klesá. Pro jednotlivé body máme

f (x[0]) = −1, f (x[1]) = −17
16

= −1, 0625, f (x[2]) = −35
32

= −1, 09375,

což naznačuje, že výpočet byl správný.

N
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II. 2. Numerické metody v Rn 411

Příklad 2.2.2.

Při dané počáteční aproximaci x[0] vypočtěte alespoň dva následující členy v minima-
lizující posloupnosti {x[k]}, tj. x[1] a x[2], získané metodou největšího spádu při řešení
úlohy

f (x)→ min, x ∈ R,

jestliže

(a) x[0] = [1,−2] & f (x) = f (x1, x2) = x2
1 + 6x1x2 + 9x2

2;

(b) x[0] = [0, 0] & f (x) = f (x1, x2) = x2
1 + 6x1x2 + 9x2

2 + 2x1 − x2;

(c) x[0] = [1,−1] & f (x) = f (x1, x2) = (x1 − x2)
2 − x1 + x2;

(d) x[0] = [1,−1] & f (x) = f (x1, x2) = (x1 − x2)
2 + x1 + x2;

Řešení. Jednotlivé body minimalizační posloupnosti vypočteme s využitím vztahu

x[k+1] = x[k] − αkgk,

kde gk je gradient funkce f (x) vyčíslený v bodě x[k] a αk minimalizuje funkci f (x[k+1]) =

f (αk). Při výpočtu můžeme využít i nezáporný násobek gradientu. Správnost výpočtu si
můžeme zkontrolovat vyčíslením funkce v jednotlivých bodech minimalizační posloup-
nosti či ověřením ortogonality gradientů vyčíslených ve dvou po sobě jdoucích bodech
posloupnosti.

(a) x[0] = [1,−2] & f (x) = f (x1, x2) = x2
1 + 6x1x2 + 9x2

2

Gradient funkce f (x) je

g(x) =

(
2x1 + 6x2

6x1 + 18x2

)
,

dosazením bodu x[0] získáme

g0 = g(x[0]) =

(
−10
−30

)
.

V dalším postupu pro zjednodušení výpočtů využijeme místo nalezeného g0 vektor
(−1,−3)T. Bod x[1] získáme jako

x[1] = x[0] − α0g0/10 =

(
1
−2

)
− α0

(
−1
−3

)
=

(
1 + α0

−2 + 3α0

)
.

Dosazením bodu x[1] do zadané funkce získáme funkci v proměnné α0, jež chceme
minimalizovat. Máme tedy

f (α0) = (1 + α0)
2 + 6(1 + α0)(−2 + 3α0) + 9(−2 + 3α0)

2.
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Minimum této funkce najdeme standardním postupem. Derivací dostaneme

f ′(α0) = 2(1 + α0) + 6 · 3 + 6 · 2(3α0)− 6 · 2 + 18(−2 + 3α0)(3),

z čehož položením rovno nule a úpravou získáme

2 + 2α0 + 6 + 36α0 + 3 · 18(−2 + 3α0) = 0,

200α0 − 100 = 0, neboli α0 =
1
2

.

Vzhledem k tomu, že zadaná funkce je konvexní (matice její kvadratické formy je
pozitivně definitní), je nalezené α0 hledaným minimem. První člen minimalizující
posloupnosti je tedy

x[1] =

(
1 + 1

2
−2 + 31

2

)
=

(
3
2
−1

2

)
.

Vyčíslením gradientu v bodě x[1] dostaneme

g1 = g(x[1]) =

(
0
0

)
,

z čehož vidíme, že g1 je kolmý na g0. Kdybychom nyní chtěli vypočítat bod x[2] stan-
dardním způsobem, získáme

x[2] = x[1] − α1g1 =

(
3
2
−1

2

)
− α1

(
0
0

)
=

(
3
2
−1

2

)
.

Vzhledem k nulovosti gradientu v bodě x[1] (neboli rovnosti x[2] = x[1]) víme, že jsme
již po prvním kroku metody našli řešení úlohy. Minimální hodnota zadané funkce je

f (x[1]) = 0.

(b) x[0] = [0, 0] & f (x) = f (x1, x2) = x2
1 + 6x1x2 + 9x2

2 + 2x1 − x2

Gradient funkce f (x) je

g(x) =

(
2x1 + 6x2 + 2

6x1 + 18x2 − 1

)
,

dosazením bodu x[0] získáme

g0 = g(x[0]) =

(
2
−1

)
.

Bod x[1] získáme jako

x[1] = x[0] − α0g0 =

(
0
0

)
− α0

(
2
−1

)
=

(
−2α0

α0

)
.
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Dosazením bodu x[1] do zadané funkce získáme funkci v proměnné α0, jež chceme
minimalizovat. Máme tedy

f (α0) = (−2α0)
2 + 6(−2α0)(α0) + 9(α0)

2 + 2(−2α0)− α0.

Minimum této funkce najdeme standardním postupem. Derivací dostaneme

f ′(α0) = 2(−2α0)(−2)− 24α0 + 18α0 − 5,

z čehož položením rovno nule a úpravou získáme

2α0 − 5 = 0, neboli α0 =
5
2

.

Vzhledem k tomu, že zadaná funkce je konvexní (matice její kvadratické formy je
pozitivně definitní), je nalezené α0 hledaným minimem. První člen minimalizující
posloupnosti je tedy

x[1] =

(
−25

2
5
2

)
=

1
64

(
−5

5
2

)
.

Vyčíslením gradientu v bodě x[1] dostaneme

g1 = g(x[1]) =

(
7

14

)
.

V této chvíli si můžeme ověřit, že je g1 kolmý na g0, tj. že je jejich skalární sou-
čin nulový, což zde platí. Pro zjednodušení využijeme při výpočtu bodu x[2] vektor
g1/7 = (1, 2)T. Bod x[2] vypočítáme jako

x[2] = x[1] − α1g1/7 =

(
−5

5
2

)
− α1

(
1
2

)
=

(
−5− α1
5
2 − 2α1

)
.

Dosazením tohoto bodu do zadané funkce získáme

f (α1) = (−5− α1)
2 + 6 (−5− α1)

(
5
2
− 2α1

)
+ 9

(
5
2
− 2α1

)2

+

+ 2 (−5− α1)−
(

5
2
− 2α1

)
.

Derivováním získáme

f ′(α1) = −2 (−5− α1) + 6
(
−5

2
+ 10 + 4α1

)
+ 18

(
5
2
− 2α1

)
(−2)− 2 + 2,

položením rovno nule a následnou úpravou dostaneme

5 + α1 + 3
(

15
2

+ 4α1

)
− 18

(
5
2
− 2α1

)
,

16. prosince 2020 © Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek
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z čehož plyne

49α1 −
35
2

= 0, neboli α1 =
5

14
.

Stejně jako v případě α0 se jedná o minimum, nebot’ jde o konvexní funkci. Druhý
člen minimalizující posloupnosti je tedy

x[2] =

(
−5− α1
5
2 − 2α1

)
=

(
−5− 5

14
5
2 − 2 5

14

)
=

(
−75

14
25
14

)
.

Vyčíslením funkce v nalezených bodech minimalizující posloupnosti se můžeme ujis-
tit, že jsme postupovali správně a funkční hodnota klesá. Pro jednotlivé body máme

f (x[0]) = 0, f (x[1]) = −25
4

= −6, 25, f (x[2]) = −25
2

= −12, 5,

což naznačuje, že výpočet byl správný.

(c) x[0] = [1,−1] & f (x) = f (x1, x2) = (x1 − x2)
2 − x1 + x2

Funkci si pro přehlednost upravíme do tvaru

f (x) = x2
1 − 2x1x2 + x2

2 − x1 + x2.

Gradient funkce f (x) je

g(x) =

(
2x1 − 2x2 − 1
−2x1 + 2x2 + 1

)
,

dosazením bodu x[0] získáme

g0 = g(x[0]) =

(
3
−3

)
.

V dalším postupu bychom mohli místo nalezeného g0 využít např. i vektor vektor
(1,−1)T. Bod x[1] získáme jako

x[1] = x[0] − α0g0 =

(
1
−1

)
− α0

(
3
−3

)
=

(
1− 3α0

−1 + 3α0

)
.

Dosazením bodu x[1] do zadané funkce získáme funkci v proměnné α0, jež chceme
minimalizovat. Máme tedy

f (α0) = (1− 3α0)
2 − 2(1− 3α0)(−1 + 3α0) + (−1 + 3α0)

2 − (1− 3α0) + (−1 + 3α0).

Minimum této funkce najdeme standardním postupem. Derivací dostaneme

f ′(α0) = 2(1− 3α0)(−3)− 2(6− 18α0) + 6(−1 + 3α0)− (−3) + 3,
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z čehož položením rovno nule a vydělením číslem −6 získáme

1− 3α0 + 2− 6α0 − 3α0 + 1− 1 = 0,

12α0 − 3 = 0, neboli α0 =
1
4

.

Vzhledem k tomu, že zadaná funkce je konvexní (matice její kvadratické formy je
pozitivně definitní), je nalezené α0 hledaným minimem. První člen minimalizující
posloupnosti je tedy

x[1] =

(
1− 31

4
−1 + 31

4

)
=

(
1
4
−1

4

)
.

Vyčíslením gradientu v bodě x[1] dostaneme

g1 = g(x[1]) =

(
0
0

)
,

z čehož vidíme, že g1 je kolmý na g0. Kdybychom nyní chtěli vypočítat bod x[2] stan-
dardním způsobem, získáme

x[2] = x[1] − α1g1 =

(
1
4
−1

4

)
− α1

(
0
0

)
=

(
1
4
−1

4

)
.

Vzhledem k nulovosti gradientu v bodě x[1] (neboli rovnosti x[2] = x[1]) víme, že jsme
již po prvním kroku metody našli řešení úlohy. Minimální hodnota zadané funkce je

f (x[1]) = −1
4

.

(d) x[0] = [1,−1] & f (x) = f (x1, x2) = (x1 − x2)
2 + x1 + x2

Funkci si pro přehlednost upravíme do tvaru

f (x) = x2
1 − 2x1x2 + x2

2 + x1 + x2.

Gradient funkce f (x) je

g(x) =

(
2x1 − 2x2 + 1
−2x1 + 2x2 + 1

)
,

dosazením bodu x[0] získáme

g0 = g(x[0]) =

(
5
−3

)
.

Bod x[1] získáme jako

x[1] = x[0] − α0g0 =

(
1
−1

)
− α0

(
5
−3

)
=

(
1− 5α0

−1 + 3α0

)
.

16. prosince 2020 © Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek
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Dosazením bodu x[1] do zadané funkce získáme funkci v proměnné α0, jež chceme
minimalizovat. Máme tedy

f (α0) = (1− 5α0)
2 − 2(1− 5α0)(−1 + 3α0) + (−1 + 3α0)

2 + (1− 5α0) + (−1 + 3α0).

Minimum této funkce najdeme standardním postupem. Derivací dostaneme

f ′(α0) = 2(1− 5α0)(−5)− 2(8− 30α0) + 2(−1 + 3α0)(3)− 5 + 3,

z čehož položením rovno nule a úpravou získáme postupně

25α0 − 13 + 39α0 − 4 = 0,

64α0 − 17 = 0, neboli α0 =
17
64

.

Vzhledem k tomu, že zadaná funkce je konvexní (matice její kvadratické formy je
pozitivně definitní), je nalezené α0 hledaným minimem. První člen minimalizující
posloupnosti je tedy

x[1] =

(
1− 517

64
−1 + 317

64

)
=

1
64

(
−21
−13

)
.

Vyčíslením gradientu v bodě x[1] dostaneme

g1 = g(x[1]) =

(
3
4
5
4

)
.

V této chvíli si můžeme ověřit, že je g1 kolmý na g0, tj. že je jejich skalární součin
nulový, což zde platí. Bod x[2] vypočítáme jako

x[2] = x[1] − α1g1 =
1

64

(
−21
−13

)
− α1

(
3
4
5
4

)
=

(
−21

64 −
3α1
4

−13
64 −

5α1
4

)
.

Dosazením tohoto bodu do zadané funkce získáme

f (α1) =

(
−21

64
− 3α1

4

)2

− 2
(
−21

64
− 3α1

4

)(
−13

64
− 5α1

4

)
+

+

(
−13

64
− 5α1

4

)2

+

(
−21

64
− 3α1

4

)
+

(
−13

64
− 5α1

4

)
.

Derivováním získáme

f ′(α1) = 2
(
−21

64
− 3α1

4

)(
−3

4

)
− 2

(
30
16

α1 +
21 · 5
64 · 4 +

13 · 3
64 · 4

)
+

+ 2
(
−13

64
− 5α1

4

)(
−5

4

)
− 3

4
− 5

4
,
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položením rovno nule a následnou úpravou dostaneme

−17
16

+
1
4

α1 = 0, neboli α1 =
17
4

.

Stejně jako v případě α0 se jedná o minimum, nebot’ jde o konvexní funkci. Druhý
člen minimalizující posloupnosti je tedy

x[2] =

(
−21

64 −
3α1
4

−13
64 −

5α1
4

)
=

(
−21

64 −
17
4

3
4

−13
64 −

17
4

5
4

)
=

(
−225

64
−353

64

)
.

Vyčíslením funkce v nalezených bodech minimalizující posloupnosti se můžeme ujis-
tit, že jsme postupovali správně a funkční hodnota klesá. Pro jednotlivé body máme

f (x[0]) = 0, f (x[1]) = −33
64

= −0, 515625, f (x[2]) = −161
32

= −5, 03125,

což naznačuje, že výpočet byl správný.

N
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Příklad 2.2.3.

Při dané počáteční aproximaci x[0] vypočtěte alespoň dva následující členy v minima-
lizující posloupnosti {x[k]}, tj. x[1] a x[2], získané metodou největšího spádu při řešení
úlohy

f (x)→ min, x ∈ R,

jestliže

(a) x[0] = [1,−1, 0] & f (x) = f (x1, x2, x3) = x2
1 + 2x1x2 + 2x2

2 + x2
3;

(b) x[0] = [0,−1, 1] & f (x) = f (x1, x2, x3) = (2x1− x2− 1)2 + (x3− x2− 2)2 + 3x2x3;

(c) x[0] = [0, 0, 0] & f (x) = f (x1, x2, x3) = (x1 + x2 + 1)2/2 + (1− x3)
2 + (x1 − x3 −

1)2;

(d) x[0] = [0, 0, 0] & f (x) = f (x1, x2, x3) = (x3 − 2x2 + 2)2/2 + (1− x3)
2 + (x2 −

3x1)
2/4;

(e) x[0] = [1, 0, 0] & f (x) = f (x1, x2, x3) = (x1 + x3 + 1)2 + (x1 − x2 − 1)2 + x2x3.

Řešení. Jednotlivé body minimalizační posloupnosti vypočteme s využitím vztahu

x[k+1] = x[k] − αkgk,

kde gk je gradient funkce f (x) vyčíslený v bodě x[k] a αk minimalizuje funkci f (x[k+1]) =

f (αk). Při výpočtu můžeme využít i nezáporný násobek gradientu. Správnost výpočtu si
můžeme zkontrolovat vyčíslením funkce v jednotlivých bodech minimalizační posloup-
nosti či ověřením ortogonality gradientů vyčíslených ve dvou po sobě jdoucích bodech
posloupnosti.

(a) x[0] = [1,−1, 0] & f (x) = f (x1, x2, x3) = x2
1 + 2x1x2 + 2x2

2 + x2
3

Gradient funkce f (x) je

g(x) =

 2x1 + 2x2

2x1 + 4x2

2x3

 ,

dosazením bodu x[0] získáme

g0 = g(x[0]) =

 0
−2
0

 .

Bod x[1] získáme jako

x[1] = x[0] − α0g0 =

 1
−1
0

− α0

 0
−2
0

 =

 1
−1 + 2α0

0

 .
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Dosazením bodu x[1] do zadané funkce získáme funkci v proměnné α0, jež chceme
minimalizovat. Máme tedy

f (α0) = 12 + 2(−1 + 2α0) + 2(−1 + 2α0)
2 + 02.

Minimum této funkce najdeme standardním postupem. Derivací dostaneme

f ′(α0) = 4 + 4(−1 + 2α0)(2),

z čehož položením rovno nule a úpravou získáme

4α0 − 1 = 0, neboli α0 =
1
4

.

Vzhledem k tomu, že zadaná funkce je konvexní (matice její kvadratické formy je
pozitivně definitní), je nalezené α0 hledaným minimem. První člen minimalizující
posloupnosti je tedy

x[1] =

 1
−1 + 21

4
0

 =

 1
−1

2
0

 .

Vyčíslením gradientu v bodě x[1] dostaneme

g1 = g(x[1]) =

 1
0
0

 .

V této chvíli si můžeme ověřit, že je g1 kolmý na g0, tj. že je jejich skalární součin
nulový, což zde platí. Bod x[2] vypočítáme jako

x[2] = x[1] − α1g1 =

 1
−1

2
0

− α1

 1
0
0

 =

 1− α1

−1
2

0

 .

Dosazením tohoto bodu do zadané funkce získáme

f (α1) = (1− α1)
2 + 2

(
−1

2

)
(1− α1) + 2

(
−1

2

)2

+ 0.

Derivováním získáme

f ′(α1) = 2(1− α1)(−1) + 1,

položením rovno nule a následnou úpravou dostaneme

2α1 − 1 = 0, neboli α1 =
1
2

.
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Stejně jako v případě α0 se jedná o minimum, nebot’ jde o konvexní funkci. Druhý
člen minimalizující posloupnosti je tedy

x[2] =

 1− 1
2

−1
2

0

 =


1
2
−1

2
0

 .

Vyčíslením funkce v nalezených bodech minimalizující posloupnosti se můžeme ujis-
tit, že jsme postupovali správně a funkční hodnota klesá. Pro jednotlivé body máme

f (x[0]) = 1, f (x[1]) =
1
2

, f (x[2]) =
1
4

,

což naznačuje, že výpočet byl správný.

(b) x[0] = [0,−1, 1] & f (x) = f (x1, x2, x3) = (2x1 − x2 − 1)2 + (x3 − x2 − 2)2 + 3x2x3

Zadanou funkci si nejprve upravíme do tvaru

f (x) = 4x2
1 + 2x2

2 + x2
3 − 4x1x2 + x2x3 − 4x1 + 6x2 − 4x3 + 5.

Gradient funkce f (x) je

g(x) =

 8x1 − 4x2 − 4
−4x1 + 4x2 + x3 + 6

x2 + 2x3 − 4

 ,

dosazením bodu x[0] získáme

g0 = g(x[0]) =

 0
3
−3

 .

Pro zjednodušení výpočtu budeme dál pracovat s vektorem g0/3 = (0, 1,−1)T. Bod
x[1] získáme jako

x[1] = x[0] − α0g0/3 =

 0
−1
1

− α0

 0
1
−1

 =

 0
−1− α0

1 + α0

 .

Dosazením bodu x[1] do zadané funkce získáme funkci v proměnné α0, jež chceme
minimalizovat. Máme tedy

f (α0) = 2(−1− α0)
2 + (1 + α0)

2 + (−1− α0)(1 + α0) + 6(−1− α0)− 4(1 + α0) + 5.

Minimum této funkce najdeme standardním postupem. Derivací dostaneme

f ′(α0) = −4(−1− α0) + 2(1 + α0)− 2− 2α0 − 6− 4,
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z čehož položením rovno nule a úpravou získáme

4α0 − 6 = 0, neboli α0 =
3
2

.

Kdybychom k výpočtu bodu x[1] využili přímo g0, získali bychom α0 = 1
2 . Vzhledem

k tomu, že zadaná funkce je konvexní (matice její kvadratické formy je pozitivně
definitní), je nalezené α0 hledaným minimem. První člen minimalizující posloupnosti
je tedy

x[1] =

 0
−1− 3

2
1 + 3

2

 =

 0
−5

2
5
2

 .

Vyčíslením gradientu v bodě x[1] dostaneme

g1 = g(x[1]) =

 6
−3

2
−3

2

 .

V této chvíli si můžeme ověřit, že je g1 kolmý na g0, tj. že je jejich skalární součin
nulový, což zde platí. Bod x[2] vypočítáme jako

x[2] = x[1] − α1g1 =

 0
−5

2
5
2

− α1

 6
−3

2
−3

2

 =

 −6α1

−5
2 +

3
2 α1

5
2 +

3
2 α1

 .

Dosazením tohoto bodu do zadané funkce získáme

f (α1) = 4(−6α1)
2 + 2

(
−5

2
+

3
2

α1

)2

+

(
5
2
+

3
2

α1

)2

− 4(−6α1)

(
−5

2
+

3
2

α1

)
+

+

(
−5

2
+

3
2

α1

)(
5
2
+

3
2

α1

)
− 4(−6α1) + 6

(
−5

2
+

3
2

α1

)
− 4

(
5
2
+

3
2

α1

)
+ 5.

Derivováním získáme

f ′(α1) = 8(−6α1)(−6) + 4
(
−5

2
+

3
2

α1

)(
3
2

)
+ 2

(
5
2
+

3
2

α1

)(
3
2

)
+ 24 · 3

2
· 2α1−

− 24
(

5
2

)
+

3
2
· 5

2
+

3
2
· −5

2
+

(
3
2

)2

· 2α1 + 24 + 9− 6,

z čehož položením rovno nule a následnou úpravou postupně dostaneme

16 · 6α1 + 2
(
−5

2
+

3
2

α1

)
+

(
5
2
+

3
2

α1

)
+ 24α1 − 20 +

3
2

α1 + 9 = 0,

126α1 −
27
2

= 0, neboli α1 =
3

28
.
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Stejně jako v případě α0 se jedná o minimum, nebot’ jde o konvexní funkci. Druhý
člen minimalizující posloupnosti je tedy

x[2] =

 −6 3
28

−5
2 +

3
2 ·

3
28

5
2 +

3
2 ·

3
28

 =

 − 9
14

−131
56

149
56

 .

Vyčíslením funkce v nalezených bodech minimalizující posloupnosti se můžeme ujis-
tit, že jsme postupovali správně a funkční hodnota klesá. Pro jednotlivé body máme

f (x[0]) = −3, f (x[1]) = −15
2

, f (x[2]) = −1083
112

.
= −9, 6696,

což naznačuje, že výpočet byl správný.

(c) x[0] = [0, 0, 0] & f (x) = f (x1, x2, x3) = (x1 + x2 + 1)2/2 + (1− x3)
2 + (x1 − x3 − 1)2

Gradient funkce f (x) je

g(x) =

 3x1 + x2 − 2x3 − 1
x1 + x2 + 1
−2x1 + 4x3

 ,

dosazením bodu x[0] získáme

g0 = g(x[0]) =

 −1
1
0

 .

Bod x[1] získáme jako

x[1] = x[0] − α0g0/3 =

 0
0
0

− α0

 −1
1
0

 =

 α0

−α0

0

 .

Dosazením bodu x[1] do zadané funkce získáme funkci v proměnné α0, jež chceme
minimalizovat. Máme tedy

f (α0) =
(α0 − α0 + 1)2

2
+ 12 + (α0 − 1)2.

Minimum této funkce najdeme standardním postupem. Derivací dostaneme

f ′(α0) = 2(α0 − 1),

z čehož položením rovno nule ihned získáme

α0 = 1.
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Vzhledem k tomu, že zadaná funkce je konvexní (matice její kvadratické formy je
pozitivně definitní), je nalezené α0 hledaným minimem. První člen minimalizující
posloupnosti je tedy

x[1] =

 α0

−α0

0

 =

 1
−1
0

 .

Vyčíslením gradientu v bodě x[1] dostaneme

g1 = g(x[1]) =

 1
1
−2

 .

V této chvíli si můžeme ověřit, že je g1 kolmý na g0, tj. že je jejich skalární součin
nulový, což zde platí. Bod x[2] vypočítáme jako

x[2] = x[1] − α1g1 =

 1
−1
0

− α1

 1
1
−2

 =

 1− α1

−1− α1

2α1

 .

Dosazením tohoto bodu do zadané funkce získáme

f (α1) =
(1− α1 + (−1− α1) + 1)2

2
+ (1− 2α1)

2 + (1− α1 − 2α1 − 1)2.

Derivováním získáme

f ′(α1) = 4α1 − 2− 4(1− 2α1)− 6(−3α1),

z čehož položením rovno nule a následnou úpravou dostaneme

30α1 − 6 = 0, neboli α1 =
1
5

.

Stejně jako v případě α0 se jedná o minimum, nebot’ jde o konvexní funkci. Druhý
člen minimalizující posloupnosti je tedy

x[2] =

 1− 1
5

−1− 1
5

21
5

 =


4
5
−6

5
2
5

 .

Vyčíslením funkce v nalezených bodech minimalizující posloupnosti se můžeme ujis-
tit, že jsme postupovali správně a funkční hodnota klesá. Pro jednotlivé body máme

f (x[0]) =
5
2

, f (x[1]) =
3
2

, f (x[2]) =
9

10
,

což naznačuje, že výpočet byl správný.
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(d) x[0] = [0, 0, 0] & f (x) = f (x1, x2, x3) = (x3 − 2x2 + 2)2/2 + (1− x3)
2 + (x2 − 3x1)

2/4

Gradient funkce f (x) je

g(x) =


9
2 x1 − 3

2 x2

−3
2 x1 +

9
2 x2 − 2x3 − 4

−2x2 + 3x3

 ,

dosazením bodu x[0] získáme

g0 = g(x[0]) =

 0
−4
0

 .

V následujícím výpočtu můžeme počítat jak s gradientem, tak s jeho vhodným ne-
záporným násobkem, tj. například vektorem g0/4 = (0,−1, 0)T. Bod x[1] získáme
jako

x[1] = x[0] − α0g0/4 =

 0
0
0

− α0

 0
−1
0

 =

 0
α0

0

 .

Dosazením bodu x[1] do zadané funkce získáme funkci v proměnné α0, jež chceme
minimalizovat. Máme tedy

f (α0) =
(−2α0 + 2)2

2
+

α2
0

4
.

Minimum této funkce najdeme standardním postupem. Derivací dostaneme

f ′(α0) = (−2α0 + 2)(−2) +
α0

2
,

z čehož položením rovno nule ihned získáme

α0 =
8
9

.

Vzhledem k tomu, že zadaná funkce je konvexní (matice její kvadratické formy je
pozitivně definitní), je nalezené α0 hledaným minimem. První člen minimalizující
posloupnosti je tedy

x[1] =

 0
α0

0

 =

 0
8
9
0

 .

Vyčíslením gradientu v bodě x[1] dostaneme

g1 = g(x[1]) =

 −3
2

8
9

9
2

8
9 − 4
−28

9

 =

 −4
3

0
−16

9

 .
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V této chvíli si můžeme ověřit, že je g1 kolmý na g0, tj. že je jejich skalární součin
nulový, což zde platí. Následující výpočet si opět zjednodušíme vynásobením gradi-
entu číslem 3/4, počítáme tak s vektorem 3g1/4 = (−1, 0,−4/3)T. Bod x[2] vypočí-
táme jako

x[2] = x[1] − α13g1/4 =

 0
8
9
0

− α1

 −1
0
−4

3

 =

 α1
8
9

4
3 α1

 .

Dosazením tohoto bodu do zadané funkce získáme

f (α1) =

(
4
3 α1 +

2
9

)2

2
+

(
1− 4

3
α1

)2

+

(8
9 − 3α1

)2

4
.

Derivováním získáme

f ′(α1) =

(
4
3

α1 +
2
9

)(
4
3

)
+ 2

(
1− 4

3
α1

)(
−4

3

)
+

(8
9 − 3α1

)
(−3)

2
,

z čehož položením rovno nule a následnou úpravou dostaneme

59
8

α1 −
25
9

= 0, neboli α1 =
200
531

.

Stejně jako v případě α0 se jedná o minimum, nebot’ jde o konvexní funkci. Druhý
člen minimalizující posloupnosti je tedy

x[2] =


200
531

8
9

4
3 ·

200
531

 =


200
531

8
9

800
1593

 .

Vyčíslením funkce v nalezených bodech minimalizující posloupnosti se můžeme ujis-
tit, že jsme postupovali správně a funkční hodnota klesá. Pro jednotlivé body máme

f (x[0]) = 3, f (x[1]) =
11
9

= 1, 2, f (x[2]) =
7523
14337

.
= 0, 4905,

což naznačuje, že výpočet byl správný.

(e) x[0] = [1, 0, 0] & f (x) = f (x1, x2, x3) = (x1 + x3 + 1)2 + (x1 − x2 − 1)2 + x2x3

Gradient funkce f (x) je

g(x) =

 4x1 − 2x2 + 2x3

−2x1 + 2x2 + x3 + 2
2x1 + x2 + 2x3 + 2

 ,

dosazením bodu x[0] získáme

g0 = g(x[0]) =

 4
0
4

 .
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V následujícím výpočtu můžeme počítat jak s gradientem, tak s jeho vhodným nezá-
porným násobkem, tj. například vektorem g0/4 = (1, 0, 1)T. Bod x[1] získáme jako

x[1] = x[0] − α0g0/4 =

 1
0
0

− α0

 1
0
1

 =

 1− α0

0
−α0

 .

Dosazením bodu x[1] do zadané funkce získáme funkci v proměnné α0, jež chceme
minimalizovat. Máme tedy

f (α0) = (1− α0 − α0 + 1)2 + (1− α0 − 1)2.

Minimum této funkce najdeme standardním postupem. Derivací dostaneme

f ′(α0) = 2(2− 2α0 + 2)(−2) + 2α0,

z čehož položením rovno nule ihned získáme

α0 =
4
5

.

Vzhledem k tomu, že zadaná funkce je konvexní (matice její kvadratické formy je
pozitivně definitní), je nalezené α0 hledaným minimem. První člen minimalizující
posloupnosti je tedy

x[1] =

 1− 4
5

0
−4

5

 =


1
5
0
−4

5

 .

Vyčíslením gradientu v bodě x[1] dostaneme

g1 = g(x[1]) =

 −
4
5

4
5
4
5

 .

V této chvíli si můžeme ověřit, že je g1 kolmý na g0, tj. že je jejich skalární součin
nulový, což zde platí. Následující výpočet si opět zjednodušíme vynásobením gradi-
entu číslem 5/4, počítáme tak s vektorem 5g1/4 = (−1, 1, 1)T. Bod x[2] vypočítáme
jako

x[2] = x[1] − α15g1/4 =


1
5
0
−4

5

− α1

 −1
1
1

 =


1
5 + α1

−α1

−4
5 − α1

 .

Dosazením tohoto bodu do zadané funkce získáme

f (α1) =

(
1
5
+ α1 −

4
5
− α1 + 1

)2

+

(
1
5
+ α1 + α1 − 1

)2

− α1

(
−4

5
− α1

)
,
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z čehož úpravou dostaneme

f (α1) =

(
2
5

)2

+

(
2α1 −

4
5

)2

+
4
5

α1 + α2
1.

Derivováním získáme

f ′(α1) = 2
(

2α1 −
4
5

)
(2) +

4
5
+ 2α1,

z čehož položením rovno nule a následnou úpravou dostaneme

5
2

α1 −
3
5
= 0, neboli α1 =

6
25

.

Stejně jako v případě α0 se jedná o minimum, nebot’ jde o konvexní funkci. Kdy-
bychom při výpočtu využili přímo gradient g1, hodnota α1 by byla 3

10 . Druhý člen
minimalizující posloupnosti je tedy

x[2] =


1
5 +

6
25

− 6
25

−4
5 −

6
25

 =


11
25
− 6

25
−26

25

 .

Vyčíslením funkce v nalezených bodech minimalizující posloupnosti se můžeme ujis-
tit, že jsme postupovali správně a funkční hodnota klesá. Pro jednotlivé body máme

f (x[0]) = 4, f (x[1]) =
4
5
= 0, 8, f (x[2]) =

64
125

= 0, 512,

což naznačuje, že výpočet byl správný.

N
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II. 3. Newtonova metoda
Příklad 2.3.1.

S využitím počáteční aproximace x[0] nalezněte pomocí Newtonovy metody přesné
řešení úlohy

f (x)→ min, x ∈ R,

jestliže

(a) x[0] = [1, 0] & f (x) = f (x1, x2) = 2x2
1 − x1x2 + x2

2;

(b) x[0] = [1,−1] & f (x) = f (x1, x2) = (x1 − x2)
2 − x1 + x2;

(c) x[0] = [1,−1, 0] & f (x) = f (x1, x2, x3) = x2
1 + 2x1x2 + 2x2

2 + x2
3;

(d) x[0] = [1, 0, 0] & f (x) = f (x1, x2, x3) = (x1 + x3 + 1)2 + (x1 − x2 − 1)2 + x2x3.

Řešení. Jednotlivé body minimalizační posloupnosti vypočítáme s využitím vztahu

x[k+1] = x[k] −
[
∇2 f (x[k])

]−1
gk,

kde gk je gradient funkce f (x) vyčíslený v bodě x[k] a ∇2 f (x[k]) je Hessova matice v tomto
bodě. Z teorie víme, že pro kvadratické funkce najdeme řešení minimalizační úlohy New-
tonovou metodou v jednom kroku, což je zde ilustrováno příklady.

(a) x[0] = [1, 0] & f (x) = f (x1, x2) = 2x2
1 − x1x2 + x2

2

Nejprve si vypočítáme gradient funkce f (x), který je

g(x) =

(
4x1 − x2

−x1 + 2x2

)
.

Dosazením bodu x[0] získáme

g0 =

(
4
−1

)
.

Hessova matice je

∇2 f (x) =

(
4 −1
−1 2

)
.

Vzhledem k tomu, že se jedná o kvadratickou funkci, nezáleží hodnota Hessovy ma-
tice na zadané počáteční aproximaci. Inverzi Hessovy matice vypočítáme s využitím
vztahu

A−1 =

(
a11 a12

a21 a22

)−1

=
1

det A

(
a22 −a12

−a21 a11

)
,
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v našem případě tedy máme[
∇2 f (x[0])

]−1
=

1
7

(
2 1
1 4

)
.

Nyní již můžeme vypočítat bod x[1] jako

x[1] = x[0] −
[
∇2 f (x[0])

]−1
g0,

tj.

x[1] =

(
1
0

)
− 1

7

(
2 1
1 4

)(
4
−1

)
=

(
1
0

)
− 1

7

(
7
0

)
=

(
0
0

)
.

Kdybychom chtěli Newtonovou metodou spočítat následující bod minimalizující po-
sloupnosti, získali bychom x[2] = x[1], nebot’ g(x[1]) = (0, 0)T. Nalezený bod je hle-
daným minimem.

(b) x[0] = [1,−1] & f (x) = f (x1, x2) = (x1 − x2)
2 − x1 + x2

Nejprve si vypočítáme gradient funkce f (x), který je

g(x) =

(
2x1 − 2x2 − 1
−2x1 + 2x2 + 1

)
.

Dosazením bodu x[0] získáme

g0 =

(
3
−3

)
.

Hessova matice je

∇2 f (x) =

(
2 −2
−2 2

)
,

z čehož ihned vidíme, že se jedná o singulární matici. Newtonovu metodu jsme
ovšem odvodili za předpokladu regulárnosti Hessovy matice a nemůžeme ji tudíž
při výpočtu tohoto příkladu použít.

(c) x[0] = [1,−1, 0] & f (x) = f (x1, x2, x3) = x2
1 + 2x1x2 + 2x2

2 + x2
3

Nejprve si vypočítáme gradient funkce f (x), který je

g(x) =

 2x1 + 2x2

2x1 + 4x2

2x3

 .

Dosazením bodu x[0] získáme

g0 =

 2− 2
2− 4

0

 =

 0
−2
0

 .
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Hessova matice je

∇2 f (x) =

 2 2 0
2 4 0
0 0 2

 .

Vzhledem k tomu, že se jedná o kvadratickou funkci, nezáleží hodnota Hessovy ma-
tice na zadané počáteční aproximaci. Inverzi Hessovy matice vypočítáme např. s vy-
užitím Gaussovy eliminace, čímž dostaneme

[
∇2 f (x[0])

]−1
=

 1 −1/2 0
−1/2 1/2 0

0 0 1/2

 .

Nyní již můžeme vypočítat bod x[1] jako

x[1] = x[0] −
[
∇2 f (x[0])

]−1
g0,

tj.

x[1] =

 1
−1
0

− 1
7

 1 −1/2 0
−1/2 1/2 0

0 0 1/2


 0
−2
0

 =

=

 1
−1
0

−
 1
−1
0

 =

 0
0
0

 .

Kdybychom chtěli Newtonovou metodou spočítat následující bod minimalizující po-
sloupnosti, získali bychom x[2] = x[1], nebot’ g(x[1]) = (0, 0, 0)T. Nalezený bod je
hledaným minimem.

(d) x[0] = [1, 0, 0] & f (x) = f (x1, x2, x3) = (x1 + x3 + 1)2 + (x1 − x2 − 1)2 + x2x3

Nejprve si vypočítáme gradient funkce f (x), který je

g(x) =

 2(x1 + x3 + 1) + 2(x1 − x2 − 1)
−2(x1 − x2 − 1) + x3

2(x1 + x3 + 1) + x2

 =

 4x1 − 2x2 + 2x3

−2x1 + 2x2 + x3 + 2
2x1 + x2 + 2x3 + 2

 .

Dosazením bodu x[0] získáme

g0 =

 4
0
4

 .

Hessova matice je

∇2 f (x) =

 4 −2 2
−2 2 1
2 1 2

 .
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Vzhledem k tomu, že se jedná o kvadratickou funkci, nezáleží hodnota Hessovy ma-
tice na zadané počáteční aproximaci. Inverzi Hessovy matice vypočítáme např. s vy-
užitím Gaussovy eliminace, čímž dostaneme

[
∇2 f (x[0])

]−1
=

 −1/4 −1/2 1/2
−1/2 −1/3 2/3
1/2 2/3 −1/3

 .

Nyní již můžeme vypočítat bod x[1] jako

x[1] = x[0] −
[
∇2 f (x[0])

]−1
g0,

tj.

x[1] =

 1
0
0

−
 −1/4 −1/2 1/2
−1/2 −1/3 2/3
1/2 2/3 −1/3


 4

0
4

 =

=

 1
0
0

−
 1

2/3
2/3

 =

 0
−2/3
−2/3

 .

Kdybychom chtěli Newtonovou metodou spočítat následující bod minimalizující po-
sloupnosti, získali bychom x[2] = x[1], nebot’ g(x[1]) = (0, 0, 0)T. Nalezený bod je
hledaným minimem.

N
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Příklad 2.3.2.

Při dané počáteční aproximaci x[0] vypočtěte alespoň dva následující členy v mini-
malizující posloupnosti {x[k]}, tj. x[1] a x[2], získané Newtonovou metodou při řešení
úlohy

f (x)→ min, x ∈ R,

jestliže

(a) x[0] = [4, 2,−1] & f (x) = f (x1, x2, x3) = (x1 − 4)4 + x2
2 + (x3 + 5)2/4− 3;

(b) x[0] = [0, 0] & f (x) = f (x1, x2) = 10(x2 − x2
1)

2 + (1− x1)
2;

(c) x[0] = [1, 1] & f (x) = f (x1, x2) = ex2
1+x2

2 ;

(d) x[0] = [1/2, 0] & f (x) = f (x1, x2) = ln(1 + x2
1 + x2

2);

(e) x[0] = [1, 1] & f (x) = f (x1, x2) = e1+x2
1x2

2 ;

(f) x[0] = [1/4, 1/4] & f (x) = f (x1, x2) = − ln(1− x1 − x2)− ln x1 − ln x2;

(g) x[0] = [1, 1] & f (x) = f (x1, x2) = − e2−x2
1−x2

2+x1x2 ;

(h) x[0] = [0, 0] & f (x) = f (x1, x2) = (x1 − x2 − 1)4 + ln(x2
1 + 2x2

2 + 1).

Řešení. Jednotlivé body minimalizační posloupnosti vypočítáme s využitím vztahu

x[k+1] = x[k] −
[
∇2 f (x[k])

]−1
gk,

kde gk je gradient funkce f (x) vyčíslený v bodě x[k] a ∇2 f (x[k]) je (regulární) Hessova
matice v tomto bodě.

(a) x[0] = [4, 2,−1] & f (x) = f (x1, x2, x3) = (x1 − 4)4 + x2
2 + (x3 + 5)2/4− 3

Výpočet Newtonovou metodou zahájíme nalezením gradientu a Hessovy matice a je-
jich hodnot v bodě počáteční aproximace. Gradient je

g(x) =

 4(x1 − 4)3

2x2
x3+5

2

 ,

dosazením bodu x[0] dostaneme

g0 =

 0
4
2

 .

© Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek 16. prosince 2020



II. 3. Numerické metody v Rn 433

Hessova matice je

∇2 f (x) =

 12(x1 − 4)2 0 0
0 2 0
0 0 1/2

 ,

její hodnota v bodě počáteční aproximace je

∇2 f (x[0]) =

 0 0 0
0 2 0
0 0 1/2

 .

Vzhledem k tomu, že matice obsahuje nulový řádek, ihned víme, že se nejedná o re-
gulární matici, pro kterou jsme odvodili Newtonovu metodu, a výpočet tak končí.

(b) x[0] = [0, 0] & f (x) = f (x1, x2) = 10(x2 − x2
1)

2 + (1− x1)
2

Stejně jako v předchozím příkladu zahájíme výpočet nalezením hodnoty gradientu
a Hessovy matice. Nejprve si vypočítáme gradient funkce f (x), který je

g(x) =

(
40x3

1 + 2x1 − 40x1x2 − 2
−20x2

1 + 20x2

)
.

Dosazením bodu x[0] získáme

g0 =

(
−2
0

)
.

Hessova matice je ve tvaru

∇2 f (x) =

(
120x2

1 − 40x2 + 2 −40x1

−40x1 20

)
.

Hessova matice v zadaném počátečním bodě je

∇2 f (x[0]) =

(
2 0
0 20

)
.

Inverzi Hessovy matice vypočítáme s využitím vztahu

A−1 =

(
a11 a12

a21 a22

)−1

=
1

det A

(
a22 −a12

−a21 a11

)
,

v našem případě tedy máme[
∇2 f (x[0])

]−1
=

1
40

(
20 0
0 2

)
=

(
1/2 0

0 1/20

)
.

Nyní již můžeme vypočítat bod x[1] jako

x[1] = x[0] −
[
∇2 f (x[0])

]−1
g0,
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tj.

x[1] =

(
0
0

)
−
(

1/2 0
0 1/20

)(
−2
0

)
=

(
1
0

)
.

Funkční hodnota v nalezeném bodě je f (x[1]) = 10. Ve druhém kroku Newtonovy
metody postupujeme obdobně, začneme opět vyčíslením gradientu a Hessovy ma-
tice v nově nalezeném bodě minimalizující posloupnosti, čímž získáme

g1 =

(
40
−20

)
a ∇2 f (x[1]) =

(
122 −40
−40 20

)
.

Nyní si vypočteme inverzi této Hessovy matice, která je

[
∇2 f (x[1])

]−1
=

1
122 · 20− 402

(
20 40
40 122

)
.

Nyní již můžeme vypočítat bod x[2] jako

x[2] = x[1] −
[
∇2 f (x[1])

]−1
g1,

tj.

x[2] =

(
1
0

)
− 1

122 · 20− 402

(
20 40
40 122

)(
40
−20

)
=

=

(
1
0

)
− 1

122 · 20− 402

(
0

402 − 122 · 20

)
=

(
1
1

)
.

Funkční hodnota v nalezeném bodě je f (x[2]) = 0. Jedná se o přesné minimum, nebot’
v dalším kroku bychom získali g3 = (0, 0)T, a tedy x[3] = x[2].

(c) x[0] = [1, 1] & f (x) = f (x1, x2) = ex2
1+x2

2

Nejprve si vypočítáme gradient funkce f (x), který je

g(x) =

(
2x1 ex2

1+x2
2

2x2 ex2
1+x2

2

)
.

Dosazením bodu x[0] získáme

g0 =

(
2 e2

2 e2

)
.

Hessova matice je

∇2 f (x) = 2 ex2
1+x2

2

(
2x2

1 + 1 2x1x2

2x1x2 2x2
2 + 1

)
.
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Hessova matice v zadaném počátečním bodě je

∇2 f (x[0]) =

(
6 e2 4 e2

24 e2 6 e2

)
.

Inverzi Hessovy matice vypočítáme s využitím vztahu

A−1 =

(
a11 a12

a21 a22

)−1

=
1

det A

(
a22 −a12

−a21 a11

)
,

v našem případě tedy máme[
∇2 f (x[0])

]−1
=

1
20 e4

(
6 e2 −4 e2

−4 e2 6 e2

)
=

1
e2

(
3/10 −1/5
−1/5 3/10

)
.

Nyní již můžeme vypočítat bod x[1] jako

x[1] = x[0] −
[
∇2 f (x[0])

]−1
g0,

tj.

x[1] =

(
1
1

)
− 1

e2

(
3/10 −1/5
−1/5 3/10

)(
2 e2

2 e2

)
=

(
1
1

)
−
(

1/5
1/5

)
=

(
4/5
4/5

)
.

Funkční hodnota v nalezeném bodě je f (x[1]) = e
32
25

.
= 3, 5966. Ve druhém kroku

Newtonovy metody postupujeme obdobně, začneme vyčíslením gradientu a Hes-
sovy matice v nově nalezeném bodě minimalizující posloupnosti, čímž získáme

g1 =

(
24

5 e32/25

24
5 e32/25

)
=

8
5

e32/25

(
1
1

)
,

∇2 f (x[1]) =

(
114
25 e32/25 64

25 e32/25

64
25 e32/25 114

25 e32/25

)
.

Nyní si vypočteme inverzi této Hessovy matice, k čemuž potřebujeme hodnotu jejího
determinantu, která je

det(∇2 f (x[1])) =
(

114
25

e32/25
)2

−
(

64
25

e32/25
)2

=
356
25

e64/25 .

Hledaná inverze je pak[
∇2 f (x[1])

]−1
=

25
356

e64/25

(
114
25 e32/25 −64

25 e32/25

−64
25 e32/25 114

25 e32/25

)
=

1
e32/25

(
57
178 −16

89
−16

89
57

178

)
.

Nyní již můžeme vypočítat bod x[2] jako

x[2] = x[1] −
[
∇2 f (x[1])

]−1
g1,
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tj.

x[2] =

(
4/5
4/5

)
− 1

e32/25

(
57
178 −16

89
−16

89
57

178

)
8
5

e32/25

(
1
1

)
=

=

(
4/5
4/5

)
−
(

20/89
20/89

)
=

(
256/445
256/445

)
.

Funkční hodnota v nalezeném bodě je f (x[2]) .
= 1, 9385.

(d) x[0] = [1/2, 0] & f (x) = f (x1, x2) = ln(1 + x2
1 + x2

2)

Stejně jako v předchozím příkladu zahájíme výpočet nalezením hodnoty gradientu
a Hessovy matice. Nejprve si vypočítáme gradient funkce f (x), který je

g(x) =

 2x1
1+x2

1+x2
2

2x2
1+x2

1+x2
2

 .

Dosazením bodu x[0] získáme

g0 =

(
4
5
0

)
.

Hessova matice je ve tvaru

∇2 f (x) =
1

1 + x2
1 + x2

2

 2− 4x2
1

1+x2
1+x2

2
− 4x1x2

1+x2
1+x2

2

− 4x1x2
1+x2

1+x2
2

2− 4x2
2

1+x2
1+x2

2

 .

Hessova matice v zadaném počátečním bodě je

∇2 f (x[0]) =

(
2

5/4 −
1

(5/4)2 0

0 2
5/4

)
=

(
24
25 0
0 8

5

)
.

Inverzi Hessovy matice vypočítáme s využitím vztahu

A−1 =

(
a11 a12

a21 a22

)−1

=
1

det A

(
a22 −a12

−a21 a11

)
,

v našem případě tedy máme

[
∇2 f (x[0])

]−1
=

125
190

(
8
5 0
0 24

25

)
=

(
25
24 0
0 5

8

)
.

Nyní již můžeme vypočítat bod x[1] jako

x[1] = x[0] −
[
∇2 f (x[0])

]−1
g0,
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tj.

x[1] =

(
1
2
0

)
−
(

25
24 0
0 5

8

)(
4
5
0

)
=

(
1
2
0

)
−
(

5
6
0

)
=

(
−1

3
0

)
.

Funkční hodnota v nalezeném bodě je f (x[1]) = ln(10
9 )

.
= 0, 1054. Ve druhém kroku

Newtonovy metody postupujeme obdobně, začneme vyčíslením gradientu a Hes-
sovy matice v nově nalezeném bodě minimalizující posloupnosti, čímž získáme

g1 =

(
−3

5
0

)
a ∇2 f (x[1]) =

(
36
25 0
0 9

5

)
.

Nyní si vypočteme inverzi této Hessovy matice, která je

[
∇2 f (x[1])

]−1
=

1
36/25 · 9/5

(
9
5 0
0 36

25

)
=

(
25
36 0
0 5

9

)
.

Nyní již můžeme vypočítat bod x[2] jako

x[2] = x[1] −
[
∇2 f (x[1])

]−1
g1,

tj.

x[2] =

(
−1

3
0

)
−
(

25
36 0
0 5

9

)(
−3

5
0

)
=

(
−1

3
0

)
−
(
− 5

12
0

)
=

(
1

12
0

)
.

Funkční hodnota v nalezeném bodě je f (x[2]) = ln(145
144)

.
= 0, 0069.

(e) x[0] = [1, 1] & f (x) = f (x1, x2) = e1+x2
1x2

2

Nejprve si vypočítáme gradient funkce f (x), který je

g(x) =

(
2x1x2

2 e1+x2
1x2

2

2x2
1x2 e1+x2

1x2
2

)
.

Dosazením bodu x[0] získáme

g0 =

(
2 e2

2 e2

)
.

Hessova matice je

∇2 f (x) = 2 e1+x2
1x2

2

(
2x2

1x4
2 + x2

2 2x3
1x3

2 + 2x1x2

2x3
1x3

2 + 2x1x2 2x4
1x2

2 + x2
1

)
.

Hessova matice v zadaném počátečním bodě je

∇2 f (x[0]) =

(
6 e2 8 e2

8 e2 6 e2

)
.
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Inverzi Hessovy matice vypočítáme s využitím vztahu

A−1 =

(
a11 a12

a21 a22

)−1

=
1

det A

(
a22 −a12

−a21 a11

)
,

v našem případě tedy máme

[
∇2 f (x[0])

]−1
=

1
36 e4−64 e4

(
6 e2 −8 e2

−8 e2 6 e2

)
=

1
14 e2

(
−3 4
4 −3

)
.

Nyní již můžeme vypočítat bod x[1] jako

x[1] = x[0] −
[
∇2 f (x[0])

]−1
g0,

tj.

x[1] =

(
1
1

)
− 1

14 e2

(
−3 4
4 −3

)(
2 e2

2 e2

)
=

(
1
1

)
−
(

1/7
1/7

)
=

(
6/7
6/7

)
.

Funkční hodnota v nalezeném bodě je f (x[1]) = e
3697
2401

.
= 4, 6635. Ve druhém kroku

Newtonovy metody postupujeme obdobně, začneme vyčíslením gradientu a Hes-
sovy matice v nově nalezeném bodě minimalizující posloupnosti, čímž získáme

g1 =

(
2(6

7)
3 e1+(6/7)4

2(6
7)

3 e1+(6/7)4

)
=

432
343

e
3697
2401

(
1
1

)
,

∇2 f (x[1]) = 2 e
3697
2401

(
2
(6

7

)6
+
(6

7

)2
2
(6

7

)6
+ 2

(6
7

)2

2
(6

7

)6
+ 2

(6
7

)2
2
(6

7

)6
+
(6

7

)2

)
=

=
144
49

e
3697
2401

( (6
7

)4
+ 1

2

(6
7

)4
+ 1(6

7

)4
+ 1

(6
7

)4
+ 1

2

)
=

144
49

e
3697
2401

(
4993
4802

3697
2401

3697
2401

4993
4802

)
.

Nyní si vypočteme inverzi této Hessovy matice, k čemuž potřebujeme hodnotu jejího
determinantu, která je

det(∇2 f (x[1])) =
(

144
49

e
3697
2401

)2
[(

4993
4802

)2

−
(

3697
2401

)2
]
=

=

(
144
49

e
3697
2401

)2(
−12387

9604

)
.

Hledaná inverze je pak

[
∇2 f (x[1])

]−1
= − 49

14412387
9604

e−
3697
2401

(
4993
4802 −3697

2401
−3697

2401
4993
4802

)
.
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Nyní již můžeme vypočítat bod x[2] jako

x[2] = x[1] −
[
∇2 f (x[1])

]−1
g1,

tj.

x[2] =

(
6
7
6
7

)
+

49 · 9604
144 · 12387

e−
3697
2401

(
4993
4802 −3697

2401
−3697

2401
4993
4802

)
432
343

e
3697
2401

(
1
1

)
=

=

(
6
7
6
7

)
−
(

686
4129
686
4129

)
=

(
19972
28903
19972
28903

)
.

Funkční hodnota v nalezeném bodě je f (x[2]) .
= 3, 4144.

(f) x[0] = [1/4, 1/4] & f (x) = f (x1, x2) = − ln(1− x1 − x2)− ln x1 − ln x2

Výpočet tradičně zahájíme nalezením hodnoty gradientu a Hessovy matice. Nejprve
si vypočítáme gradient funkce f (x), který je

g(x) =

(
2x1 + x2 − 1
x1 + 2x2 − 1

)
.

Dosazením bodu x[0] získáme

g0 =

(
−1

4
−1

4

)
.

Nyní vypočítáme Hessovu matici, která je ve tvaru

∇2 f (x) =

(
2 1
1 2

)
.

Hessova matice v tomto příkladu nezávisí na bodu počáteční aproximace. Inverzi
Hessovy matice vypočítáme s využitím vztahu

A−1 =

(
a11 a12

a21 a22

)−1

=
1

det A

(
a22 −a12

−a21 a11

)
,

v našem případě tedy máme

[
∇2 f (x[0])

]−1
=

1
3

(
2 −1
−1 2

)
.

Nyní již můžeme vypočítat bod x[1] jako

x[1] = x[0] −
[
∇2 f (x[0])

]−1
g0,
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tj.

x[1] =

(
1
4
1
4

)
− 1

3

(
2 −1
−1 2

)(
−1

4
−1

4

)
=

(
1
4
1
4

)
− 1

3

(
−1

4
−1

4

)
=

(
1
3
1
3

)
.

Funkční hodnota v nalezeném bodě je f (x[1]) = 3 ln(3) .
= 3, 2958. Dosadíme-li na-

lezený bod do gradientu, získáme g1 = (0, 0)T, tj. x[2] = x[1] a již po prvním kroku
Newtonovy metody máme přesné řešení.

(g) x[0] = [1, 1] & f (x) = f (x1, x2) = − e2−x2
1−x2

2+x1x2

Nejprve si vypočítáme gradient funkce f (x), který je

g(x) =

(
(2x1 − x2) e2−x2

1−x2
2+x1x2

(−x1 + 2x2) e2−x2
1−x2

2+x1x2

)
.

Dosazením bodu x[0] získáme

g0 =

(
e
e

)
.

Hessova matice je

∇2 f (x) = e2−x2
1−x2

2+x1x2

(
2− (2x1 − x2)

2 2x2
1 + 2x2

2 − 5x1x2 − 1
2x2

1 + 2x2
2 − 5x1x2 − 1 2− (2x2 − x1)

2

)
.

Hessova matice v zadaném počátečním bodě je

∇2 f (x[0]) =

(
e −2 e
−2 e e

)
.

Inverzi Hessovy matice vypočítáme s využitím vztahu

A−1 =

(
a11 a12

a21 a22

)−1

=
1

det A

(
a22 −a12

−a21 a11

)
,

v našem případě tedy máme

[
∇2 f (x[0])

]−1
= − 1

3 e2

(
e 2 e

2 e e

)
= − 1

3 e

(
1 2
2 1

)
.

Nyní již můžeme vypočítat bod x[1] jako

x[1] = x[0] −
[
∇2 f (x[0])

]−1
g0,

tj.

x[1] =

(
1
1

)
+

1
3 e

(
1 2
2 1

)(
e
e

)
=

(
1
1

)
+

(
1
1

)
=

(
2
2

)
.
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Funkční hodnota v nalezeném bodě je f (x[1]) = − e−2. Ve druhém kroku Newto-
novy metody postupujeme obdobně, začneme opět vyčíslením gradientu a Hessovy
matice v nově nalezeném bodě minimalizující posloupnosti, čímž získáme

g1 =

(
2 e−2

2 e−2

)
a ∇2 f (x[1]) =

(
−2 e−2 −5 e−2

−5 e−2 −2 e−2

)
.

Nyní si vypočteme inverzi této Hessovy matice, k čemuž potřebujeme hodnotu jejího
determinantu, která je

det(∇2 f (x[1])) = −21 e−4 .

Hledaná inverze je pak[
∇2 f (x[1])

]−1
= − 1

21
e4

(
−2 e−2 5 e−2

5 e−2 −2 e−2

)
= e2

(
2
21 − 5

21
− 5

21
2

21

)
.

Nyní již můžeme vypočítat bod x[2] jako

x[2] = x[1] −
[
∇2 f (x[1])

]−1
g1,

tj.

x[2] =

(
2
2

)
− e2

(
2
21 − 5

21
− 5

21
2

21

)
e−2

(
2
2

)
=

(
2
2

)
−
(
− 6

21
− 6

21

)
=

(
16
7
16
7

)
.

Funkční hodnota v nalezeném bodě je f (x[2]) .
= −0, 0398.

(h) x[0] = [0, 0] & f (x) = f (x1, x2) = (x1 − x2 − 1)4 + ln(x2
1 + 2x2

2 + 1)

Stejně jako v předchozím příkladu zahájíme výpočet nalezením hodnoty gradientu
a Hessovy matice. Nejprve si vypočítáme gradient funkce f (x), který je

g(x) =

 4(x1 − x2 − 1)3 + 2x1
x2

1+2x2
2+1

−4(x1 − x2 − 1)3 + 4x2
x2

1+2x2
2+1

 .

Dosazením bodu x[0] získáme

g0 =

(
−4
4

)
.

Hessova matice je ve tvaru 12(x1 − x2 − 1)2 + 2
x2

1+2x2
2+1 −

4x2
1

(x2
1+2x2

2+1)2 −12(x1 − x2 − 1)2 − 8x1x2
(x2

1+2x2
2+1)2

−12(x1 − x2 − 1)2 − 8x1x2
(x2

1+2x2
2+1)2 12(x1 − x2 − 1)2 + 4

x2
1+2x2

2+1 −
16x2

2
(x2

1+2x2
2+1)2

 .

Hessova matice v zadaném bodě počáteční aproximace je

∇2 f (x[0]) =

(
14 −12
−12 16

)
.
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Inverzi Hessovy matice vypočítáme s využitím vztahu

A−1 =

(
a11 a12

a21 a22

)−1

=
1

det A

(
a22 −a12

−a21 a11

)
,

v našem případě tedy máme

[
∇2 f (x[0])

]−1
=

1
80

(
16 12
12 14

)
.

Nyní již můžeme vypočítat bod x[1] jako

x[1] = x[0] −
[
∇2 f (x[0])

]−1
g0,

tj.

x[1] =

(
0
0

)
− 1

40

(
8 6
6 7

)(
−4
4

)
=

(
0
0

)
−
(
− 1

5
1
10

)
=

(
1
5

− 1
10

)
.

Funkční hodnota v nalezeném bodě je f (x[1]) = 2401
10000 + ln(53/50) .

= 0, 2984. Ve druhém
kroku Newtonovy metody postupujeme obdobně, začneme opět vyčíslením gradientu a Hes-
sovy matice v nově nalezeném bodě minimalizující posloupnosti, jejichž hodnoty jsou

g1 =

 4( 1
5 +

1
10 − 1)3 +

2
5

1
25+

2
100+1

−4( 1
5 +

1
10 − 1)3 −

4
10

1
25+

2
100+1

 =

(
− 13179

13250
13179
13250

)
,

∇2 f (x[1]) =

(
535432
70225 − 402923

70225

− 402923
70225

667923
70225

)
.

Nyní si vypočteme inverzi této Hessovy matice, která je

[
∇2 f (x[1])

]−1
=

1
147376900

(
35399919 21354919
21354919 28377419

)
.

Nyní již můžeme vypočítat bod x[2] jako

x[2] = x[1] −
[
∇2 f (x[1])

]−1
g1,

tj.

x[2] =

(
1
5

− 1
10

)
− 1

147376900

(
35399919 21354919
21354919 28377419

)(
− 13179

13250
13179
13250

)
=

=

(
1
5

− 1
10

)
−
(

698487
7368845
698487

14737690

)
=

(
2172256
7368845

− 1086128
7368845

)
.

Funkční hodnota v nalezeném bodě je f (x[2]) .
= 0, 2193.

N

© Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek 16. prosince 2020



II. 4. Numerické metody v Rn 443

II. 4. Metoda sdružených gradientů

Příklad 2.4.1.

S využitím dané výchozí počáteční aproximace x[0] nalezněte pomocí metody sdruže-
ných gradientů přesné řešení úlohy

f (x)→ min, x ∈ R,

jestliže

(a) x[0] = [0, 0] & f (x) = f (x1, x2) = x1 − x2 + 2x2
1 + 2x1x2 + x2

2;

(b) x[0] = [0, 0] & f (x) = f (x1, x2) = (2x1 − x2 + 1)2 + x1x2;

(c) x[0] = [2, 1] & f (x) = f (x1, x2) = (x1 − x2 − 1)2 + x1x2 − x1;

(d) x[0] = [1, 0] & f (x) = f (x1, x2) = (x1 − 2x2 − 1)2 + x1x2 + 2x2;

(e) x[0] = [1,−1] & f (x) = f (x1, x2) = (x1 − x2)
2 + x1 + x2;

(f) x[0] = [1,−1] & f (x) = f (x1, x2) = (2x1 − x2 + 1)2 − 4x1 + 2x2;

(g) x[0] = [1,−1] & f (x) = f (x1, x2) = (x1 − 3x2 + 1)2 + 2x1 − x2.

Řešení. Při řešení minimalizačních úloh s kvadratickou funkcí, které jsou ve tvaru

f (x) =
1
2

xTQx− bTx,

kde Q = QT ∈ Rn×n, Q > 0 a b ∈ Rn, metodou sdružených gradientů využijeme vztah

x[k+1] = x[k] + αkhk,

přičemž

αk =
gT

k gk

hT
k Qhk

, βk−1 =
gT

k gk

gT
k−1gk−1

, h0 = −g0, hk = −gk + βk−1hk−1,

kde symbolem gk opět rozumíme gradient funkce f (x) vyčíslený v bodě x[k]. Podobně jako
v metodě největšího spádu znamená αk délku kroku a hk jejich směr.

(a) x[0] = [0, 0] & f (x) = f (x1, x2) = x1 − x2 + 2x2
1 + 2x1x2 + x2

2

Zadání úlohy můžeme zapsat též ve tvaru

f (x) =
1
2
(4x2

1 + 2x2
2 + 4x1x2) + x1 − x2,
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z čehož vidíme, že matice Q je v tomto případě ve tvaru

Q =

(
4 2
2 2

)
.

Čtenář snadno ověří, že matice Q je pozitivně definitní a že její hodnost je h(Q) = 2.
Z teorie víme, že v tomto případě po 2 krocích metody sdružených gradientů bud’
získáme řešení úlohy, nebo zjistíme, že úloha řešení nemá. Dalším krokem výpočtu
je nalezení gradientu a jeho hodnoty v bodě počáteční aproximace, máme tedy

g(x) =

(
4x1 + 2x2 + 1
2x1 + 2x2 − 1

)
a

g0 =

(
1
−1

)
= −h0.

Nyní již známe směr, ve kterém postupujeme při hledání dalšího členu minimalizu-
jící posloupnosti. Zbývá určit velikost kroku α0, kterou vypočítáme jako

α0 =

(1, −1)

(
1
−1

)

(−1, 1)

(
4 2
2 2

)(
−1
1

) =
2

(−1, 1)

(
−2
0

) =
2
2
= 1.

Nyní již můžeme vypočítat souřadnice bodu x[1], a to s využitím

x[1] = x[0] + α0h0,

čímž dostaneme

x[1] =

(
0
0

)
+ 1 ·

(
−1
1

)
=

(
−1
1

)
.

Další krok metody sdružených gradientů zahájíme výpočtem hodnoty gradientu g1,
tj.

g1 =

(
4 · (−1) + 2 · 1 + 1
2 · (−1) + 2 · 1− 1

)
=

(
−1
−1

)
,

a hodnoty β0, která je

β0 =
gT

1 g1

gT
0 g0

=

(1, −1)

(
1
−1

)

(−1, −1)

(
−1
−1

) =
2
2
= 1.
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Nyní již můžeme vypočítat směr, kterým se budeme pohybovat, jako

h1 = −g1 + β0h0 =

(
1
1

)
− 1

(
−1
1

)
=

(
0
2

)
.

Zbývá pouze určit délku kroku α1, kterou vypočítáme jako

α1 =
gT

1 g1

hT
1 Qh1

=

(−1, −1)

(
−1
−1

)

(0, 2)

(
4 2
2 2

)(
0
2

) =
2

(0, 2)

(
4
4

) =
2
8
=

1
4

.

Nyní již můžeme vypočítat bod x[2] jako

x[2] = x[1] + α1h1 =

(
−1
1

)
+

1
4

(
0
2

)
=

(
−1
3/2

)
.

Ze znalosti teorie víme, že metoda sdružených gradientů musí pro zadanou úlohu
najít řešení v nejvýše dvou krocích. Fakt, že se jedná o přesné řešení můžeme zkont-
rolovat např. ověřením nulovosti gradientu v nalezeném bodě, tj.

g2 =

(
1− 4 + 3
−1− 2 + 3

)
=

(
0
0

)
.

(b) x[0] = [0, 0] & f (x) = f (x1, x2) = (2x1 − x2 + 1)2 + x1x2

Zadání úlohy můžeme zapsat též ve tvaru

f (x) = 4x2
1 + x2

2 − 3x1x2 + 4x1 − 2x2 + 1 =
1
2
(8x2

1 + 2x2
2 − 6x1x2) + 4x1 − 2x2 + 1,

z čehož vidíme, že matice Q je v tomto případě ve tvaru

Q =

(
8 −3
−3 2

)
.

Čtenář snadno ověří, že matice Q je pozitivně definitní a že její hodnost je h(Q) = 2.
Z teorie víme, že v tomto případě po 2 krocích metody sdružených gradientů bud’
získáme řešení úlohy, nebo zjistíme, že úloha řešení nemá. Dalším krokem výpočtu
je nalezení gradientu a jeho hodnoty v bodě počáteční aproximace, máme tedy

g(x) =

(
8x1 − 3x2 + 4
−3x1 + 2x2 − 2

)
a

g0 =

(
4
−2

)
= −h0.
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Nyní již známe směr, ve kterém postupujeme při hledání dalšího členu minimalizu-
jící posloupnosti. Zbývá určit velikost kroku α0, kterou vypočítáme jako

α0 =

(4, −2)

(
4
−2

)

(−4, 2)

(
8 −3
−3 2

)(
−4
2

) =
20

(−4, 2)

(
−38
16

) =
20

184
=

5
46

.

Nyní již můžeme vypočítat souřadnice bodu x[1], a to s využitím

x[1] = x[0] + α0h0,

čímž dostaneme

x[1] =

(
0
0

)
+

5
46

(
−4
2

)
=

(
−10

23
5

23

)
.

Další krok metody sdružených gradientů zahájíme výpočtem hodnoty gradientu g1,
tj.

g1 =

 8
(
−10

23

)
− 3

( 5
23

)
+ 4

−3
(
−10

23

)
+ 2

( 5
23

)
− 2

 =

(
− 3

23
− 6

23

)
,

a hodnoty β0, která je

β0 =
gT

1 g1

gT
0 g0

=

(
− 3

23 , − 6
23

) ( − 3
23
− 6

23

)

(4, −2)

(
4
−2

) =
9

232 +
36
232

20
=

9
2116

.

Nyní již můžeme vypočítat směr, kterým se budeme pohybovat, jako

h1 = −g1 + β0h0 =

(
3
23
6
23

)
+

9
2116

(
−4
2

)
=

(
3
23 −

9
232

6
23 +

9
2·232

)
=

(
60
232
285

2·232

)
.

Zbývá pouze určit délku kroku α1, kterou vypočítáme jako

α1 =
gT

1 g1

hT
1 Qh1

=

(
− 3

23 , − 6
23

) ( − 3
23
− 6

23

)
(

60
232 , 285

2·232

)( 8 −3
−3 2

)(
60
232
285

2·232

) =
45
232(

60
232 , 285

2·232

)( 105
2·232
105
232

) =

=
45
232

36225
2·234

=
45 · 2 · 232

36225
=

46
35

.

Nyní již můžeme vypočítat bod x[2] jako

x[2] = x[1] + α1h1 =

(
−10

23
5
23

)
+

46
35

(
60
232
285

2·232

)
=

(
−2

7
4
7

)
.
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Ze znalosti teorie víme, že metoda sdružených gradientů musí pro zadanou úlohu
najít řešení v nejvýše dvou krocích. Fakt, že se jedná o přesné řešení můžeme zkont-
rolovat např. ověřením nulovosti gradientu v nalezeném bodě, tj.

g2 =

 8
(
−2

7

)
− 3

(
4
7

)
+ 4

−3
(
−2

7

)
+ 2

(
4
7

)
− 2

 =

(
0
0

)
.

(c) x[0] = [2, 1] & f (x) = f (x1, x2) = (x1 − x2 − 1)2 + x1x2 − x1

Zadání úlohy můžeme zapsat též ve tvaru

f (x) =
1
2
(2x2

1 + 2x2
2 − 2x1x2)− 3x1 + 2x2 + 1,

z čehož vidíme, že matice Q je v tomto případě ve tvaru

Q =

(
2 −1
−1 2

)
.

Čtenář snadno ověří, že matice Q je pozitivně definitní a že její hodnost je h(Q) = 2.
Z teorie víme, že v tomto případě po 2 krocích metody sdružených gradientů bud’
získáme řešení úlohy, nebo zjistíme, že úloha řešení nemá. Dalším krokem výpočtu
je nalezení gradientu a jeho hodnoty v bodě počáteční aproximace, máme tedy

g(x) =

(
2x1 − x2 − 3
−x1 + 2x2 + 2

)
a

g0 =

(
0
2

)
= −h0.

Nyní již známe směr, ve kterém postupujeme při hledání dalšího členu minimalizu-
jící posloupnosti. Zbývá určit velikost kroku α0, kterou vypočítáme jako

α0 =

(0, 2)

(
0
2

)

(0, −2)

(
2 −1
−1 2

)(
0
−2

) =
4

(0, −2)

(
2
−4

) =
4
8
=

1
2

.

Nyní již můžeme vypočítat souřadnice bodu x[1], a to s využitím

x[1] = x[0] + α0h0,

čímž dostaneme

x[1] =

(
2
1

)
+

1
2

(
0
−2

)
=

(
2
0

)
.
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Další krok metody sdružených gradientů zahájíme výpočtem hodnoty gradientu g1,
tj.

g1 =

(
2 · 2− 0− 3
−2 + 2 · 0 + 2

)
=

(
1
0

)
,

a hodnoty β0, která je

β0 =
gT

1 g1

gT
0 g0

=

(1, 0)

(
1
0

)

(0, 2)

(
0
2

) =
1
4

.

Nyní již můžeme vypočítat směr, kterým se budeme pohybovat, jako

h1 = −g1 + β0h0 =

(
−1
0

)
+

1
4

(
0
−2

)
=

(
−1
−1

2

)
.

Zbývá pouze určit délku kroku α1, kterou vypočítáme jako

α1 =
gT

1 g1

hT
1 Qh1

=

(1, 0)

(
1
0

)

(−1, −1
2)

(
2 −1
−1 2

)(
−1
−1

2

) =
1

(−1, −1
2)

(
−3

2
0

) =
1
3
2
=

2
3

.

Nyní již můžeme vypočítat bod x[2] jako

x[2] = x[1] + α1h1 =

(
2
0

)
+

2
3

(
−1
−1

2

)
=

(
4
3
−1

3

)
.

Ze znalosti teorie víme, že metoda sdružených gradientů musí pro zadanou úlohu
najít řešení v nejvýše dvou krocích. Fakt, že se jedná o přesné řešení můžeme zkont-
rolovat např. ověřením nulovosti gradientu v nalezeném bodě, tj.

g2 =

(
2 · 4

3 +
1
3 − 3

−4
3 − 2 · 1

3 + 2

)
=

(
0
0

)
.

(d) x[0] = [1, 0] & f (x) = f (x1, x2) = (x1 − 2x2 − 1)2 + x1x2 + 2x2

Zadání úlohy můžeme zapsat též ve tvaru

f (x) =
1
2
(2x2

1 + 8x2
2 − 6x1x2)− 2x1 + 6x2 + 1,

z čehož vidíme, že matice Q je v tomto případě ve tvaru

Q =

(
2 −3
−3 8

)
.
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Čtenář snadno ověří, že matice Q je pozitivně definitní a že její hodnost je h(Q) = 2.
Z teorie víme, že v tomto případě po 2 krocích metody sdružených gradientů bud’
získáme řešení úlohy, nebo zjistíme, že úloha řešení nemá. Dalším krokem výpočtu
je nalezení gradientu a jeho hodnoty v bodě počáteční aproximace, máme tedy

g(x) =

(
2x1 − 3x2 − 2
−3x1 + 8x2 + 6

)
a

g0 =

(
0
3

)
= −h0.

Nyní již známe směr, ve kterém postupujeme při hledání dalšího členu minimalizu-
jící posloupnosti. Zbývá určit velikost kroku α0, kterou vypočítáme jako

α0 =

(0, 3)

(
0
3

)

(0, −3)

(
2 −3
−3 8

)(
0
−3

) =
9

(0, −3)

(
9
−24

) =
3

24
=

1
8

.

Nyní již můžeme vypočítat souřadnice bodu x[1], a to s využitím

x[1] = x[0] + α0h0,

čímž dostaneme

x[1] =

(
1
0

)
+

1
8

(
0
−3

)
=

(
1
−3

8

)
.

Další krok metody sdružených gradientů zahájíme výpočtem hodnoty gradientu g1,
tj.

g1 =

(
2 + 9/8− 2
−3− 3 + 6

)
=

(
9
8
0

)
,

a hodnoty β0, která je

β0 =
gT

1 g1

gT
0 g0

=

(9
8 , 0

) ( 9
8
0

)

(0, 3)

(
0
3

) =

(9
8

)2

9
=

9
64

.

Nyní již můžeme vypočítat směr, kterým se budeme pohybovat, jako

h1 = −g1 + β0h0 =

(
−9

8
0

)
+

9
64

(
0
−3

)
=

(
−9

8
−27

64

)
.
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Zbývá pouze určit délku kroku α1, kterou vypočítáme jako

α1 =
gT

1 g1

hT
1 Qh1

=

(9
8 , 0

) ( 9
8
0

)
(
−9

8 , −27
64

) ( 2 −3
−3 8

)(
−9

8
−27

64

) =

(9
8

)2

(
−9

8 , −27
64

) ( −63
64

0

) =

=
81
64

81
64 ·

7
8

=
8
7

.

Nyní již můžeme vypočítat bod x[2] jako

x[2] = x[1] + α1h1 =

(
1
−3

8

)
+

8
7

(
−9

8
−27

64

)
=

(
−2

7
−6

7

)
.

Ze znalosti teorie víme, že metoda sdružených gradientů musí pro zadanou úlohu
najít řešení v nejvýše dvou krocích. Fakt, že se jedná o přesné řešení můžeme zkont-
rolovat např. ověřením nulovosti gradientu v nalezeném bodě, tj.

g2 =

(
−4

7 +
18
7 − 2

6
7 −

48
7 + 6

)
=

(
0
0

)
.

(e) x[0] = [1,−1] & f (x) = f (x1, x2) = (x1 − x2)
2 + x1 + x2

Zadání úlohy můžeme zapsat též ve tvaru

f (x) =
1
2
(2x2

1 + 2x2
2 − 4x1x2) + x1 + x2,

z čehož vidíme, že matice Q je v tomto případě ve tvaru

Q =

(
2 −2
−2 2

)
.

Matice Q je v tomto případě pozitivně semidefinitní. Čtenář snadno ověří, že její hod-
nost je h(Q) = 1. Z teorie víme, že v tomto případě po 1 kroku metody sdružených
gradientů bud’ získáme řešení úlohy, nebo zjistíme, že úloha řešení nemá. Dalším
krokem výpočtu je nalezení gradientu a jeho hodnoty v bodě počáteční aproximace,
máme tedy

g(x) =

(
2x1 − 2x2 + 1
−2x1 + 2x2 + 1

)
a

g0 =

(
5
−3

)
= −h0.
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Nyní již známe směr, ve kterém postupujeme při hledání dalšího členu minimalizu-
jící posloupnosti. Zbývá určit velikost kroku α0, kterou vypočítáme jako

α0 =

(5, −3)

(
5
−3

)

(−5, 3)

(
2 −2
−2 2

)(
−5
3

) =
34

(−5, 3)

(
−16
16

) =
34

128
=

17
64

.

Nyní již můžeme vypočítat souřadnice bodu x[1], a to s využitím

x[1] = x[0] + α0h0,

čímž dostaneme

x[1] =

(
1
−1

)
+

17
64

(
−5
3

)
=

(
−21

64
−13

64

)
.

Nyní zkontrolováním nulovosti gradientu ověříme, zda se jedná o řešení úlohy. Do-
sazením souřadnic nalezeného bodu do gradientu získáme

g1 =

(
−42

64 +
26
64 + 1

42
64 −

26
64 + 1

)
=

(
3
4
5
4

)
6=
(

0
0

)
.

Vzhledem k tomu, že gradient v nalezeném bodě je nenulový, se nejedná o řešení
úlohy. Dojdeme tedy k závěru, že zadaná úloha nemá řešení.

Kdybychom ve výpočtu pokračovali dál standardním způsobem, našli bychom sou-
řadnice následujícího členu minimalizující posloupnosti, což si nyní ukážeme. Vzhle-
dem k tomu, že jsme úlohu již vyřešili, zde uvádíme pouze výsledky dílčích kroků
postupu, které jsou

β0 =
gT

1 g1

gT
0 g0

=
1

16
a h1 =

(
−17

16
−17

16

)
.

Aniž bychom počítali délku kroku α1, můžeme souřadnice následujícího členu mini-
malizační posloupnosti zapsat jako

x[2] = x[1] + α1h1 =

(
−21

64
−13

64

)
+ α1

(
−17

16
−17

16

)
.

Kdybychom nyní minimalizovali funkční hodnotu vzhledem k α1, tj. hledali mini-
mum funkce

f (α1) =

(
−21

64
− 17α1

16
+

13
64

+
17α1

16

)2

− 21
64
− 17α1

16
− 13

64
− 17α1

16
= −33

64
− 17α1

8
,

zjistili bychom, že funkce je klesající. Dále víme, že gradient g1 je ovšem nenulový.
Jedná se tedy o neohraničenou úlohu, která, jak jsme si odvodili výše, nemá řešení.
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(f) x[0] = [1,−1] & f (x) = f (x1, x2) = (2x1 − x2 + 1)2 − 4x1 + 2x2

Zadání úlohy můžeme zapsat též ve tvaru

f (x) =
1
2
(8x2

1 + 2x2
2 − 8x1x2) + 1,

z čehož vidíme, že matice Q je v tomto případě ve tvaru

Q =

(
8 −4
−4 2

)
.

Matice Q je v tomto případě pozitivně semidefinitní. Čtenář snadno ověří, že její hod-
nost je h(Q) = 1. Z teorie víme, že v tomto případě po 1 kroku metody sdružených
gradientů bud’ získáme řešení úlohy, nebo zjistíme, že úloha řešení nemá. Dalším
krokem výpočtu je nalezení gradientu a jeho hodnoty v bodě počáteční aproximace,
máme tedy

g(x) =

(
8x1 − 4x2

−4x1 + 2x2

)
a

g0 =

(
12
−6

)
= −h0.

Nyní již známe směr, ve kterém postupujeme při hledání dalšího členu minimalizu-
jící posloupnosti. Zbývá určit velikost kroku α0, kterou vypočítáme jako

α0 =

(12, −6)

(
12
−6

)

(−12, 6)

(
8 −4
−4 2

)(
−12

6

) =
180

(−12, 6)

(
−120

60

) =
180

1800
=

1
10

.

Nyní již můžeme vypočítat souřadnice bodu x[1], a to s využitím

x[1] = x[0] + α0h0,

čímž dostaneme

x[1] =

(
1
−1

)
+

1
10

(
−12

6

)
=

(
− 2

10
− 4

10

)
.

Nyní zkontrolováním nulovosti gradientu ověříme, zda se jedná o řešení úlohy. Když
vyčíslíme gradient v nalezeném bodě, získáme

g1 =

(
−8 2

10 + 4 4
10

4 2
10 − 2 4

10

)
=

(
0
0

)
.

Vzhledem k tomu, že gradient v nalezeném bodě je nulový, se jedná o řešení úlohy.
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(g) x[0] = [1,−1] & f (x) = f (x1, x2) = (x1 − 3x2 + 1)2 + 2x1 − x2

Zadání úlohy můžeme zapsat též ve tvaru

f (x) =
1
2
(2x2

1 + 18x2
2 − 12x1x2) + 4x1 − 7x2 + 1,

z čehož vidíme, že matice Q je v tomto případě ve tvaru

Q =

(
2 −6
−6 18

)
.

Matice Q je v tomto případě pozitivně semidefinitní. Čtenář snadno ověří, že její hod-
nost je h(Q) = 1. Z teorie víme, že v tomto případě po 1 kroku metody sdružených
gradientů bud’ získáme řešení úlohy, nebo zjistíme, že úloha řešení nemá. Dalším
krokem výpočtu je nalezení gradientu a jeho hodnoty v bodě počáteční aproximace,
máme tedy

g(x) =

(
2x1 − 6x2 + 4
−6x1 + 18x2 − 7

)
a

g0 =

(
12
−31

)
= −h0.

Nyní již známe směr, ve kterém postupujeme při hledání dalšího členu minimalizu-
jící posloupnosti. Zbývá určit velikost kroku α0, kterou vypočítáme jako

α0 =

(12, −31)

(
12
−31

)

(−12, 31)

(
2 −6
−6 18

)(
−12
31

) =
1105

(−12, 31)

(
−210
630

) =
1105

22050
=

221
4410

.

Nyní již můžeme vypočítat souřadnice bodu x[1], a to s využitím

x[1] = x[0] + α0h0,

čímž dostaneme

x[1] =

(
1
−1

)
+

221
4410

(
−12
31

)
=

(
293
735

2441
4410

)
.

Nyní zkontrolováním nulovosti gradientu ověříme, zda se jedná o řešení úlohy. Když
vyčíslíme gradient v nalezeném bodě, získáme

g1 =

(
31
21
4
7

)
6=
(

0
0

)
.

Vzhledem k tomu, že gradient v nalezeném bodě je nenulový, se nejedná o řešení
úlohy. Dojdeme tedy k závěru, že zadaná úloha nemá řešení.

N
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454 II. Numerické metody řešení úloh matematického programování

Příklad 2.4.2.

S využitím dané výchozí počáteční aproximace x[0] vypočtěte alespoň dva následující
členy v minimalizující posloupnosti x[k] získané metodou sdružených gradientů pro
různé volby βk při řešení úlohy

f (x)→ min, x ∈ R,

jestliže x[0] = [4, 2,−1] & f (x) = f (x1, x2, x3) = (x1 − 4)4 + x2
2 + (x3 + 5)2/4− 3.

Řešení. Při výpočtu metodou sdružených gradientů pro nekvadratické funkce postupu-
jeme obdobně jako pro funkce kvadratické. Začneme opět vypočítáním gradientu a jeho
hodnoty v bodě počáteční aproximace, dále najdeme směr h, podél kterého postupujeme
k dalšímu bodu minimalizující posloupnosti. Na rozdíl od předchozího příkladu, ve kte-
rém jsme se zabývali hledáním minima kvadratických funkcí, nemůžeme nyní pro výpočet
délky kroku α využít konkrétní vzorec. Musíme ji tedy vždy vypočítat tak, aby minima-
lizovala funkci f (x[k+1]) = f (αk), což již známe z příkladů řešených metodou největšího
spádu. První krok těchto dvou metod je totožný. Takto vypočítanou hodnotu poté využi-
jeme k určení souřadnic následujícího bodu minimalizační posloupnosti. Při výpočtu opět
využíváme vzorce

h0 = −g0, hk = −gk + βk−1hk−1,

přičemž pro βk−1 existuje několik možných voleb, a to např.

βFR
k−1 =

gT
k gk

gT
k−1gk−1

, βPR
k−1 =

(gk − gk−1)
Tgk

gT
k−1gk−1

,

βHS1
k−1 =

(gk − gk−1)
Tgk

hT
k−1(gk − gk−1)

, βHS2
k−1 = − (gk − gk−1)

Tgk

gT
k−1(gk − gk−1)

,

βFR−PR
k−1 =


−βFR

k−1, βPR
k−1 < −βFR

k−1,

βPR
k−1, |βPR

k−1| ≤ βFR
k−1,

βFR
k−1, βPR

k−1 > βFR
k−1.

Výpočty pro různé volby βk−1 si nyní ukážeme.
Postup metody sdružených gradientů zahájíme opět výpočtem gradientu a jeho hod-

noty v zadaném bodě počáteční aproximace, máme tedy

g(x) =

 4(x1 − 4)3

2x2
x3+5

2


a

g0 =

 0
4
2

 = −h0.
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Nyní již známe směr, ve kterém postupujeme při hledání dalšího členu minimalizující po-
sloupnosti x[1], jehož souřadnice vypočítáme s využitím

x[1] = x[0] + α0h0,

čímž dostaneme

x[1] =

 4
2
−1

+ α0

 0
−4
−2

 =

 4
2− 4α0

−1− 2α0

 .

Hodnotu α0 najdeme minimalizací funkce

f (α0) = (4− 4)2 + (2− 4α0)
2 +

(4− 2α0)
2

4
− 3.

Derivací a následným položením rovno nule získáme

f ′(α0) = 2(2− 4α0)(−4) +
(4− 2α0)

2

2
(−2) = 0,

z čehož úpravou dostaneme

α0 =
10
17

.

Souřadnice prvního členu minimalizující posloupnosti jsou tedy

x[1] =

 4
− 6

17
−37

17

 .

V dalším kroku se výpočet metodou sdružených gradientů již liší od metody největšího
spádu. Další krok zahájíme vyčíslením gradientu v nově nalezeném bodě, máme tak

g1 =

 0
−12

17
24
17

 .

Dále vypočítáme hodnotu β0 např. způsobem, který již známe z řešení úloh metodou sdru-
žených gradientů pro kvadratické funkce, jako

βFR
0 =

gT
k gk

gT
k−1gk−1

=

(
0, −12

17 , 24
17

) 0
−12

17
24
17


(0, 4, 2)

 0
4
2


=

720
289
20

=
36

289
.
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Nyní již můžeme vypočítat směr, kterým se pohybujeme, tj.

h1 = −g1 + β0h0 =

 0
4
2

+
36

289

 0
−4
−2

 =

 0
60
289
−480

289

 .

Dále určíme souřadnice druhého bodu minimalizující posloupnosti, máme tak

x[2] =

 4
− 6

17
−37

17

+ α1

 0
60

289
−480

289

 =

 4
− 6

17 +
60α1
289

−37
17 −

480α1
289

 .

Nyní vypočítáme délku kroku α1 tak, abychom minimalizovali funkční hodnotu

f (α1) = 04 +

(
− 6

17
+

60α1

289

)2

+

(
−37

17 −
480α1
289 + 5

)2

4
− 3.

Derivací a položením rovno nule dostaneme

f ′(α1) = 2
(
− 6

17
+

60α1

289

)(
60

289

)
+

(
48
17 −

480α1
289 + 5

)
2

(
−480

289

)
= 0,

z čehož úpravou získáme
60α1

289
− 6

17
− 2

48
17

+ 2
480α1

289
= 0,

a tedy

α1 =
17
10

.

Druhý bod minimalizační posloupnosti je proto

x[2] =

 4
0
−5

 .

Gradient v nalezeném bodě je nulový, což čtenář snadno ověří.
Na závěr příkladu si ukážeme, jak bychom postupovali pro jiné volby β. Kdybychom

při výpočtu β0 využili βPR
0 , získali bychom

βPR
0 =

(gk − gk−1)
Tgk

gT
k−1gk−1

=

(
0− 0, −12

17 − 4, 24
17 − 2

) 0
−12

17
24
17


(0, 4, 2)

 0
4
2


=

=

(
0, −80

17 , −10
17

) 0
−12

17
24
17


20

=
720
289
20

=
36

289
= βFR

0 .
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V tomto případě vidíme, že oba způsoby výpočtu (βFR
0 a βPR

0 ) dají stejný výsledek, další
řešení příkladu by tak vypadalo úplně stejně.

V případě, že si pro výpočet β0 zvolíme βHS1
0 , dostaneme

βHS1
0 =

(gk − gk−1)
Tgk

hT
k−1(gk − gk−1)

=

(
0− 0, −12

17 − 4, 24
17 − 2

) 0
−12

17
24
17


(0, −4, −2)

 0
−12

17 − 4
24
17 − 2


=

=

(
0, −80

17 , −10
17

) 0
−12

17
24
17


(0, −4, −2)

 0
−80

17
−10

17


=

720
289
340
17

=
36

289
= βFR

0 = βPR
0 .

Ani v tomto případě by tedy nedošlo ke změně v řešení.
Nyní si ukážeme volbu βHS2

0 , kterou vypočteme jako

βHS2
0 = − (gk − gk−1)

Tgk

gT
k−1(gk − gk−1)

= −

(
0− 0, −12

17 − 4, 24
17 − 2

) 0
−12

17
24
17


(0, 4, 2)

 0
−12

17 − 4
24
17 − 2


=

= −

(
0, −80

17 , −10
17

) 0
−12

17
24
17


(0, 4, 2)

 0
−80

17
−10

17


= −

720
289

−340
17

=
36

289
= βHS1

0 ,

tedy i s tímto výběrem dojdeme ke stejnému výsledku.
Vzhledem k tomu, že jsme již vypočítali βFR

0 i βPR
0 , a víme, že jsou si v tomto případě

rovny, je první krok při zvolení strategie βFR−PR jasný. V tomto případě bychom zvolili
jejich společnou hodnotu, nebot’ se rovnají. Ani při zvolení této strategie se tak postup
řešení neliší. N
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Příklad 2.4.3.

S využitím dané výchozí počáteční aproximace x[0] vypočtěte alespoň dva následující
členy v minimalizující posloupnosti x[k] získané metodou sdružených gradientů se
zadanou volbou βk při řešení úlohy

f (x)→ min, x ∈ R,

jestliže

(a) x[0] = [0, 0] & f (x) = f (x1, x2) = 10(x2 − x2
1)

2 + (1− x1)
2 & βk = βPR;

(b) x[0] = [0, 0] & f (x) = f (x1, x2) = (x1 − x2 − 1)4 + ln(x2
1 + 2x2

2 + 1);

(c) x[0] = [0, 1] & f (x) = f (x1, x2) = (3x1 − x1x2 + x2)
4 + e

2x2
1

x2
2+1 .

Řešení. Při výpočtu metodou sdružených gradientů pro nekvadratické funkce postupu-
jeme obdobně jako pro funkce kvadratické. Začneme opět vypočítáním gradientu a jeho
hodnoty v bodě počáteční aproximace, dále najdeme směr h, podél kterého postupujeme
k dalšímu bodu minimalizující posloupnosti. Na rozdíl od předchozího příkladu, ve kte-
rém jsme se zabývali hledáním minima kvadratických funkcí, nemůžeme nyní pro výpočet
délky kroku α využít konkrétní vzorec. Musíme ji tedy vždy vypočítat tak, aby minima-
lizovala funkci f (x[k+1]) = f (αk), což již známe z příkladů řešených metodou největšího
spádu. Takto vypočítanou hodnotu poté využijeme k určení souřadnic následujícího bodu
minimalizační posloupnosti. Při výpočtu opět využíváme vzorce

h0 = −g0, hk = −gk + βk−1hk−1,

přičemž pro βk−1 existuje několik možných voleb, a to např.

βFR
k−1 =

gT
k gk

gT
k−1gk−1

, βPR
k−1 =

(gk − gk−1)
Tgk

gT
k−1gk−1

,

βHS1
k−1 =

(gk − gk−1)
Tgk

hT
k−1(gk − gk−1)

, βHS2
k−1 =

(gk − gk−1)
Tgk

gT
k−1(gk − gk−1)

,

βFR−PR
k−1 =


−βFR

k−1, βPR
k−1 < −βFR

k−1,

βPR
k−1, |βPR

k−1| ≤ βFR
k−1,

βFR
k−1, βPR

k−1 > βFR
k−1.

Výpočty pro konkrétní volbu βk−1 si nyní ukážeme.

(a) x[0] = [0, 0] & f (x) = f (x1, x2) = 10(x2 − x2
1)

2 + (1− x1)
2 & βk = βPR
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Výpočet zahájíme nalezením gradientu a jeho vyčíslením v zadaném bodě výchozí
aproximace, čímž získáme

g(x) =

(
40x3

1 + 2x1 − 40x1x2 − 2
−20x2

1 + 20x2

)
,

jeho hodnota v bodě x[0] je poté

g0 =

(
−2
0

)
= −h0.

Nyní již známe směr, ve kterém postupujeme při hledání dalšího členu minimalizu-
jící posloupnosti, který je

x[1] =

(
0
0

)
+ α0

(
2
0

)
=

(
2α0

0

)
.

Dosadíme-li nalezené souřadnice do zadané funkce, získáme funkci v proměnné α0,
která je

f (α0) = 10[0− (2α2
0)]

2 + (1− 2α0)
2 = 160α4

0 + (1− 2α0)
2,

jejíž minimum nyní najdeme derivováním a položením rovno nule, tj. máme

f ′(α0) = 160 · 4α3
0 + 2(1− 2α0)(−2) = 0,

z čehož úpravou dostaneme rovnici

160α3
0 + 2α0 − 1 = 0,

jejímž kořenem je
α0

.
= 0, 16171.

Souřadnice prvního členu minimalizující posloupnosti tedy jsou

x[1] =

(
2 · 0, 16171

0

)
=

(
0, 32342

0

)
.

Další krok metody sdružených gradientů zahájíme opět vyčíslením gradientu, čímž
dostaneme

g1 =

(
40 · 0, 323423 + 2 · 0, 32342− 2

−20 · 0, 32342

)
=

(
3, 57 · 10−5

−2, 092

)
.

Dále potřebujeme vypočítat hodnotu β0, která je

βPR
0 =

(g1 − g0)
Tg1

gT
0 g0

=

(3, 57 · 10−5 + 2, −2, 092)

(
3, 57 · 10−5

−2, 092

)

(−2, 0)

(
−2
0

) .
=

.
=

4, 37654
4

.
= 1, 0941.
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Nyní již můžeme vypočítat směr, kterým se pohybujeme, tj.

h1 = −g1 + β0h0 =

(
−3, 57 · 10−5

2, 092

)
+ 1, 0941

(
2
0

)
=

(
2, 1882
2, 092

)
.

Dále určíme souřadnice druhého bodu minimalizující posloupnosti, máme tak

x[2] =

(
0, 32342

0

)
+ α1

(
2, 1882
2, 092

)
=

(
0, 32342 + 2, 1882α1

2, 092α1

)
.

Nyní vypočítáme délku kroku α1 tak, abychom minimalizovali funkční hodnotu

f (α1) = 10[2, 092α1 − (0, 32342 + 2, 1882α1)
2]2 + [1− (0, 32342 + 2, 1882α1)]

2 =

= 10(−2, 18822α2
1 + 0, 67658α1 − 0, 323422)2 + (0, 67658− 2, 1882α1)

2

Derivací a položením rovno nule dostaneme

f ′(α1) = 20(−2, 18822α2
1 + 0, 67658α1 − 0, 323422)(−2, 18822α1 · 2 + 0, 67658)+

+ 2(0, 67658− 2, 1882α1)(−2, 1882) = 0,

řešení této rovnice, nalezené za pomoci softwaru, je

α1 = 0, 14614.

Druhý bod minimalizační posloupnosti je proto

x[2] =

(
0, 6432
0, 3057

)
.

Dosazením nalezeného bodu do zadané funkce získáme f (x[2]) .
= 0, 2439. Přesné

řešení zadaného problému je bod [1, 1].

(b) x[0] = [0, 0] & f (x) = f (x1, x2) = (x1 − x2 − 1)4 + ln(x2
1 + 2x2

2 + 1) & βk = βHS1
k

Výpočet zahájíme nalezením gradientu a jeho vyčíslením v zadaném bodě výchozí
aproximace, čímž získáme

g(x) =

 4(x1 − x2 − 1)3 + 2x1
x2

1+2x2
2+1

−4(x1 − x2 − 1)3 + 4x2
x2

1+2x2
2+1

 ,

jeho hodnota v bodě x[0] je poté

g0 =

(
−4
4

)
= −h0.
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Nyní již známe směr, ve kterém postupujeme při hledání dalšího členu minimalizu-
jící posloupnosti, který je

x[1] =

(
0
0

)
+ α0

(
4
−4

)
=

(
4α0

−4α0

)
.

Dosadíme-li nalezené souřadnice do zadané funkce, získáme funkci v proměnné α0,
která je

f (α0) = (8α0 − 1)4 + ln(48α2
0 + 1),

jejíž minimum nyní najdeme derivováním a položením rovno nule, tj. máme

f ′(α0) = (8α0 − 1)3(8) +
48 · 2α0

48α2
0 + 1

= 0,

z čehož úpravou dostaneme rovnici

(48α2
0 + 1)(8α0 − 1)3 + 3α0 = 0,

jejímž kořenem je
α0

.
= 0, 05848.

Souřadnice prvního členu minimalizující posloupnosti tedy jsou

x[1] =

(
0, 23392
−0, 23392

)
.

Další krok metody sdružených gradientů zahájíme opět vyčíslením gradientu, čímž
dostaneme

g1 =

(
4(−0, 53216)3 + 0,46784

1,16416
−4(−0, 53216)3 − 0,93568

1,16416

)
=

(
−0, 20095
−0, 20092

)
.

Dále potřebujeme vypočítat hodnotu β0, která je

βHS1
0 =

(g1 − g0)
Tg1

hT
0 (g1 − g0)

=

(−0, 20095 + 4, −0, 20092− 4)

(
−0, 20095
−0, 20092

)

(4, −4)

(
−0, 20095 + 4
−0, 20092− 4

) .
=

.
=

0, 08063
31, 99988

.
= 0, 00252.

Nyní již můžeme vypočítat směr, kterým se pohybujeme, tj.

h1 = −g1 + β0h0 =

(
0, 20095
0, 20092

)
+ 0, 00252

(
4
−4

)
=

(
0, 21103
0, 19084

)
.
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Dále určíme souřadnice druhého bodu minimalizující posloupnosti, máme tak

x[2] =

(
0, 23392
−0, 23392

)
+ α1

(
0, 21103
0, 19084

)
=

(
0, 23392 + 0, 21103α1

−0, 23392 + 0, 19084α1

)
.

Nyní vypočítáme délku kroku α1 tak, abychom minimalizovali funkční hodnotu

f (α1) = (−0, 53216 + 0, 02019α1)
4 + ln(1, 1642− 0, 0794α1 + 0, 11737α2

1).

Derivací a položením rovno nule dostaneme

f ′(α1) = 4(0, 02019)(−0, 53216 + 0, 02019α1)
3+

+
−0, 0794 + 0, 23474α1

1, 1642− 0, 0794α1 + 0, 11737α2
1
= 0.

řešením této rovnice je pak
α1 = 0, 3953.

K řešení těchto rovnic byl použit software. Druhý bod minimalizační posloupnosti je
proto

x[2] =

(
0, 3173
−0, 1585

)
.

Dosazením nalezeného bodu do zadané funkce získáme f (x[2]) .
= 0, 21607. Lokálním

řešením zadaného problému je bod [0, 32125,−0, 160625], ke kterému jsme se dvěma
kroky metody sdružených gradientů značně přiblížili.

(c) x[0] = [1, 5] & f (x) = f (x1, x2) = 100x4
1 +

x4
2

100 & βk = βHS2
k

Výpočet zahájíme nalezením gradientu a jeho vyčíslením v zadaném bodě výchozí
aproximace, čímž získáme

g(x) =

(
400x3

1
x3

2
25

)
,

jeho hodnota v bodě x[0] je poté

g0 =

(
400
5

)
= −h0.

Nyní již známe směr, ve kterém postupujeme při hledání dalšího členu minimalizu-
jící posloupnosti, který je

x[1] =

(
1
5

)
+ α0

(
−400
−5

)
=

(
1− 400α0

5− 5α0

)
.

Dosadíme-li nalezené souřadnice do zadané funkce, získáme funkci v proměnné α0,
která je

f (α0) = 100(1− 400α0)
4 +

(5− 5α0)
4

100
,
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jejíž minimum nyní najdeme derivováním a položením rovno nule, tj. máme

f ′(α0) = 400(1− 400α0)
3(−400) +

(−5)(5− 5α0)
3

25
= 0,

z čehož úpravou dostaneme rovnici

−160 000(1− 400α0)
3 − (5− 5α0)

3

5
= 0,

jejímž kořenem,který jsme našli s využitím softwaru, je

α0
.
= 0, 0026343.

Souřadnice prvního členu minimalizující posloupnosti tedy jsou

x[1] =

(
−0, 05372
4, 98683

)
.

Další krok metody sdružených gradientů zahájíme opět vyčíslením gradientu, čímž
dostaneme

g1 =

(
−0, 06201
4, 96059

)
.

Dále potřebujeme vypočítat hodnotu β0, kterou získáme jako

βHS2
0 = − (g1 − g0)

Tg1

gT
0 (g1 − g0)

=

(−0, 06201− 400, 4, 96059− 5)

(
−0, 06201
4, 96059

)

(400, 5)

(
−0, 06201− 400

4, 96059− 5

) =

= −
(−400, 06201, −0, 03941)

(
−0, 06201
4, 96059

)

(400, 5)

(
−400, 06201
−0, 03941

) = − 24, 61235
−160025, 0011

.
= 0, 0001538.

Nyní již můžeme vypočítat směr, kterým se pohybujeme, tj.

h1 = −g1 + β0h0 =

(
0, 06201
−4, 96059

)
+ 0, 0001538

(
−400
−5

)
.
=

(
0, 00049
−4, 961359

)
.

Dále určíme souřadnice druhého bodu minimalizující posloupnosti, máme tak

x[2] =

(
−0, 05372
4, 98683

)
+ α1

(
0, 00049
−4, 961359

)
=

(
−0, 05372 + 0, 00049α1

4, 98683− 4, 961359α1

)
.

Nyní vypočítáme délku kroku α1 tak, abychom minimalizovali funkční hodnotu

f (α1) = 100(−0, 05372 + 0, 00049α1)
4 +

(4, 98683− 4, 961359α1)
4

100
.
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Derivací a položením rovno nule dostaneme

f ′(α1) = 400(0, 00049)(−0, 05372 + 0, 00049α1)
3+

+
−4, 961359(4, 98683− 4, 961359α1)

3

25
= 0,

řešením této rovnice je pak
α1 = 1, 01582.

K řešení těchto rovnic byl použit software. Druhý bod minimalizační posloupnosti je
proto

x[2] .
=

(
−0, 053222
−0, 053018

)
.

Dosazením nalezeného bodu do zadané funkce získáme f (x[2]) .
= 0, 0008024. Lo-

kálním řešením zadaného problému je bod [0, 0], ke kterému jsme se dvěma kroky
metody sdružených gradientů značně přiblížili.

N
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Příklad 2.4.4.

S využitím dané výchozí počáteční aproximace x[0] nalezněte pomocí metody sdruže-
ných přesné řešení úlohy

f (x)→ min, x ∈ R,

jestliže

(a) x[0] = [1, 1] & f (x) = f (x1, x2) = ex2
1+x2

2 ;

(b) x[0] = [1/2, 0] & f (x) = f (x1, x2) = ln(1 + x2
1 + x2

2).

Řešení. Zadanou úlohu jsme již řešili Newtonovou metodou v Příkladu 2.3.2, v našem
výpočtu tak využijeme gradient a jeho hodnotu v bodě výchozí aproximace.

(a) x[0] = [1, 1] & f (x) = f (x1, x2) = ex2
1+x2

2

Gradient je ve tvaru

g(x) =

(
2x1 ex2

1+x2
2

2x2 ex2
1+x2

2

)
,

jeho hodnota v bodě x[0] je poté

g0 =

(
2 e2

2 e2

)
= −h0.

Nyní již známe směr, ve kterém postupujeme při hledání dalšího členu minimalizu-
jící posloupnosti, který je

x[1] =

(
1
1

)
+ α0

(
−2 e2

−2 e2

)
=

(
1− 2 e2 α0

1− 2 e2 α0

)
.

Dosadíme-li nalezené souřadnice do zadané funkce, získáme funkci v proměnné α0,
která je

f (α0) = e(1−2 e2 α0)
2+(1−2 e2 α0)

2
= e2(1−2 e2 α0)

2
,

jejíž minimum nyní najdeme derivováním a položením rovno nule, tj. máme

f ′(α0) = e2(1−2 e2 α0)
2

4(1− 2 e2 α0)(−2 e2) = 0,

přičemž tato rovnost nastane v případě, že

1− 2 e2 α0 = 0, neboli α0 =
1

2 e2 .

Souřadnice prvního členu minimalizující posloupnosti tedy jsou

x[1] =

(
1− 2 e2 1

2 e2

1− 2 e2 1
2 e2

)
=

(
0
0

)
.
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Další krok metody sdružených gradientů zahájíme opět vyčíslením gradientu, čímž
dostaneme

g1 =

(
0
0

)
,

z čehož plyne, že nám k nalezení řešení stačil jeden krok metody sdružených gra-
dientů (příp. metody největšího spádu, nebot’ první krok obou metod je totožný).
Srovnáme-li náročnost výpočtu s řešením příkladu Newtonovou metodou, ihned vi-
díme, že metoda sdružených gradientů byla při výpočtu méně náročná a efektivnější.

(b) x[0] = [1/2, 0] & f (x) = f (x1, x2) = ln(1 + x2
1 + x2

2)

Gradient je ve tvaru

g(x) =

 2x1
1+x2

1+x2
2

2x2
1+x2

1+x2
2

 ,

jeho hodnota v bodě x[0] je poté

g0 =

(
4
5
0

)
= −h0.

Nyní již známe směr, ve kterém postupujeme při hledání dalšího členu minimalizu-
jící posloupnosti, který je

x[1] =

(
1
2
0

)
+ α0

(
−4

5
0

)
=

(
1
2 −

4
5 α0

0

)
.

Dosadíme-li nalezené souřadnice do zadané funkce, získáme funkci v proměnné α0,
která je

f (α0) = ln

(
1 +

(
1
2
− 4

5
α0

)2
)

= ln
(

16
25

α2
0 −

4
5

α0 +
5
4

)
,

jejíž minimum nyní najdeme derivováním a položením rovno nule, tj. máme

f ′(α0) =
32
25 α0 − 4

5
16
25 α2

0 −
4
5 α0 +

5
4

= 0,

přičemž tato rovnost nastane v případě, že platí

32
25

α0 −
4
5
= 0, neboli α0 =

5
8

.

Souřadnice prvního členu minimalizující posloupnosti tedy jsou

x[1] =

(
1
2 −

4
5

5
8

0

)
=

(
0
0

)
.
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Další krok metody sdružených gradientů zahájíme opět vyčíslením gradientu, čímž
dostaneme

g1 =

(
0
0

)
,

z čehož plyne, že nám k nalezení řešení stačil jeden krok metody sdružených gra-
dientů (příp. metody největšího spádu, nebot’ první krok obou metod je totožný).
Srovnáme-li náročnost výpočtu s řešením příkladu Newtonovou metodou, ihned vi-
díme, že metoda sdružených gradientů byla při výpočtu méně náročná a efektivnější.

N
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Příklad 2.4.5.

S využitím dané výchozí počáteční aproximace x[0] vypočtěte alespoň dva následující
členy v minimalizující posloupnosti x[k] získané metodou sdružených gradientů se
zadanou volbou βk = βFR

k při řešení úlohy

f (x)→ min, x ∈ R,

jestliže x[0] = [2, 1] & f (x) = f (x1, x2) =
x4

1
4 +

x2
2

2 − x1x2 + x1 − x2.

Řešení. Výpočet zahájíme již klasicky vypočtením gradientu a jeho vyčíslením v zadaném
bodě výchozí aproximace, čímž získáme

g(x) =

(
x3

1 − x2 + 1
−x1 + x2 − 1

)
,

jeho hodnota v bodě x[0] je poté

g0 =

(
8
−2

)
= −h0.

Nyní již známe směr, ve kterém postupujeme při hledání dalšího členu minimalizující po-
sloupnosti, který je

x[1] =

(
2
1

)
+ α0

(
−8
2

)
=

(
2− 8α0

1 + 2α0

)
.

Dosadíme-li nalezené souřadnice do zadané funkce, získáme funkci v proměnné α0, která
je

f (α0) =
(2− 8α0)

4

4
+

(1 + 2α0)
2

2
− (2− 8α0)(1 + 2α0) + (2− 8α0)− (1 + 2α0),

jejíž minimum nyní najdeme derivováním a položením rovno nule, tj. máme

f ′(α0) = (2− 8α0)
3(−8) + 2(1 + 2α0)− (−32α0 − 4)− 8− 2 = 0,

z čehož úpravou dostaneme rovnici

4096α3
0 − 3072α2

0 + 804α0 − 68 = 0,

jejímž kořenem, který získáme s využitím softwaru, je

α0
.
= 0, 1698.

Souřadnice prvního členu minimalizující posloupnosti tedy jsou

x[1] =

(
2− 1, 3584
1 + 0, 3396

)
=

(
0, 6416
1, 3396

)
.

© Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek 16. prosince 2020



II. 4. Numerické metody v Rn 469

Další krok metody sdružených gradientů zahájíme opět vyčíslením gradientu, čímž dosta-
neme

g1 =

(
−0, 07549
−0, 302

)
.

Dále potřebujeme vypočítat hodnotu β0, která je

βFR
0 =

gT
1 g1

gT
0 g0

=

(−0, 07549, −0, 302)

(
−0, 07549
−0, 302

)

(8, −2)

(
8
−2

) .
=

0, 0969
68

.
= 0, 001425.

Nyní již můžeme vypočítat směr, kterým se pohybujeme, tj.

h1 = −g1 + β0h0 =

(
0, 07549
0, 302

)
+ 0, 001425

(
−8
2

)
=

(
0, 06409
0, 30485

)
.

Dále určíme souřadnice druhého bodu minimalizující posloupnosti, máme tak

x[2] =

(
0, 6416
1, 3396

)
+ α1

(
0, 06409
0, 30485

)
=

(
0, 6416 + 0, 06409α1

1, 3396 + 0, 30485α1

)
.

Nyní vypočítáme délku kroku α1 tak, abychom minimalizovali funkční hodnotu

f (α1) =
(0, 6416 + 0, 06409α1)

4

4
+

(1, 3396 + 0, 30485α1)
2

2
−

− (0, 6416 + 0, 06409α1)(1, 3396 + 0, 30485α1) + (0, 6416 + 0, 06409α1)−
− (1, 3396 + 0, 30485α1).

Derivací a položením rovno nule dostaneme

f ′(α1) = 0, 06409(0, 6416 + 0, 06409α1)
3 + 0, 30485(1, 3396 + 0, 30485α1)−

− (0, 281445 + 0, 03908α1) + 0, 06409− 0, 30485 = 0,

řešením této rovnice, k jehož nalezení byl využit software, je pak

α1 = 1, 62064.

Druhý bod minimalizační posloupnosti je proto

x[2] =

(
0, 74547
1, 83365

)
.

Dosazením nalezeného bodu do zadané funkce získáme f (x[2]) .
= −0, 696769. Přesné ře-

šení zadaného problému je bod [1, 2]. N
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Kapitola III.
Úlohy matematického
programování

III. 1. Lagrangeův princip

Příklad 3.1.1.

Pomocí Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programování

1. f (x) =
√

1 + x2 → min, x ≤ 1.

2. f (x) =
√

1 + x2 → min, x + 1 ≤ 0.

Řešení. Vzhledem k tomu, že účelová funkce je v obou případech stejná, bude první část
výpočtu společná oběma úlohám. Řešení příkladu zahájíme ověřením podmínek Karusho-
vy–Kuhnovy–Tuckerovy věty, které jsou: konvexnost účelové funkce a funkcí zadávajících
nerovnostní omezení, afinita funkcí zadávajících rovnostní omezení a diferencovatelnost
funkcí. Konvexnost účelové funkce ověříme pomocí znaménka druhé derivace. První de-
rivace je

f ′(x) =
x

(1 + x2)
1
2

,

druhou derivaci potom vypočteme jako

f ′′(x) =
1

(1 + x2)
1
2
− x2

(1 + x2)
3
2
=

1 + x2 − x2

(1 + x2)
3
2

=
1

(1 + x2)
3
2
≥ 0,

funkce je tedy konvexní. Omezení je zadáno afinní, a tedy konvexní funkcí, podmínka
diferencovatelnosti je též splněna. Základní předpoklady KKT věty jsou tedy splněny. Jistě
se jedná o úlohu konvexního programování, nebot’ hledáme minimum konvexní funkce
na konvexní množině. Bod, který splňuje všechny podmínky Lagrangeova principu, je tak
zároveň řešením úlohy. Jistě také víme, že úloha má řešení, a to z Weierstrassovy věty.

Další postup řešení si rozdělíme na 2 případy.

1. Úloha s podmínkou x ≤ 1
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472 III. Úlohy matematického programování

K ověření toho, zda můžeme vzít y0 = 1 využijeme např. Slaterovu podmínku, která
vyžaduje pouze omezení ve tvaru nerovností a existenci bodu x takového, že ome-
zení platí ostře. To je v našem případě snadno splněno, např. bodem x = 0.

Nyní již můžeme sestavit Lagrangeovu funkci, která je

L(x, y) =
√

1 + x2 + y(x− 1).

Podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx =
x

(1 + x2)
1
2
+ y = 0,

tuto podmínku jsme získali derivací Lagrangeovy funkce podle proměnné x (nebot’
hledáme stacionární bod), dále podmínka komplementarity

y(x− 1) = 0

a podmínka duality
y ≥ 0.

Máme tedy soustavu, kterou nyní vyřešíme v závislosti na tom, zda je multiplikátor
y nulový, či ne.

(I) y > 0

V případě, že uvažujeme multiplikátor kladný, musí kvůli podmínce komple-
mentarity platit x = 1. Dosadíme-li ovšem toto x do podmínky stacionárního
bodu, zjistíme, že y by muselo být záporné, aby došlo k požadované rovnosti.
Tato situace tedy nevede k řešení.

(II) y = 0

V tomto případě jsou jistě splněny podmínka komplementarity i podmínka du-
ality. Z podmínky stacionárního bodu dostaneme x = 0. Tento bod jistě splňuje
omezení x ≤ 1, a zároveň vyhovuje všem podmínkám z Lagrangeova principu.
Jedná se tedy o řešení úlohy, nebot’ úloha je úlohou konvexního programování.
Minimální hodnota účelové funkce na přípustné množině je f ∗ = 1.

2. Úloha s podmínkou x + 1 ≤ 0

K ověření toho, zda můžeme vzít y0 = 1 využijeme např. Slaterovu podmínku, která
vyžaduje pouze omezení ve tvaru nerovností a existenci bodu x takového, že ome-
zení platí ostře. To je v našem případě snadno splněno, např. bodem x = −2.

Nyní již můžeme sestavit Lagrangeovu funkci, která je

L(x, y) =
√

1 + x2 + y(x + 1).
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Podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx =
x

(1 + x2)
1
2
+ y = 0,

tuto podmínku jsme získali derivací Lagrangeovy funkce podle proměnné x (nebot’
hledáme stacionární bod), dále podmínka komplementarity

y(x + 1) = 0

a podmínka duality
y ≥ 0.

Máme tedy soustavu, kterou nyní vyřešíme v závislosti na tom, zda je multiplikátor
y nulový, či ne.

(I) y > 0

V případě, že uvažujeme multiplikátor kladný, musí kvůli podmínce komple-
mentarity platit x = −1. Dosadíme-li toto x do podmínky stacionárního bodu,
vypočítáme hodnotu y jako

− 1

(1 + 12)
1
2
+ y = 0, a tedy y =

√
2

2
> 0.

Nalezený bod tak splňuje všechny podmínky z Lagrangeova principu. Vzhle-
dem k tomu, že máme úlohu konvexního programování, se jedná o hledané
řešení. Minimální hodnota účelové funkce na přípustné množině je f ∗ =

√
2.

Pro úplnost můžeme ještě ověřit případ, ve kterém je y = 0. Ovšem vzhledem
k tomu, že zadaná účelová funkce je nejen konvexní, ale dokonce ostře kon-
vexní, z teorie víme, že problém má pouze jedno řešení, které jsme již našli
a další možnost nám nepřinese nic nového.

(II) y = 0

V tomto případě jsou jistě splněny podmínka komplementarity i podmínka du-
ality. Z podmínky stacionárního bodu dostaneme x = 0. Tento bod ovšem ne-
splňuje omezení x + 1 ≤ 0, které jsme položením multiplikátoru rovno nule
zanedbali. Nejedná se tedy o přípustný bod, natož o řešení úlohy.

N
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Příklad 3.1.2.

Pomocí Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programování

f (x) = (x1 − 3)2 + (x2 − 2)2 → min, x2
1 + x2

2 ≤ 5, x1 + 2x2 ≤ 4.

Řešení. Řešení úlohy je založeno na Lagrangeově principu a KKT větě. Geometricky jde
o problém nalezení vrstevnice o nejnižší hodnotě, která má neprázdný průnik s přípustnou
množinou. Samotný výpočet proto zahájíme načrtnutím problému, viz 3.1.103.

Obrázek 3.1.103: Náčrt zadání Příkladu 3.1.2

Vrstevnice zadané účelové funkce jsou kružnice se středem v bodě A = [3, 2], hodnota
účelové funkce se zmenšuje s rostoucím poloměrem. Vrstevnice jsou na obrázku znázor-
něny zeleně. První omezení nám zadává kružnici se středem v počátku a poloměrem

√
5,

která je na obrázku vyznačena černou barvou. Druhé omezení vymezuje poloprostor, je-
hož hraniční přímka má rovnici x1 + 2x2 = 4. Vzhledem k tomu, že zadané nerovnosti
vyhovuje např. počátek, jde o poloprostor vyznačený dvěma černými šipkami. Průnikem
zadaných omezení je pak červeně vyšrafovaná část kružnice. Již z obrázku můžeme vidět,
že hledaný bod se bude pravděpodobně nacházet v průsečíku zadaných omezení. Nyní
úlohu vyřešíme pomocí Lagrangeova principu.

Ještě před tím, než začneme se samotným počítáním, si uvědomíme, že zadaná funkce
je spojitá na kompaktní množině. Z Weierstrassovy věty tedy víme, že zadaný problém má
alespoň jedno řešení.
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Nyní musíme zjistit, jak bude vypadat Lagrangeova funkce. Potřebujeme totiž vědět,
zda bude obsahovat multiplikátor y0 u účelové funkce, nebo zda můžeme tento multipli-
kátor vzít jako y0 = 1. K tomu můžeme využít několik postačujících podmínek. Mů-
žeme např. využít některou z postačujících podmínek, jež jsou obsaženy v Karushově–
Kuhnově–Tuckerově větě. Nejprve však musíme ověřit, zda jsou splněny předpoklady této
věty, které jsou: diferencovatelnost funkcí (účelové funkce i funkcí zadávajících omezení),
konvexnost účelové funkce, nerovnostní omezení dána konvexními funkcemi a rovnostní
omezení dána afinními funkcemi.

Zadanou účelovou funkci můžeme zapsat také ve tvaru

f (x) = x2
1 + x2

2 − 6x1 − 4x2 + 13,

její Hessova matice je pak

∇2( f (x)) =

(
2 0
0 2

)
.

Tato matice je jistě pozitivně definitní, zadaná funkce je tedy (ostře) konvexní na celém R2.
Omezení jsou dána pomocí funkcí

g1(x1, x2) = x2
1 + x2

2 − 5,

g2(x1, x2) = x1 + 2x2 − 4.

Funkce g1 je (ostře) konvexní, což můžeme opět ověřit např. pomocí Hessovy matice,
která je stejná jako pro funkci f (x). Funkce g2 je afinní, a tedy také konvexní. Všechny
tři funkce jsou diferencovatelné, předpoklady Karushovy–Kuhnovy–Tuckerovy věty jsou
tak splněny. K ověření toho, zda můžeme brát y0 = 1, využijeme např. Slaterovu pod-
mínku, která je v tomto případě nejjednodušší, nebot’ máme pouze omezení ve tvaru ne-
rovností, což je jeden z jejích předpokladů. Dále musíme zjistit, zda existuje bod x takový,
že všechny nerovnosti jsou splněny ostře, tj. platí g1(x) < 0 a g2(x) < 0. Tímto bodem je
například počátek, Slaterova podmínka tedy platí a můžeme vzít y0 = 1. Ostrá konvexnost
účelové funkce nám říká, že úloha má nejvýše jedno řešení. V kombinaci s již zmíněnou
Weierstrassovou větou tak víme, že úloha má právě jedno řešení.

Druhou možností, jak můžeme zjistit, zda můžeme vzít multiplikátor y0 jako roven
jedné, je ověření lineární nezávislosti gradientů funkcí udávajících aktivní omezení. V pří-
padě, že se rozhodneme pro tuto možnost, nepotřebujeme ani konvexnost funkce, ani
konvexnost funkcí zadávajících omezení. Na druhou stranu ovšem vyžadujeme otevře-
nost množiny P určené přímými omezeními. V našem případě však nemáme žádná přímá
omezení a množinu P tak můžeme vzít jako celé R2, což je jistě otevřená množina. Gradi-
enty jednotlivých omezení jsou

grad(g1(x)) =

(
2x1

2x2

)
a grad(g2(x)) =

(
1
2

)
.
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Vzhledem k tomu, že dopředu nevíme, ve kterém bodě se nachází hledané minimum,
musíme ověřit nezávislost těchto gradientů pro všechny možnosti, které mohou nastat.
Ověřujeme vždy pouze nezávislost gradientů aktivních omezení. Tyto možnosti si nyní
postupně vypíšeme a ověříme.

(I) Platí x2
1 + x2

2 = 5 a x1 + 2x2 < 4, neboli první omezení je aktivní a druhé neaktivní.
V tomto případě požadujeme lineární nezávislost vektoru

grad(g1(x)) =

(
2x1

2x2

)
.

Jeden vektor je lineárně nezávislý právě tehdy, když je nenulový. Vektor grad(g1(x))
je nulový pouze pro x1 = x2 = 0. V bodě [0, 0] ovšem není první omezení aktivní,
požadavek lineární nezávislosti je proto splněn.

(II) Platí x2
1 + x2

2 < 5 a x1 + 2x2 = 4, neboli první omezení je neaktivní a druhé aktivní.
V tomto případě vyžadujeme lineární nezávislost vektoru

grad(g2(x)) =

(
1
2

)
.

Vzhledem k tomu, že se jedná o nenulový konstantní vektor, je tento požadavek jistě
splněn.

(III) Platí x2
1 + x2

2 = 5 a x1 + 2x2 = 4, neboli obě omezení jsou aktivní zároveň. V tomto
případě vyžadujeme lineární nezávislost obou vektorů (tj. grad(g1(x)) a grad(g2(x)).
Lineární nezávislost je porušena tehdy, když je některý z vektorů nulový nebo když
je jeden vektor násobkem druhého. Nulovost grad(g1(x)) nastane opět pouze pro
bod [0, 0], ve kterém ale nejsou omezení aktivní, k porušení lineární nezávislosti tedy
tímto způsobem dojít nemůže. Stejně tak není závislý ani vektor grad(g2(x)), jak již
víme z předchozí možnosti. Nyní ověříme, zda jeden vektor není násobkem druhého,
tj. zda neplatí 2x1 = q a 2x2 = 2q, neboli x1 = q/2 a x2 = q. Dosadíme-li nalezené
hodnoty do druhého omezení, získáme

q
2
+ 2q = 5, a tedy q =

8
5

.

Bod, ve kterém jsou vektory lineárně závislé, je tedy [ 8
10 , 8

5 ]. Nyní zbývá ověřit, zda je
v tomto bodě aktivní i první omezení, tj. zda platí rovnost(

8
10

)2

+

(
8
5

)2
?
= 5,

která neplatí, nebot’ levá strana je rovna 3,2. To znamená, že v bodě, který jsme našli,
nejsou aktivní obě omezení a požadavek lineární nezávislosti je tak vždy splněn.
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I tímto způsobem jsme tak zjistili, že bez újmy na obecnosti můžeme multiplikátor v Lag-
rangeově funkci vzít jako y0 = 1.

I přesto, že jsme při ověřování lineární nezávislosti gradientů nepotřebovali vědět nic
o konvexnosti účelové funkce a funkcí zadávajících omezení, bychom se k ověření těchto
vlastností v průběhu výpočtu stejně dostali, nebot’ Lagrangeův princip udává pouze nutné
podmínky pro řešení, tzn. každé řešení splňuje podmínky Lagrangeova principu, ovšem
ne každý bod splňující tyto podmínky je řešením. K ověření toho, že nalezený bod je sku-
tečně řešením proto potřebujeme bud’ využít podmínky druhého řádu, nebo využít něja-
kou jinou postačující podmínku, a to např. fakt, že máme úlohu konvexního programování
(tj. hledáme minimum konvexní funkce na konvexní množině). Již víme, že naše úloha je
úlohou konvexního programování, což znamená, že najdeme-li bod splňující podmínky
z Lagrangeova principu, bude se jednat o řešení. Navíc vzhledem k ostré konvexnosti
účelové funkce víme, že řešení bude nejvýše jedno, tj. v momentě, kdy najdeme řešení,
nemusíme již počítat dál, nebot’ další řešení úlohy neexistuje.

Nyní již můžeme sestavit Lagrangeovu funkci, která je ve tvaru

L(x1, x2, y1, y2) = (x1 − 3)2 + (x2 − 2)2 + y1(x2
1 + x2

2 − 5) + y2(x1 + 2x2 − 4),

kde y1 a y2 jsou Lagrangeovy multiplikátory. Podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : 2(x1 − 3) + 2x1y1 + y2 = 0, (3.1.1)

Lx2 : 2(x2 − 2) + 2x2y1 + 2y2 = 0, (3.1.2)

nebot’ hledáme stacionární bod Lagrangeovy funkce. V tomto příkladu požadujeme nulo-
vost parciálních derivací, což je způsobeno tím, že nemáme žádná přímá omezení (tj. že
P = R2). V případě, že by v příkladu bylo i přímé omezení, by např. mohly parciální deri-
vace být omezené na znaménko. Dále doplníme podmínky komplementarity, které jsou

y1(x2
1 + x2

2 − 5) = 0, (3.1.3)

y2(x1 + 2x2 − 4) = 0, (3.1.4)

a podmínky duality ve tvaru
y1 ≥ 0, y2 ≥ 0,

nebot’ hledáme minimum.
Nyní potřebujeme najít řešení této soustavy 4 nelineárních rovnic a 2 omezení na zna-

ménko, což není obecně jednoduchý problém. My si ho ovšem rozdělíme na 4 případy
v závislosti na tom, zda jsou multiplikátory y1 a y2 nulové (tzn. omezení jsou neaktivní),
či ne. Tyto případy si nyní postupně vypíšeme a prozkoumáme. Začneme nejjednodušší
možností.

(I) y1 = 0 a y2 = 0
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V tomto případě vlastně ignorujeme zadaná omezení a díváme se na úlohu jako
na problém nalezení volného extrému. Podmínky komplementarity i duality jsou
touto volbou jistě splněny. Nyní zbývá najít bod, který splní i omezení (3.1.1) a (3.1.2)
Lagrangeova principu. Dosadíme-li zvolené hodnoty multiplikátorů do těchto ome-
zení, získáme rovnosti

2(x1 − 3) = 0 a 2(x2 − 2) = 0.

Této soustavě vyhovuje bod [3, 2]. Vzhledem k tomu, že jsme položili multiplikátory
rovny nule, je však možné, že nalezený bod neleží v přípustné množině. Dosadíme-li
tento bod např. do omezení zadané funkcí g2, dostaneme

x1 + 2x2 = 3 + 4
?
≤ 4,

což neplatí. Takto zvolená volba multiplikátorů tedy nevede k nalezení řešení úlohy.
Musíme proto vyzkoušet i další volbu multiplikátorů. Opět vybíráme nejjednodušší
dostupnou možnost.

(II) y1 = 0 a y2 > 0

V tomto případě uvažujeme, že první omezení je neaktivní a druhé je aktivní. Ome-
zení (3.1.3) je splněno triviálně. Z omezení (3.1.4) víme, že musí platit

x1 + 2x2 − 4 = 0. (3.1.5)

Z omezení (3.1.1) a (3.1.2) získáme pro y1 = 0 rovnosti

2(x1 − 3) + y2 = 0, (3.1.6)

2(x2 − 2) + 2y2 = 0. (3.1.7)

Nyní od rovnice (3.1.7) odečteme dvojnásobek (3.1.6), čímž získáme

2(x2 − 2)− 4(x1 − 3) = 0, neboli − 4x1 + 2x2 + 8 = 0.

Nyní již máme soustavu dvou rovnic o dvou neznámých tvořenou rovnicemi

x1 + 2x2 − 4 = 0,

−4x1 + 2x2 + 8 = 0.

Odečtením druhé rovnice od první získáme

5x1 − 12 = 0, a tedy x1 =
12
5

.

Proměnnou x2 dopočítáme dosazením hodnoty x1 do libovolné rovnice, čímž dosta-
neme výsledek x2 = 4

5 . Vzhledem k tomu, jak jsme v tomto případě postupovali,
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je jisté, že afinní omezení je splněno. Nyní musíme ověřit zda platí x2
1 + x2

2 ≤ 5.
Dosadíme-li nalezený bod do tohoto omezení, dostaneme

144
25

+
16
25

=
160
25

> 5.

Bod [12/5, 4/5] tedy neleží uvnitř přípustné množiny a nemůže se jednat o řešení.
Musíme tak vzít v úvahu další možnost, která může nastat.

(III) y1 > 0 a y2 = 0

V tomto případě uvažujeme, že první omezení je aktivní a druhé je neaktivní. Ome-
zení (3.1.4) je splněno triviálně. Z omezení (3.1.3) víme, že musí platit

x2
1 + x2

2 − 5 = 0. (3.1.8)

Z omezení (3.1.1) a (3.1.2) získáme pro y2 = 0 rovnosti

2(x1 − 3) + 2x1y1 = 0,

2(x2 − 2) + 2x2y1 = 0.

Úpravou těchto rovnic získáme soustavu

2x1(1 + y1) = 6,

2x2(1 + y1) = 4.

Vzhledem k tomu, že y1 > 0, je jistě i (1 + y1) > 0 a můžeme obě rovnice tímto
členem vydělit, čímž dostaneme

x1 =
3

1 + y1
, (3.1.9)

x2 =
2

1 + y1
. (3.1.10)

Nalezené hodnoty nyní dosadíme do (3.1.8), čímž získáme(
3

1 + y1

)2

+

(
2

1 + y1

)2

− 5 = 0,

neboli
(1 + y1)

2 =
13
5

,

z čehož plyne, že

y1 = ±
√

13
5
− 1.

Víme, že hledáme pouze y1 > 0, máme tedy y1 =
√

13
5 − 1. Dosadíme-li tuto hodnotu

do (3.1.9) a (3.1.10), získáme bod, který splňuje všechny Lagrangeovy podmínky. Jeho
souřadnice jsou

x1 =
3
√

5√
13

a x2 =
2
√

5√
13

.
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480 III. Úlohy matematického programování

Vzhledem k tomu, že jsme v tomto případě uvažovali, že platí první omezení a za-
nedbali jsme druhé omezení, musíme ještě ověřit, zda je pro nalezený bod splněna
nerovnost x1 + 2x2 ≤ 4. Dosadíme-li nalezený bod do tohoto omezení, dostaneme

3
√

5√
13

+
4
√

5√
13

=
7
√

5√
13

.
= 4, 34 > 4.

Bod
[

3
√

5√
13

, 2
√

5√
13

]
tedy neleží uvnitř přípustné množiny a nemůže se jednat o řešení.

Zbývá nám tedy poslední situace, která může nastat.

(IV) y1 > 0 a y2 > 0 Vzhledem k tomu, že jsme v žádné z předchozích možností nenalezli
řešení, víme, že musí nastat situace, ve které jsou obě omezení aktivní. Podmínky
komplementarity jsou nyní ve tvaru

x2
1 + x2

2 − 5 = 0, (3.1.11)

x1 + 2x2 − 4 = 0, (3.1.12)

podmínky (3.1.1) a (3.1.2) se nám na rozdíl od předchozích situací nijak nezjedno-
dušily. Vyřešme nejprve soustavu (3.1.11) a (3.1.12), a to např. tak, že si z (3.1.12)
vyjádříme x1 = 4− 2x2, což dosadíme do (3.1.11), čímž dostaneme rovnici

(4− 2x2)
2 + x2

2 − 5 = 0, neboli 5x2
2 − 16x2 + 11 = 0.

Řešením této rovnice je x21 = 1 a x22 = 11
5 . Nyní k nalezeným x2 dopočítáme z rov-

nosti (3.1.12) příslušná x1, která jsou x11 = 2 a x12 = −2
5 . Máme tedy dva kandidáty

na řešení, kterými jsou body

[2, 1] a
[
−2

5
,

11
5

]
.

Vzhledem k úvahám, které jsme provedli na začátku řešení příkladu, víme, že úloha
má řešení, a že jsme řešení ještě nenašli. Z toho plyne, že jeden z těchto bodů je nutně
hledaným řešením. K tomu, abychom určili, který z těchto bodů je řešením, musíme
dopočítat hodnoty multiplikátorů. Tyto hodnoty získáme dosazením bodu do pod-
mínek (3.1.1) a (3.1.2). Začneme např. s bodem [2, 1], čímž dostaneme soustavu

2(2− 3) + 2 · 2y1 + y2 = 0,

2(1− 2) + 2 · 1y1 + 2y2 = 0,

jejíž podrobnější řešení ponecháme na čtenáři. Řešením této soustavy je dvojice

y1 =
1
3

a y2 =
2
3

.

Vzhledem k tomu, že jsou oba multiplikátory kladné, se jedná o řešení úlohy. Na-
lezený bod vyhovuje všem omezením. Minimální hodnotu účelové funkce na pří-
pustné množině získáme dosazením řešení do účelové funkce, máme tedy

f ∗ = (2− 3)2 + (1− 2)2 = 2.
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Protože víme, že úloha má právě jedno řešení, zde můžeme výpočet již ukončit. Pro
úplnost však ukážeme, že bod

[
−2

5 , 11
5

]
není řešením. Když tento bod dosadíme do

podmínek (3.1.1) a (3.1.2) a soustavu upravíme, získáme

−4y1 + 5y2 = 34,

22y1 + 10y2 = −2.

Odečteme-li nyní dvojnásobek první rovnice od rovnice druhé, dostaneme

30y1 = −70,

z čehož ihned vidíme, že není splněn požadavek y1 > 0, tzn. opravdu se nejedná
o řešení úlohy.

N
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Příklad 3.1.3.

Pomocí Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programování

f (x) = x2
1 + x2

2 − 14x1 − 6x2 → min, x1 + x2 ≤ 2, x1 + 2x2 ≤ 3.

Řešení. Výpočet zahájíme ověřením toho, že můžeme vzít multiplikátor y0 jako roven
jedné, k čemuž využijeme např. podmínku lineární nezávislosti gradientů funkcí udáva-
jících aktivní omezení. Prvním požadavkem, který v tomto případě máme, je otevřenost
množiny P určené přímými omezeními. Vzhledem k tomu, že úloha neobsahuje žádné
přímé omezení, můžeme za množinu P vzít celé R2, což je jistě otevřená množina. Označ-
me si nyní funkce zadávající omezení

g1(x1, x2) = x1 + x2 − 2,

g2(x1, x2) = x1 + 2x2 − 3.

Nyní vypočítáme gradienty jednotlivých omezení, které jsou

grad(g1(x)) =

(
1
1

)
a grad(g2(x)) =

(
1
2

)
.

Vzhledem k tomu, že máme pouze omezení zadaná lineárními funkcemi, a tudíž jsou jejich
gradienty konstantní, ihned vidíme, že jsou lineárně nezávislé. Při sestavování Lagrange-
ovy funkce tak můžeme bez újmy na obecnosti vzít y0 = 1.

I přesto, že již víme, že multiplikátor y0 = 1, musíme nyní ověřit, zda se jedná o úlohu
konvexního programování. V takovém případě je totiž bod, který vyhovuje všem podmín-
kám Lagrangeova principu, řešením dané úlohy. Úlohou konvexního programování rozu-
míme úlohu matematického programování, jejíž účelová funkce je konvexní a přípustná
množina je též konvexní. Konvexnost účelové funkce ověříme přes definitnost Hessovy
matice, která je

∇2( f (x)) =

(
2 0
0 2

)
.

Vzhledem k tomu, že Hessova matice je pozitivně definitní, je účelová funkce konvexní,
dokonce ostře konvexní. Přípustná množina je též konvexní, nebot’ je zadána průnikem
dvou poloprostorů (tj. konvexních množin), přičemž víme, že průnik konvexních množin
je konvexní množina. Jedná se tedy o úlohu konvexního programování. Vzhledem k tomu,
že účelová funkce je též jistě spojitá, pak ze znalosti Weierstrassovy věty víme, že úloha
bude mít řešení. Navíc vzhledem k ostré konvexnosti účelové funkce víme, že řešení bude
nejvýše jedno. Tyto informace nám dohromady dají fakt, že úloha má právě jedno řešení.

Nyní již můžeme sestavit Lagrangeovu funkci, která je ve tvaru

L(x1, x2, y1, y2) = x2
1 + x2

2 − 14x1 − 6x2 + y1(x1 + x2 − 2) + y2(x1 + 2x2 − 3),
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kde y1 a y2 jsou Lagrangeovy multiplikátory. Podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : 2x1 − 14 + y1 + y2 = 0, (3.1.13)

Lx2 : 2x2 − 6 + y1 + 2y2 = 0, (3.1.14)

nebot’ hledáme stacionární bod Lagrangeovy funkce. V tomto příkladu požadujeme nulo-
vost parciálních derivací, což je způsobeno tím, že nemáme žádná přímá omezení (tj. že
P = R2). Dále doplníme podmínky komplementarity, které jsou

y1(x1 + x2 − 2) = 0, (3.1.15)

y2(x1 + 2x2 − 3) = 0 (3.1.16)

a podmínky duality ve tvaru
y1 ≥ 0, y2 ≥ 0.

Nyní potřebujeme najít řešení této soustavy 4 nelineárních rovnic a 2 omezení na zna-
ménko, což není obecně jednoduchý problém. My si ho ovšem rozdělíme na 4 případy
v závislosti na tom, zda jsou multiplikátory y1 a y2 nulové (tzn. omezení jsou neaktivní), či
ne. Tyto případy si nyní postupně vypíšeme a prozkoumáme. Vzhledem k tomu, že víme,
že úloha má právě jedno řešení, začneme nejjednodušší možností, nebot’ pokud najdeme
řešení, nemusíme již ve výpočtu pokračovat.

(I) y1 = 0 a y2 = 0

Tento případ odpovídá situaci, kdy zanedbáme obě omezení a hledáme volný ex-
trém funkce. Podmínky komplementarity i duality jsou touto volbou jistě splněny.
Nyní musíme najít bod, který splní omezení (3.1.13) a (3.1.14) Lagrangeova principu.
Dosadíme-li zvolené hodnoty multiplikátorů do těchto omezení, získáme rovnosti

2x1 − 14 = 0, a 2x2 − 6 = 0,

ze kterých ihned dostaneme bod [7, 3]. Vzhledem k tomu, že jsme položili multipli-
kátory rovny nule (a tím zanedbali obě omezení), musíme nyní ověřit, zda se nale-
zený bod nachází v přípustné množině. Dosazením bodu [7, 3] do omezení zadaného
funkcí g1 dostaneme

7 + 3− 2 = 8 � 0.

Nalezený bod tedy neleží uvnitř přípustné množiny, v postupu úlohy nyní musíme
pokračovat další možností.

(II) y1 = 0 a y2 > 0

V tomto případě uvažujeme, že první omezení je neaktivní a druhé aktivní. Pod-
mínky duality a podmínka (3.1.15) jsou jistě splněny. Z podmínky (3.1.16) víme, že
musí platit

x1 + 2x2 − 3 = 0. (3.1.17)

16. prosince 2020 © Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek
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Z podmínek (3.1.13) a (3.1.14) získáme po dosazení y1 = 0 rovnosti

2x1 − 14 + y2 = 0, (3.1.18)

2x2 − 6 + 2y2 = 0. (3.1.19)

Nyní od rovnice (3.1.19) odečteme dvojnásobek (3.1.18), čímž získáme

2x2 − 4x1 + 22 = 0. (3.1.20)

Nyní již máme soustavu dvou rovnic o neznámých x1 a x2 (tvořenou rovnicemi
(3.1.17) a (3.1.20)), jejímž řešením je bod [5,−1]. Nyní opět musíme ověřit, zda se
bod nachází v přípustné množině, a to jeho dosazením do omezení dané funkcí g1

(které jsme považovali za neaktivní), kterým obdržíme

5− 1− 2 = 2 � 0.

Ani tento bod tedy neleží v přípustné množině a ve výpočtu pokračujeme dále.

(III) y1 > 0 a y2 = 0

V tomto případě uvažujeme, že první omezení je aktivní a druhé neaktivní. Pod-
mínky duality a podmínka (3.1.16) jsou jistě splněny. Z podmínky (3.1.15) víme, že
musí platit

x1 + x2 − 2 = 0. (3.1.21)

Z podmínek (3.1.13) a (3.1.14) získáme po dosazení y2 = 0 rovnosti

2x1 − 14 + y1 = 0, (3.1.22)

2x2 − 6 + y1 = 0. (3.1.23)

Nyní od rovnice (3.1.23) odečteme (3.1.22), čímž získáme

2x2 − 2x1 + 8 = 0. (3.1.24)

Nyní již máme soustavu dvou rovnic o neznámých x1 a x2 (tvořenou rovnicemi
(3.1.21) a (3.1.24)), jejímž řešením je bod [3,−1]. Nyní opět musíme ověřit, zda se
bod nachází v přípustné množině, a to jeho dosazením do omezení dané funkcí g2

(které jsme považovali za neaktivní), kterým obdržíme

3− 2− 3 = −2 ≤ 0.

Tento bod tedy jistě leží v přípustné množině. Nyní zbývá dopočítat konkrétní hod-
notu multiplikátoru y1, kterou získáme např. z rovnice (3.1.22) jako

y1 = 14− 2x1 = 14− 6 = 8 > 0.

Nalezený bod tak splňuje všechny podmínky z Lagrangeova principu a je řešením
úlohy. Vzhledem k tomu, že víme, že úloha má pouze jedno řešení, bychom dalším
postupem (tj. položením y1 > 0 a y2 > 0) žádné další řešení nezískali; výpočet pří-
kladu tak končí. Minimální funkční hodnota na přípustné množině je f ∗ = −26.

N

© Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek 16. prosince 2020



III. 1. Lagrangeův princip 485

Příklad 3.1.4.

Pomocí Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programování

f (x) = 2x2
1 + 2x1x2 + x2

2 − 20x1 − 14x2 → min, x1 + 3x2 ≤ 5, 2x1 − x2 ≤ 4.

Řešení. Výpočet zahájíme ověřením toho, že můžeme vzít multiplikátor y0 jako roven
jedné, k čemuž využijeme např. podmínku lineární nezávislosti gradientů funkcí udáva-
jících aktivní omezení. Prvním požadavkem, který v tomto případě máme, je otevřenost
množiny P určené přímými omezeními. Vzhledem k tomu, že úloha neobsahuje žádné
přímé omezení, můžeme za množinu P vzít celé R2, což je jistě otevřená množina. Označ-
me si nyní funkce zadávající omezení

g1(x1, x2) = x1 + 3x2 − 5,

g2(x1, x2) = 2x1 − x2 − 4.

Nyní vypočítáme gradienty jednotlivých omezení, které jsou

grad(g1(x)) =

(
1
3

)
a grad(g2(x)) =

(
2
−1

)
.

Vzhledem k tomu, že máme pouze omezení zadaná lineárními funkcemi, a tudíž jsou jejich
gradienty konstantní, ihned vidíme, že jsou lineárně nezávislé. Při sestavování Lagrange-
ovy funkce tak můžeme bez újmy na obecnosti vzít y0 = 1.

I přesto, že již víme, že multiplikátor y0 = 1, musíme nyní ověřit, zda se jedná o úlohu
konvexního programování. V takovém případě je totiž bod, který vyhovuje všem podmín-
kám Lagrangeova principu, řešením dané úlohy. Úlohou konvexního programování rozu-
míme úlohu matematického programování, jejíž účelová funkce je konvexní a přípustná
množina je též konvexní. Konvexnost účelové funkce ověříme přes definitnost Hessovy
matice, která je

∇2( f (x)) =

(
4 2
2 2

)
.

Hessova matice je jistě pozitivně definitní, účelová funkce je tedy konvexní, dokonce ostře
konvexní. Přípustná množina je také konvexní, nebot’ je zadána průnikem dvou polo-
prostorů (tj. konvexních množin), přičemž víme, že průnik konvexních množin je konvexní
množina. Jedná se tedy o úlohu konvexního programování. Vzhledem k tomu, že účelová
funkce je též jistě spojitá, pak ze znalosti Weierstrassovy věty víme, že úloha bude mít
řešení. Navíc vzhledem k ostré konvexnosti účelové funkce víme, že řešení bude nejvýše
jedno. Tyto informace nám dohromady dají fakt, že úloha má právě jedno řešení.

Nyní již můžeme sestavit Lagrangeovu funkci, která je ve tvaru

L(x1, x2, y1, y2) = 2x2
1 + 2x1x2 + x2

2 − 20x1 − 14x2 + y1(x1 + 3x2 − 5) + y2(2x1 − x2 − 4),
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kde y1 a y2 jsou Lagrangeovy multiplikátory. Podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : 4x1 + 2x2 − 20 + y1 + 2y2 = 0, (3.1.25)

Lx2 : 2x1 + 2x2 − 14 + 3y1 − y2 = 0, (3.1.26)

nebot’ hledáme stacionární bod Lagrangeovy funkce. V tomto příkladu požadujeme nulo-
vost parciálních derivací, což je způsobeno tím, že nemáme žádná přímá omezení (tj. že
P = R2). Dále doplníme podmínky komplementarity, které jsou

y1(x1 + 3x2 − 5) = 0, (3.1.27)

y2(2x1 − x2 − 4) = 0 (3.1.28)

a podmínky duality ve tvaru
y1 ≥ 0, y2 ≥ 0.

Nyní potřebujeme najít řešení této soustavy 4 nelineárních rovnic a 2 omezení na zna-
ménko, což není obecně jednoduchý problém. My si ho ovšem rozdělíme na 4 případy
v závislosti na tom, zda jsou multiplikátory y1 a y2 nulové (tzn. omezení jsou neaktivní), či
ne. Tyto případy si nyní postupně vypíšeme a prozkoumáme. Vzhledem k tomu, že víme,
že úloha má právě jedno řešení, začneme nejjednodušší možností, nebot’ pokud najdeme
řešení, nemusíme již ve výpočtu pokračovat.

(I) y1 = 0 a y2 = 0

Tento případ odpovídá situaci, kdy zanedbáme obě omezení a hledáme volný ex-
trém funkce. Podmínky komplementarity i duality jsou touto volbou jistě splněny.
Nyní musíme najít bod, který splní omezení (3.1.25) a (3.1.26) Lagrangeova principu.
Dosadíme-li zvolené hodnoty multiplikátorů do těchto omezení, získáme soustavu

4x1 + 2x2 − 20 = 0, a 2x1 + 2x2 − 14 = 0,

ze které dostaneme bod [3, 4]. Vzhledem k tomu, že jsme položili multiplikátory
rovny nule (a tím zanedbali obě omezení), musíme nyní ověřit, zda se nalezený bod
nachází v přípustné množině. Dosazením bodu [3, 4] do omezení zadaného funkcí g1

dostaneme
3 + 12− 5 = 10 � 0.

Nalezený bod tedy neleží uvnitř přípustné množiny, v postupu úlohy nyní musíme
pokračovat další možností.

(II) y1 = 0 a y2 > 0

V tomto případě uvažujeme, že první omezení je neaktivní a druhé aktivní. Pod-
mínky duality a podmínka (3.1.27) jsou jistě splněny. Z podmínky (3.1.28) víme, že
musí platit

2x1 − x2 − 4 = 0. (3.1.29)
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Z podmínek (3.1.25) a (3.1.26) získáme po dosazení y1 = 0 rovnosti

4x1 + 2x2 − 20 + 2y2 = 0, (3.1.30)

2x1 + 2x2 − 14− y2 = 0. (3.1.31)

Nyní k rovnici (3.1.30) přičteme dvojnásobek (3.1.31), čímž získáme

8x1 + 6x2 − 48 = 0. (3.1.32)

Nyní již máme soustavu dvou rovnic o neznámých x1 a x2 (tvořenou rovnicemi
(3.1.29) a (3.1.32)), jejímž řešením je bod [18/5, 16/5]. Nyní opět musíme ověřit, zda
se bod nachází v přípustné množině, a to jeho dosazením do omezení dané funkcí g1

(které jsme považovali za neaktivní), kterým obdržíme

18
5

+ 3
16
5
− 5 =

41
5
� 0.

Ani tento bod tedy neleží v přípustné množině a ve výpočtu pokračujeme dále.

(III) y1 > 0 a y2 = 0

V tomto případě uvažujeme, že první omezení je aktivní a druhé neaktivní. Pod-
mínky duality a podmínka (3.1.28) jsou jistě splněny. Z podmínky (3.1.27) víme, že
musí platit

x1 + 3x2 − 5 = 0. (3.1.33)

Z podmínek (3.1.25) a (3.1.26) získáme po dosazení y2 = 0 rovnosti

4x1 + 2x2 − 20 + y1 = 0, (3.1.34)

2x1 + 2x2 − 14 + 3y1 = 0. (3.1.35)

Nyní od rovnice (3.1.35) odečteme trojnásobek (3.1.34), čímž získáme

− 10x1 − 4x2 + 46 = 0. (3.1.36)

Nyní již máme soustavu dvou rovnic o neznámých x1 a x2 (tvořenou rovnicemi
(3.1.33) a (3.1.36)), jejímž řešením je bod [59/13, 2/13]. Nyní opět musíme ověřit, zda
se bod nachází v přípustné množině, a to jeho dosazením do omezení dané funkcí g2

(které jsme považovali za neaktivní), kterým obdržíme

2
59
13
− 2

13
− 4 =

64
13
� 0.

Tento bod tedy neleží v přípustné množině, výsledek tedy najdeme pro možnost
nenulových multiplikátorů.
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(IV) y1 > 0 a y2 > 0

V tomto případě uvažujeme, že jsou obě omezení aktivní. Podmínky duality jsou
jistě splněny. Z podmínek (3.1.27) a (3.1.28) dostaneme soustavu

x1 + 3x2 − 5 = 0,

2x1 − x2 − 4 = 0,

jejímž řešením je bod [17/7, 6/7]. Tento bod je nutně řešením úlohy, nebot’ víme,
že úloha řešení má a v žádné z předchozích situací jsme ho nenašli. Fakt, že se jedná
o řešení, nyní ověříme získáním hodnot multiplikátorů. Dosazením nalezeného bodu
do podmínek (3.1.25) a (3.1.26) získáme soustavu

4
17
7

+ 2
6
7
− 20 + y1 + 2y2 = y1 + 2y2 −

60
7

= 0, (3.1.37)

2
17
7

+ 2
6
7
− 14 + 3y1 − y2 = 3y1 − y2 −

52
7

= 0. (3.1.38)

Nyní k rovnici (3.1.37) přičteme dvojnásobek (3.1.38), čímž získáme

7y1 −
164
7

= 0, (3.1.39)

z čehož plyne y1 = 164
49 > 0. Nyní již zbývá pouze dopočítat hodnotu y2, která je

y2 = 128
49 > 0. Nalezený bod tak splňuje všechny podmínky z Lagrangeova principu

a je řešením úlohy. Minimální funkční hodnota na přípustné množině je f ∗ = −2150
49 .

N
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Příklad 3.1.5.

Pomocí Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programování

f (x) = x2
1 + x2 → min, x2

1 + x2
2 ≤ 9, x1 + x2 ≤ 1.

Řešení. Řešení úlohy je založeno na Lagrangeově principu a KKT větě. Geometricky jde
o problém nalezení vrstevnice o nejnižší hodnotě, která má neprázdný průnik s přípustnou
množinou. Samotný výpočet proto zahájíme načrtnutím problému, viz 3.1.103.

Obrázek 3.1.104: Náčrt zadání Příkladu 3.1.5

Vrstevnice zadané účelové funkce jsou paraboly, hodnota účelové funkce se zmenšuje
směrem dolů. Vrstevnice jsou na obrázku znázorněny zeleně. První omezení nám zadává
kružnici se středem v počátku a poloměrem 3, která je na obrázku vyznačena černou bar-
vou. Druhé omezení vymezuje poloprostor, jehož hraniční přímka má rovnici x1 + x2 = 1.
Vzhledem k tomu, že zadané nerovnosti vyhovuje např. počátek, jde o poloprostor vyzna-
čený dvěma černými šipkami. Průnikem zadaných omezení je pak červeně vyšrafovaná
část kružnice. Již z obrázku můžeme vidět, že hledaný bod se bude pravděpodobně na-
cházet v bodě [0,−3] . Nyní úlohu vyřešíme pomocí Lagrangeova principu.

16. prosince 2020 © Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek
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Ještě před tím, než začneme se samotným počítáním, si uvědomíme, že zadaná funkce
je spojitá na kompaktní množině. Z Weierstrassovy věty tedy víme, že zadaný problém má
alespoň jedno řešení.

Nyní musíme zjistit, jak bude vypadat Lagrangeova funkce. Potřebujeme totiž vědět,
zda bude obsahovat multiplikátor y0 u účelové funkce, nebo zda můžeme tento multipli-
kátor vzít jako y0 = 1. K tomu můžeme využít několik postačujících podmínek. Mů-
žeme např. využít některou z postačujících podmínek, jež jsou obsaženy v Karushově–
Kuhnově–Tuckerově větě. Nejprve však musíme ověřit, zda jsou splněny předpoklady této
věty, které jsou: diferencovatelnost funkcí (účelové funkce i funkcí zadávajících omezení),
konvexnost účelové funkce, nerovnostní omezení dána konvexními funkcemi a rovnostní
omezení dána afinními funkcemi.

Hessova matice účelové funkce je

∇2( f (x)) =

(
2 0
0 0

)
.

Tato matice je pozitivně semidefinitní, zadaná funkce je tedy konvexní na celém R2. Ome-
zení jsou dána pomocí funkcí

g1(x1, x2) = x2
1 + x2

2 − 9,

g2(x1, x2) = x1 + x2 − 1.

Funkce g1 je (ostře) konvexní, což můžeme opět ověřit např. pomocí Hessovy matice, která
má na diagonále čísla 2 a mimo diagonálu nuly. Funkce g2 je afinní, a tedy také konvexní.
Všechny tři funkce jsou diferencovatelné, předpoklady Karushovy–Kuhnovy–Tuckerovy
věty jsou tak splněny. K ověření toho, zda můžeme brát y0 = 1, využijeme např. Slate-
rovu podmínku, která je v tomto případě nejjednodušší, nebot’ máme pouze omezení ve
tvaru nerovností, což je jeden z jejích předpokladů. Dále musíme zjistit, zda existuje bod
x takový, že všechny nerovnosti jsou splněny ostře, tj. platí g1(x) < 0 a g2(x) < 0. Tímto
bodem je například počátek, Slaterova podmínka tedy platí a můžeme vzít y0 = 1.

Druhou možností, jak můžeme zjistit, zda můžeme vzít multiplikátor y0 jako roven
jedné, je ověření lineární nezávislosti gradientů funkcí udávajících aktivní omezení. V pří-
padě, že se rozhodneme pro tuto možnost, nepotřebujeme ani konvexnost funkce, ani
konvexnost funkcí zadávajících omezení. Na druhou stranu ovšem vyžadujeme otevře-
nost množiny P určené přímými omezeními. V našem případě však nemáme žádná přímá
omezení a množinu P tak můžeme vzít jako celé R2, což je jistě otevřená množina. Gradi-
enty jednotlivých omezení jsou

grad(g1(x)) =

(
2x1

2x2

)
a grad(g2(x)) =

(
1
1

)
.

Vzhledem k tomu, že dopředu nevíme, ve kterém bodě se nachází hledané minimum,
musíme ověřit nezávislost těchto gradientů pro všechny možnosti, které mohou nastat.
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Ověřujeme vždy pouze nezávislost gradientů aktivních omezení. Tyto možnosti si nyní
postupně vypíšeme a ověříme.

(I) Platí x2
1 + x2

2 = 9 a x1 + x2 < 1, neboli první omezení je aktivní a druhé neaktivní.
V tomto případě požadujeme lineární nezávislost vektoru

grad(g1(x)) =

(
2x1

2x2

)
.

Jeden vektor je lineárně nezávislý právě tehdy, když je nenulový. Vektor grad(g1(x))
je nulový pouze pro x1 = x2 = 0. V bodě [0, 0] ovšem není první omezení aktivní,
požadavek lineární nezávislosti je proto splněn.

(II) Platí x2
1 + x2

2 < 9 a x1 + x2 = 1, neboli první omezení je neaktivní a druhé aktivní.
V tomto případě vyžadujeme lineární nezávislost vektoru

grad(g2(x)) =

(
1
1

)
.

Vzhledem k tomu, že se jedná o nenulový konstantní vektor, je tento požadavek jistě
splněn.

(III) Platí x2
1 + x2

2 = 9 a x1 + x2 = 1, neboli obě omezení jsou aktivní zároveň. V tomto
případě vyžadujeme lineární nezávislost obou vektorů (tj. grad(g1(x)) a grad(g2(x)).
Lineární nezávislost je porušena tehdy, když je některý z vektorů nulový nebo když
je jeden vektor násobkem druhého. Nulovost grad(g1(x)) nastane opět pouze pro
bod [0, 0], ve kterém ale nejsou omezení aktivní, k porušení lineární nezávislosti tedy
tímto způsobem dojít nemůže. Stejně tak není závislý ani vektor grad(g2(x)), jak již
víme z předchozí možnosti. Nyní ověříme, zda jeden vektor není násobkem druhého,
tj. zda neplatí 2x1 = q a 2x2 = q, neboli x1 = q a x2 = q. Dosadíme-li nalezené
hodnoty do druhého omezení, získáme

q + q = 1, a tedy q =
1
2

.

Bod, ve kterém jsou vektory lineárně závislé, je tedy
[

1
2 , 1

2

]
. Nyní zbývá ověřit, zda

je v tomto bodě aktivní i první omezení, dosazením nalezeného bodu dostaneme(
1
2

)2

+

(
1
2

)2

6= 9,

bod tedy neleží na kružnici. To znamená, že v bodě, který jsme našli, nejsou aktivní
obě omezení a požadavek lineární nezávislosti je tak vždy splněn.
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I tímto způsobem jsme tak zjistili, že bez újmy na obecnosti můžeme multiplikátor v Lag-
rangeově funkci vzít jako y0 = 1.

I přesto, že jsme při ověřování lineární nezávislosti gradientů nepotřebovali vědět nic
o konvexnosti účelové funkce a funkcí zadávajících omezení, bychom se k ověření těchto
vlastností v průběhu výpočtu stejně dostali, nebot’ Lagrangeův princip udává pouze nutné
podmínky pro řešení, tzn. každé řešení splňuje podmínky Lagrangeova principu, ovšem
ne každý bod splňující tyto podmínky je řešením. K ověření toho, že nalezený bod je sku-
tečně řešením proto potřebujeme bud’ využít podmínky druhého řádu, nebo využít něja-
kou jinou postačující podmínku, a to např. fakt, že máme úlohu konvexního programování
(tj. hledáme minimum konvexní funkce na konvexní množině). Již víme, že naše úloha je
úlohou konvexního programování, což znamená, že najdeme-li bod splňující podmínky
z Lagrangeova principu, bude se jednat o řešení.

Nyní již můžeme sestavit Lagrangeovu funkci, která je ve tvaru

L(x1, x2, y1, y2) = x2
1 + x2 + y1(x2

1 + x2
2 − 9) + y2(x1 + x2 − 1),

kde y1 a y2 jsou Lagrangeovy multiplikátory. Podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : 2x1 + 2x1y1 + y2 = 0, (3.1.40)

Lx2 : 1 + 2x2y1 + y2 = 0, (3.1.41)

nebot’ hledáme stacionární bod Lagrangeovy funkce. V tomto příkladu požadujeme nulo-
vost parciálních derivací, což je způsobeno tím, že nemáme žádná přímá omezení (tj. že
P = R2). V případě, že by v příkladu bylo i přímé omezení, by např. mohly parciální deri-
vace být omezené na znaménko. Dále doplníme podmínky komplementarity, které jsou

y1(x2
1 + x2

2 − 9) = 0, (3.1.42)

y2(x1 + x2 − 1) = 0, (3.1.43)

a podmínky duality ve tvaru
y1 ≥ 0, y2 ≥ 0,

nebot’ hledáme minimum.
Nyní potřebujeme najít řešení této soustavy 4 nelineárních rovnic a 2 omezení na zna-

ménko, což není obecně jednoduchý problém. My si ho ovšem rozdělíme na 4 případy
v závislosti na tom, zda jsou multiplikátory y1 a y2 nulové (tzn. omezení jsou neaktivní),
či ne. Tyto případy si nyní postupně vypíšeme a prozkoumáme. Začneme nejjednodušší
možností.

(I) y1 = 0 a y2 = 0

V tomto případě vlastně ignorujeme zadaná omezení a díváme se na úlohu jako na
problém nalezení volného extrému. Podmínky komplementarity i duality jsou touto
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volbou jistě splněny. Nyní zbývá najít bod, který splní i omezení (3.1.40) a (3.1.41)
Lagrangeova principu. Dosadíme-li zvolené hodnoty multiplikátorů do těchto ome-
zení, získáme rovnosti

2x1 = 0 a 1 = 0,

ze kterých ihned vidíme, že situace, ve které jsou oba multiplikátory nulové, nevede
k řešení příkladu. Musíme proto vyzkoušet i další volbu multiplikátorů. Opět vybí-
ráme nejjednodušší dostupnou možnost.

(II) y1 = 0 a y2 > 0

V tomto případě uvažujeme, že první omezení je neaktivní a druhé je aktivní. Ome-
zení (3.1.42) je splněno triviálně. Z omezení (3.1.43) víme, že musí platit

x1 + x2 − 1 = 0. (3.1.44)

Z omezení (3.1.40) a (3.1.41) získáme pro y1 = 0 rovnosti

2x1 + y2 = 0, (3.1.45)

1 + y2 = 0. (3.1.46)

Z rovnice (3.1.46) plyne, že y2 = −1, což je ovšem ve sporu s naším předpokladem,
že y2 > 0. Tato situace tedy opět nemůže vést k řešení. Musíme proto vzít v úvahu
další možnost, která může nastat.

(III) y1 > 0 a y2 = 0

V tomto případě uvažujeme, že první omezení je aktivní a druhé je neaktivní. Ome-
zení (3.1.43) je splněno triviálně. Z omezení (3.1.42) víme, že musí platit

x2
1 + x2

2 − 9 = 0. (3.1.47)

Z omezení (3.1.40) a (3.1.41) získáme pro y2 = 0 rovnosti

2x1 + 2x1y1 = 0,

1 + 2x2y1 = 0.

Úpravou těchto rovnic získáme soustavu

x1(1 + y1) = 0, (3.1.48)

1 + 2x2y1 = 0. (3.1.49)

Z první rovnice vidíme, že musí platit x1 = 0, nebot’ víme, že y1 > 0, a proto i (1 +

y1) > 0. Z rovnice (3.1.47) pak plyne

x2 = ±3.
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Nyní zbývá dopočítat hodnoty multiplikátoru pro jednotlivé volby x2. Označme

x21 = 3 a x22 = −3

a k nim příslušné multiplikátory y11 a y12 . Z rovnice (3.1.49) pak dostaneme y11 = −
1
6

a y12 = 1
6 . Vzhledem k tomu, že předpokládáme, že y1 > 0, je řešením bod [0,−3],

k němuž přísluší multiplikátor y12 = 1
6 . Našli jsme tedy bod, který vyhovuje všem

podmínkám z Lagrangeova principu, přičemž zadaná úloha je úlohou konvexního
programování. Bod [0,−3] je proto jistě jejím řešením. Došli jsme tak ke stejnému
závěru, jako s využitím náčrtku.

Na rozdíl od předchozích příkladů však nemáme ostře konvexní funkci, a tedy ne-
máme zaručenou existenci právě jednoho řešení. Ve výpočtu proto pokračujeme dál,
nebot’ můžeme najít další (alternativní) řešení, minimální hodnota účelové funkce je
jistě f ∗ = −3.

(IV) y1 > 0 a y2 > 0

V této části bud’ najdeme alternativní řešení, nebo zjistíme, že úloha má právě jedno
řešení, které jsme již našli. Podmínky komplementarity jsou nyní ve tvaru

x2
1 + x2

2 − 9 = 0, (3.1.50)

x1 + x2 − 1 = 0, (3.1.51)

podmínky (3.1.40) a (3.1.41) se nám na rozdíl od předchozích situací nijak nezjed-
nodušily. Vyřešme nejprve soustavu (3.1.50) a (3.1.51), a to např. tak, že si z (3.1.51)
vyjádříme x1 = 1− x2, což dosadíme do (3.1.50), čímž dostaneme rovnici

(1− x2)
2 + x2

2 − 9 = 0, neboli 2x2
2 − 2x2 − 8 = 0.

Řešením této rovnice je x21 =
1+
√

17
2 a x22 =

1−
√

17
2 . Nyní k nalezeným x2 dopočítáme

z rovnosti (3.1.51) příslušná x1, která jsou x11 =
1−
√

17
2 a x12 =

1+
√

17
2 . Máme tedy dva

kandidáty na řešení, kterými jsou body[
1−
√

17
2

,
1 +
√

17
2

]
a

[
1 +
√

17
2

,
1−
√

17
2

]
.

K tomu, abychom určili, jestli je některý z těchto bodů řešením, musíme dopočí-
tat hodnoty multiplikátorů. Tyto hodnoty získáme dosazením bodu do podmínek
(3.1.40) a (3.1.41). Začneme např. s bodem

[
1−
√

17
2 , 1+

√
17

2

]
, čímž dostaneme soustavu

1−
√

17 + (1−
√

17)y1 + y2 = 0,

1 + (1 +
√

17)y1 + y2 = 0.
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Tuto soustavu řešíme např. odečtením první rovnice od druhé, z čehož po úpravě
získáme y1 = −1

2 . V tomto případě nemusíme v řešení pokračovat dál, nebot’ uvažo-
vaný bod jistě úlohu neřeší.

Pro bod
[

1+
√

17
2 , 1−

√
17

2

]
získáme soustavu

1 +
√

17 + (1 +
√

17)y1 + y2 = 0,

1 + (1−
√

17)y1 + y2 = 0,

jejíž podrobnější řešení ponecháme na čtenáři. Řešením této soustavy je dvojice

y1 = −1
2

a y2 = −1 +
√

17
2

.

Opět jsme se tedy dostali do situace, kdy jsou multiplikátory záporné; nejedná se
tedy o řešení úlohy.

Jediným řešením je proto bod [0,−3] s funkční hodnotou f ∗ = −3, který vyhovuje
všem omezením.

N
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Příklad 3.1.6.

Pomocí Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programování

f (x) = x2
1 + 2x2

2 − 4x1 + 1→ min, x2
1 + x2

2 ≤ 4, x1 + x2 ≤ 1.

Řešení. Stejně jako v předchozích příkladech jde geometricky o problém nalezení vrstev-
nice o nejnižší hodnotě, která má neprázdný průnik s přípustnou množinou. Samotný
výpočet proto zahájíme načrtnutím problému, viz 3.1.105.

Obrázek 3.1.105: Náčrt zadání Příkladu 3.1.6

Vrstevnice zadané účelové funkce jsou soustředné elipsy se středem v bodě [2, 0], hod-
nota účelové funkce se zmenšuje se zmenšující se délkou poloos. Vrstevnice jsou na ob-
rázku znázorněny zeleně. První omezení nám zadává kružnici se středem v počátku a po-
loměrem

√
2, která je na obrázku vyznačena černou barvou. Druhé omezení vymezuje

poloprostor, jehož hraniční přímka má rovnici x1 + x2 = 1. Vzhledem k tomu, že zadané
nerovnosti vyhovuje např. počátek, jde o poloprostor vyznačený dvěma černými šipkami.
Průnikem zadaných omezení je pak červeně vyšrafovaná část kružnice. Již z obrázku mů-
žeme vidět, že hledaný bod se bude pravděpodobně nacházet na hranici poloprostoru.
Nyní úlohu vyřešíme pomocí Lagrangeova principu.

Ještě před tím, než začneme se samotným počítáním, si uvědomíme, že zadaná funkce
je spojitá na kompaktní množině. Z Weierstrassovy věty tedy víme, že zadaný problém má
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alespoň jedno řešení.
Výpočet zahájíme ověřením toho, že můžeme vzít multiplikátor y0 jako roven jedné,

k čemuž využijeme např. podmínku lineární nezávislosti gradientů funkcí udávajících ak-
tivní omezení. Prvním požadavkem, který v tomto případě máme, je otevřenost množiny
P určené přímými omezeními. Vzhledem k tomu, že úloha neobsahuje žádné přímé ome-
zení, můžeme za množinu P vzít celé R2, což je jistě otevřená množina. Označme si nyní
funkce zadávající omezení

g1(x1, x2) = x2
1 + x2

2 − 4,

g2(x1, x2) = x1 + x2 − 1.

Nyní vypočítáme gradienty jednotlivých omezení, které jsou

grad(g1(x)) =

(
2x1

2x2

)
a grad(g2(x)) =

(
1
1

)
.

Vzhledem k tomu, že dopředu nevíme, ve kterém bodě se nachází hledané minimum,
musíme ověřit nezávislost těchto gradientů pro všechny možnosti, které mohou nastat.
Ověřujeme vždy pouze nezávislost gradientů aktivních omezení. Tyto možnosti si nyní
postupně vypíšeme a ověříme.

(I) Platí x2
1 + x2

2 = 4 a x1 + x2 < 1, neboli první omezení je aktivní a druhé neaktivní.
V tomto případě požadujeme lineární nezávislost vektoru

grad(g1(x)) =

(
2x1

2x2

)
.

Jeden vektor je lineárně nezávislý právě tehdy, když je nenulový. Vektor grad(g1(x))
je nulový pouze pro x1 = x2 = 0. V bodě [0, 0] ovšem není první omezení aktivní,
požadavek lineární nezávislosti je proto splněn.

(II) Platí x2
1 + x2

2 < 4 a x1 + x2 = 1, neboli první omezení je neaktivní a druhé aktivní.
V tomto případě vyžadujeme lineární nezávislost vektoru

grad(g2(x)) =

(
1
1

)
.

Vzhledem k tomu, že se jedná o nenulový konstantní vektor, je tento požadavek jistě
splněn.

(III) Platí x2
1 + x2

2 = 4 a x1 + x2 = 1, neboli obě omezení jsou aktivní zároveň. V tomto
případě vyžadujeme lineární nezávislost obou vektorů (tj. grad(g1(x)) a grad(g2(x)).
Lineární nezávislost je porušena tehdy, když je některý z vektorů nulový nebo když
je jeden vektor násobkem druhého. Nulovost grad(g1(x)) nastane opět pouze pro
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bod [0, 0], ve kterém ale nejsou omezení aktivní, k porušení lineární nezávislosti tedy
tímto způsobem dojít nemůže. Stejně tak není závislý ani vektor grad(g2(x)), jak již
víme z předchozí možnosti. Nyní ověříme, zda jeden vektor není násobkem druhého,
tj. zda neplatí 2x1 = q a 2x2 = q, neboli x1 = q/2 a x2 = q/2. Dosadíme-li nalezené
hodnoty do druhého omezení, získáme

q
2
+

q
2
= 1, a tedy q = 1.

Bod, ve kterém jsou vektory lineárně závislé, je tedy
[

1
2 , 1

2

]
. Nyní zbývá ověřit, zda

je v tomto bodě aktivní i první omezení, tj. zda platí rovnost(
1
2

)2

+

(
1
2

)2
?
= 4,

která neplatí, nebot’ levá strana je rovna 1
2 . To znamená, že v bodě, který jsme našli,

nejsou aktivní obě omezení a požadavek lineární nezávislosti je tak vždy splněn.

Tímto způsobem jsme zjistili, že bez újmy na obecnosti můžeme multiplikátor v Lagran-
geově funkci vzít jako y0 = 1.

I přesto, že již víme, že multiplikátor y0 = 1, musíme nyní ověřit, zda se jedná o úlohu
konvexního programování. V takovém případě je totiž bod, který vyhovuje všem podmín-
kám Lagrangeova principu, řešením dané úlohy. Úlohou konvexního programování rozu-
míme úlohu matematického programování, jejíž účelová funkce je konvexní a přípustná
množina je též konvexní. Konvexnost účelové funkce ověříme přes definitnost Hessovy
matice, která je

∇2( f (x)) =

(
2 0
0 4

)
.

Hessova matice je jistě pozitivně definitní, účelová funkce je tedy konvexní, dokonce ostře
konvexní. Přípustná množina je také konvexní, nebot’ je zadána průnikem dvou konvex-
ních množin (poloprostoru a vnitřku kružnice). Jedná se tedy o úlohu konvexního progra-
mování. Vzhledem k tomu, že účelová funkce je též jistě spojitá pak ze znalosti Weierstras-
sovy věty víme, že úloha bude mít řešení. Navíc vzhledem k ostré konvexnosti účelové
funkce víme, že řešení bude nejvýše jedno. Tyto informace nám dohromady dají fakt, že
úloha má právě jedno řešení.

Nyní již můžeme sestavit Lagrangeovu funkci, která je ve tvaru

L(x1, x2, y1, y2) = x2
1 + 2x2

2 − 4x1 + 1 + y1(x2
1 + x2

2 − 4) + y2(x1 + x2 − 1),

kde y1 a y2 jsou Lagrangeovy multiplikátory. Podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : 2x1 − 4 + 2x1y1 + y2 = 0, (3.1.52)

Lx2 : 4x2 + 2x2y1 + y2 = 0, (3.1.53)
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nebot’ hledáme stacionární bod Lagrangeovy funkce. V tomto příkladu požadujeme nulo-
vost parciálních derivací, což je způsobeno tím, že nemáme žádná přímá omezení (tj. že
P = R2). Dále doplníme podmínky komplementarity, které jsou

y1(x2
1 + x2

2 − 4) = 0, (3.1.54)

y2(x1 + x2 − 1) = 0 (3.1.55)

a podmínky duality ve tvaru
y1 ≥ 0, y2 ≥ 0.

Nyní potřebujeme najít řešení této soustavy 4 nelineárních rovnic a 2 omezení na zna-
ménko, což není obecně jednoduchý problém. My si ho ovšem rozdělíme na 4 případy
v závislosti na tom, zda jsou multiplikátory y1 a y2 nulové (tzn. omezení jsou neaktivní), či
ne. Tyto případy si nyní postupně vypíšeme a prozkoumáme. Vzhledem k tomu, že víme,
že úloha má právě jedno řešení, začneme nejjednodušší možností, nebot’ pokud najdeme
řešení, nemusíme již ve výpočtu pokračovat.

(I) y1 = 0 a y2 = 0

Tento případ odpovídá situaci, kdy zanedbáme obě omezení a hledáme volný ex-
trém funkce. Podmínky komplementarity i duality jsou touto volbou jistě splněny.
Nyní musíme najít bod, který splní omezení (3.1.52) a (3.1.53) Lagrangeova principu.
Dosadíme-li zvolené hodnoty multiplikátorů do těchto omezení, získáme soustavu

2x1 − 4 = 0 a 4x2 = 0,

ze které dostaneme bod [2, 0]. Vzhledem k tomu, že jsme položili multiplikátory
rovny nule (a tím zanedbali obě omezení), musíme nyní ověřit, zda se nalezený bod
nachází v přípustné množině. Dosazením bodu [2, 0] do omezení zadaného funkcí g2

dostaneme
2 + 0− 1 = 1 � 0.

Nalezený bod tedy neleží uvnitř přípustné množiny, v postupu úlohy nyní musíme
pokračovat další možností.

(II) y1 = 0 a y2 > 0

V tomto případě uvažujeme, že první omezení je neaktivní a druhé aktivní. Pod-
mínky duality a podmínka (3.1.54) jsou jistě splněny. Z podmínky (3.1.55) víme, že
musí platit

x1 + x2 − 1 = 0. (3.1.56)

Z podmínek (3.1.52) a (3.1.53) získáme po dosazení y1 = 0 rovnosti

2x1 − 4 + y2 = 0, (3.1.57)

4x2 + y2 = 0. (3.1.58)
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Nyní od rovnici (3.1.58) odečteme rovnici (3.1.57), čímž získáme

− 2x1 + 4x2 + 4 = 0. (3.1.59)

Nyní již máme soustavu dvou rovnic o neznámých x1 a x2 (tvořenou rovnicemi
(3.1.56) a (3.1.59)), jejímž řešením je bod [4/3,−1/3]. Nyní opět musíme ověřit, zda
se bod nachází v přípustné množině, a to jeho dosazením do omezení dané funkcí g1

(které jsme považovali za neaktivní), kterým obdržíme

16
9

+
1
9
− 4 = −19

9
≤ 0.

Tento bod tedy leží v přípustné množině a je kandidátem na řešení. Nyní musíme
ověřit, zda je příslušný multiplikátor y2 > 0, jak jsme předpokládali. Jeho hodnotu
získáme např. z rovnosti (3.1.58), máme tak

y2 = −4x2 =
4
3

.

Vzhledem k tomu, že víme, že úloha má právě jedno řešení, a to jsme našli, již nemu-
síme s výpočtem postupovat dále. Čtenář může ověřit, že dalšími možnostmi hodnot
multiplikátorů nezískáme další bod splňující podmínky z Lagrangeova principu. Mi-
nimální funkční hodnota na přípustné množině je f ∗ = −7

3 .

N
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Příklad 3.1.7.

Pomocí Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programování

f (x) = 9x2
1 + 12x2

2 + 18x1x2 + 3x1 − 3x2 + 1→ min,

x1 − x2 ≥ 1, x1 + x2 = 3, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Řešení. Výpočet zahájíme ověřením toho, že jsou splněny předpoklady Karushovy–Kuh-
novy–Tuckerovy věty, které jsou: konvexní účelová funkce, konvexní funkce zadávající
omezení ve tvaru nerovností, afinní funkce zadávající omezení ve tvaru rovností a kon-
vexní množina P. Hessova matice účelové funkce je(

18 18
18 24

)
,

tj. je pozitivně definitní, z čehož plyne, že účelová funkce je dokonce ostře konvexní. Obě
funkce zadávající omezení jsou afinní, a tedy i konvexní. Omezení na znaménka můžeme
vzít bud’ jako součást přímého omezení, tzn. množinu P uvažujeme jako R+

2 (což je jistě
konvexní množina), nebo je můžeme brát jako další funkcionální omezení, která jsou dána
afinními (konvexními) funkcemi. V každém případě jsou splněny základní podmínky KKT
věty.

Nyní musíme rozhodnout, zda můžeme vzít multiplikátor y0 jako roven jedné, k čemuž
využijeme jednu z dodatečných podmínek věty. V tomto případě máme pouze jednu mož-
nost, a to podmínku lineární nezávislosti gradientů funkcí udávajících aktivní omezení.
To je ovšem možné pouze v případě otevřené množiny P, takže omezení na znaménka
musíme nutně vzít jako další funkcionální omezení. Množinu P vezmeme jako jakoukoli
otevřenou množinu obsahující první kvadrant, tj. např. celé R2.

Označme si nyní funkce zadávající nerovnostní omezení (g1, g2, g3) a rovnostní ome-
zení (g4)

g1(x1, x2) = −x1 + x2 + 1,

g2(x1, x2) = −x1,

g3(x1, x2) = −x2,

g4(x1, x2) = x1 + x2 − 3.

Všechna nerovnostní omezení jsme převedli do tvaru gi(x) ≤ 0. Nyní vypočítáme gradi-
enty jednotlivých omezení, které jsou

grad(g1(x)) = (−1, 1)T, grad(g2(x)) = (−1, 0)T,

grad(g3(x)) = (0,−1)T, grad(g4(x)) = (1, 1)T.
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Kdyby všechna omezení měla být aktivní zároveň, musely by se všechny podmínky rea-
lizovat jako rovnosti. K této situaci ovšem nikdy nedojde, stejně jako k případu, kdy se 3
z těchto omezení realizují jako rovnosti, což čtenář snadno zjistí při řešení soustavy libo-
volných 4 nebo 3 rovnic z omezení, které nemají řešení.

Aktivní tedy mohou být nejvýše 2 omezení zároveň, přičemž jedno z nich je nutně to
rovnostní. Je-li aktivní pouze omezení

x1 + x2 − 3 = 0,

je vše v pořádku, nebot’ příslušný gradient je konstantní nenulový vektor. Je-li aktivní
omezení

x1 + x2 − 3 = 0

a dále jedno omezení na znaménko, jsou gradienty opět lineárně nezávislé, nebot’ ani jeden
není nulový a jeden není násobkem druhého. Případ, ve kterém jsou aktivní omezení

x1 + x2 − 3 = 0 a − x1 + x2 + 1 = 0,

opět neporuší požadovanou lineární nezávislost, nebot’ opět není žádný gradient nulový,
ani není jeden násobek druhého. Podmínka lineární nezávislosti gradientů je proto splněna
a my můžeme při sestavování Lagrangeovy funkce vzít bez újmy na obecnosti y0 = 1.

Z úvah, které jsme provedli, víme, že se jedná o úlohu konvexního programování.
V tomto případě je bod, který vyhovuje všem podmínkám Lagrangeova principu, řeše-
ním dané úlohy. Vzhledem k tomu, že účelová funkce je též jistě spojitá, pak ze znalosti
Weierstrassovy věty víme, že úloha bude mít řešení. Navíc vzhledem k ostré konvexnosti
účelové funkce víme, že řešení bude nejvýše jedno. Tyto informace nám dohromady dají
fakt, že úloha má právě jedno řešení.

Nyní již můžeme sestavit Lagrangeovu funkci. Ačkoli jsme v předchozích úvahách
brali omezení na znaménka jako další funkcionální omezení, je lepší je do Lagrangeovy
funkce nezapojovat, a to kvůli potřebě dalších multiplikátorů navíc. Tímto krokem se vy-
hneme dalším 2 multiplikátorům, na druhou stranu kvůli omezením na znaménka dosta-
neme v podmínkách z Lagrangeova principu nerovnosti. Lagrangeova funkce je ve tvaru

L(x1, x2, y1, y2) = 9x2
1 + 12x2

2 + 18x1x2 + 3x1− 3x2 + 1+ y1(−x1 + x2 + 1)+ y2(x1 + x2− 3),

kde y1 a y2 jsou Lagrangeovy multiplikátory. Podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : 18x1 + 18x2 + 3− y1 + y2 ≥ 0 (= 0 pro x1 > 0), (3.1.60)

Lx2 : 18x1 + 24x2 − 3 + y1 + y2 ≥ 0 (= 0 pro x2 > 0), (3.1.61)

nebot’ hledáme stacionární bod Lagrangeovy funkce. V tomto příkladu jsou u parciálních
derivací neostré nerovnosti, a to kvůli omezením na znaménka ze zadání úlohy. Dále do-
plníme podmínku komplementarity, která je

y1(−x1 + x2 + 1) = 0, (3.1.62)
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a podmínku duality ve tvaru
y1 ≥ 0.

Vzhledem k tomu, že jedno ze zadaných omezení je rovnostní, doplníme ještě podmínku

x1 + x2 − 3 = 0, (3.1.63)

multiplikátor y2 může mít libovolné znaménko.
Cekově tedy máme 5 podmínek, 3 nerovnostní a 2 rovnostní, pro 4 neznámé. Tuto sou-

stavu nyní vyřešíme. Abychom se zbavili nerovností, rozdělíme si řešení na 4 případy
v závislosti na tom, zda jsou proměnné x1 a x2 nulové (či kladné).

(I) x1 = 0 a x2 = 0

Nejjednodušším případem je položení obou proměnných rovno nule. To je ovšem ve
sporu s rovnostním omezením (3.1.63), v postupu úlohy nyní musíme pokračovat
další možností.

(II) x1 = 0 a x2 > 0

V tomto případě se z první nerovnosti (3.1.60) stane podmínka

18x2 + 3− y1 + y2 ≥ 0. (3.1.64)

Z (3.1.61) dostaneme rovnost

24x2 − 3 + y1 + y2 = 0, (3.1.65)

a z podmínky komplementarity máme

y1(x2 + 1) = 0. (3.1.66)

Samozřejmě požadujeme též y1 ≥ 0, rovnostní omezení je nyní ve tvaru

x2 − 3 = 0,

z čehož ihned plyne
x2 = 3.

Z (3.1.66) poté dostaneme
y1 = 0.

Nyní již můžeme z (3.1.65) dopočítat hodnotu y2 jako

y2 = −24 · 3 + 3 = −23 · 3 < 0.

Dosazením nalezených hodnot do (3.1.64) dostaneme

18 · 3 + 3− 23 · 3 = −12 � 0,

což je ve sporu s prvním požadavkem. Ani touto volbou jsme se nedopracovali k ře-
šení a ve výpočtu pokračujeme dále.
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(III) x1 > 0 a x2 = 0

V tomto případě se z první nerovnosti (3.1.60) stane rovnost

18x1 + 3− y1 + y2 = 0. (3.1.67)

Z (3.1.61) dostaneme podmínku

18x1 − 3 + y1 + y2 ≥ 0, (3.1.68)

a z podmínky komplementarity máme

y1(−x1 + 1) = 0. (3.1.69)

Samozřejmě požadujeme též y1 ≥ 0, rovnostní omezení je nyní ve tvaru

x1 − 3 = 0,

z čehož ihned plyne
x1 = 3.

Z (3.1.69) poté dostaneme
y1 = 0.

Nyní již můžeme z (3.1.67) dopočítat hodnotu y2 jako

y2 = −18 · 3− 3 = −19 · 3 < 0.

Dosazením nalezených hodnot do (3.1.68) dostaneme

18 · 3− 3− 19 · 3 = −6 � 0,

což je ve sporu s požadavkem (3.1.68). Ani touto volbou jsme se nedopracovali k ře-
šení a zbývá nám poslední možnost.

(IV) x1 > 0 a x2 > 0

Tato volba vede na soustavu rovnic

18x1 + 18x2 + 3− y1 + y2 = 0, (3.1.70)

18x1 + 24x2 − 3 + y1 + y2 = 0, (3.1.71)

y1(−x1 + x2 + 1) = 0, y1 ≥ 0, (3.1.72)

x1 + x2 − 3 = 0, (3.1.73)

jejíž řešení si (podobně jako v předchozích úlohách) rozdělíme na dvě možnosti v zá-
vislosti na tom, zda je multiplikátor y1 nulový, či ne.
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(a) y1 = 0

V tomto případě jsou podmínky (3.1.72) jistě splněny, a my řešíme soustavu

18x1 + 18x2 + 3 + y2 = 0, (3.1.74)

18x1 + 24x2 − 3 + y2 = 0, (3.1.75)

x1 + x2 − 3 = 0. (3.1.76)

Odečtením (3.1.74) od (3.1.75) získáme rovnici

6x2 − 6 = 0, a tedy x2 = 1.

Z (3.1.76) pak dostaneme
x1 = 2.

Dosazením těchto hodnot do (3.1.74) pak dopočítáme y2 = −57. Vzhledem
k tomu, že touto volbou jsme zanedbali omezení dané funkcí g1 musíme nyní
ověřit, že se bod [2, 1] nachází v přípustné množině. Čtenář snadno ověří, že pro
tento bod jistě platí

−x1 + x2 + 1 ≥ 0,

omezení se dokonce realizuje jako rovnost (tj. je aktivní). Našli jsme tak bod,
který odpovídá všem podmínkám z Lagrangeova principu a leží v přípustné
množině. Protože se jedná o úlohu konvexního programování, je tento bod jejím
řešením. Navíc kvůli ostré konvexnosti účelové funkce se jedná o jediné řešení
úlohy a výpočet proto nyní můžeme ukončit. Minimální funkční hodnota na
přípustné množině je f ∗ = 88.

Kdybychom ve výpočtu postupovali dál a vyzkoušeli situaci y1 > 0, získáme
opět stejný bod, nebot’ v tomto případě je řešení v průniku omezení (obě se
realizují jako rovnosti).

N
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Příklad 3.1.8.

Pomocí Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programování

f (x) = 3x2
1 − x1x2 + x2

2 + x1 + x2 + 2→ min,

x1 − 3x2 ≥ −1, 2x1 + x2 = 1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Řešení. Výpočet zahájíme ověřením toho, že jsou splněny předpoklady Karushovy–Kuh-
novy–Tuckerovy věty, které jsou: konvexní účelová funkce, konvexní funkce zadávající
omezení ve tvaru nerovností, afinní funkce zadávající omezení ve tvaru rovností a kon-
vexní množina P. Hessova matice účelové funkce je(

6 −1
−1 2

)
,

tj. je pozitivně definitní, z čehož plyne, že účelová funkce je dokonce ostře konvexní. Obě
funkce zadávající omezení jsou afinní, a tedy i konvexní. Omezení na znaménka můžeme
vzít bud’ jako součást přímého omezení, tzn. množinu P uvažujeme jako R+

2 (což je jistě
konvexní množina), nebo je můžeme brát jako další funkcionální omezení, která jsou dána
afinními (konvexními) funkcemi. V každém případě jsou splněny základní podmínky KKT
věty.

Nyní musíme rozhodnout, zda můžeme vzít multiplikátor y0 jako roven jedné, k čemuž
využijeme jednu z dodatečných podmínek věty. V tomto případě máme pouze jednu mož-
nost, a to podmínku lineární nezávislosti gradientů funkcí udávajících aktivní omezení.
To je ovšem možné pouze v případě otevřené množiny P, takže omezení na znaménka
musíme nutně vzít jako další funkcionální omezení. Množinu P vezmeme jako jakoukoli
otevřenou množinu obsahující první kvadrant, tj. např. celé R2.

Označme si nyní funkce zadávající nerovnostní omezení (g1, g2, g3) a rovnostní ome-
zení (g4)

g1(x1, x2) = −x1 + 3x2 − 1,

g2(x1, x2) = −x1,

g3(x1, x2) = −x2,

g4(x1, x2) = 2x1 + x2 − 1.

Všechna nerovnostní omezení jsou převedena do tvaru gi(x) ≤ 0. Nyní vypočítáme gradi-
enty jednotlivých omezení, které jsou

grad(g1(x)) = (−1, 3)T, grad(g2(x)) = (−1, 0)T,

grad(g3(x)) = (0,−1)T, grad(g4(x)) = (2, 1)T.
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Kdyby všechna omezení měla být aktivní zároveň, musely by se všechny podmínky rea-
lizovat jako rovnosti. K této situaci ovšem nikdy nedojde, stejně jako k případu, kdy se 3
z těchto omezení realizují jako rovnosti, což čtenář snadno zjistí při řešení soustavy libo-
volných 4 nebo 3 rovnic z omezení, které nemají řešení.

Aktivní tedy mohou být nejvýše 2 omezení zároveň, přičemž jedno z nich je nutně to
rovnostní. Je-li aktivní pouze omezení

2x1 + x2 − 1 = 0,

je vše v pořádku, nebot’ příslušný gradient je konstantní nenulový vektor. Je-li aktivní
omezení

2x1 + x2 − 1 = 0

a dále jedno omezení na znaménko, jsou gradienty opět lineárně nezávislé, nebot’ ani jeden
není nulový a jeden není násobkem druhého. Případ, ve kterém jsou aktivní omezení

2x1 + x2 − 1 = 0 a − x1 + 3x2 − 1 = 0,

opět neporuší požadovanou lineární nezávislost, nebot’ opět není žádný gradient nulový,
ani není jeden násobek druhého. Podmínka lineární nezávislosti gradientů je proto splněna
a my můžeme při sestavování Lagrangeovy funkce vzít bez újmy na obecnosti y0 = 1.

Z úvah, které jsme provedli, víme, že se jedná o úlohu konvexního programování.
V tomto případě je bod, který vyhovuje všem podmínkám Lagrangeova principu, řeše-
ním dané úlohy. Vzhledem k tomu, že účelová funkce je též jistě spojitá, pak ze znalosti
Weierstrassovy věty víme, že úloha bude mít řešení. Navíc vzhledem k ostré konvexnosti
účelové funkce víme, že řešení bude nejvýše jedno. Tyto informace nám dohromady dají
fakt, že úloha má právě jedno řešení.

Nyní již můžeme sestavit Lagrangeovu funkci. Ačkoli jsme v předchozích úvahách
brali omezení na znaménka jako další funkcionální omezení, je lepší je do Lagrangeovy
funkce nezapojovat, a to kvůli potřebě dalších multiplikátorů navíc. Tímto krokem se vy-
hneme dalším 2 multiplikátorům, na druhou stranu kvůli omezením na znaménka dosta-
neme v podmínkách z Lagrangeova principu nerovnosti. Lagrangeova funkce je ve tvaru

L(x1, x2, y1, y2) = 3x2
1 − x1x2 + x2

2 + x1 + x2 + 2 + y1(−x1 + 3x2 − 1) + y2(2x1 + x2 − 1),

kde y1 a y2 jsou Lagrangeovy multiplikátory. Podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : 6x1 − x2 + 1− y1 + 2y2 ≥ 0 (= 0 pro x1 > 0), (3.1.77)

Lx2 : −x1 + 2x2 + 1 + 3y1 + y2 ≥ 0 (= 0 pro x2 > 0), (3.1.78)

nebot’ hledáme stacionární bod Lagrangeovy funkce. V tomto příkladu jsou u parciálních
derivací neostré nerovnosti, a to kvůli omezením na znaménka ze zadání úlohy. Dále do-
plníme podmínku komplementarity, která je

y1(−x1 + 3x2 − 1) = 0, (3.1.79)
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a podmínku duality ve tvaru
y1 ≥ 0.

Vzhledem k tomu, že jedno ze zadaných omezení je rovnostní, doplníme ještě podmínku

2x1 + x2 − 1 = 0, (3.1.80)

multiplikátor y2 může mít libovolné znaménko.
Cekově tedy máme 5 podmínek, 3 nerovnostní a 2 rovnostní, pro 4 neznámé. Tuto sou-

stavu nyní vyřešíme. Abychom se zbavili nerovností, rozdělíme si řešení na 4 případy
v závislosti na tom, zda jsou proměnné x1 a x2 nulové (či kladné).

(I) x1 = 0 a x2 = 0

Nejjednodušším případem je položení obou proměnných rovno nule. To je ovšem ve
sporu s rovnostním omezením (3.1.80), v postupu úlohy nyní musíme pokračovat
další možností.

(II) x1 = 0 a x2 > 0

V tomto případě se z první nerovnosti (3.1.77) stane podmínka

− x2 + 1− y1 + 2y2 ≥ 0. (3.1.81)

Z (3.1.78) dostaneme rovnost

2x2 + 1 + 3y1 + y2 = 0, (3.1.82)

a z podmínky komplementarity máme

y1(3x2 − 1) = 0. (3.1.83)

Samozřejmě požadujeme též y1 ≥ 0, rovnostní omezení je nyní ve tvaru

x2 − 1 = 0,

z čehož ihned plyne
x2 = 1.

Z (3.1.83) poté dostaneme
y1 = 0.

Nyní již můžeme z (3.1.82) dopočítat hodnotu y2 jako

y2 = −2 · 1− 1 = −3 < 0.

Dosazením nalezených hodnot do (3.1.81) dostaneme

−1 + 1− 6 = −6 � 0,

což je ve sporu s prvním požadavkem. Ani touto volbou jsme se nedopracovali k ře-
šení a ve výpočtu pokračujeme dále.
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(III) x1 > 0 a x2 = 0

V tomto případě se z první nerovnosti (3.1.77) stane rovnost

6x1 + 1− y1 + 2y2 = 0. (3.1.84)

Z (3.1.78) dostaneme podmínku

− x1 + 1 + 3y1 + y2 ≥ 0, (3.1.85)

a z podmínky komplementarity máme

y1(−x1 − 1) = 0. (3.1.86)

Samozřejmě požadujeme též y1 ≥ 0, rovnostní omezení je nyní ve tvaru

2x1 − 1 = 0,

z čehož ihned plyne

x1 =
1
2

.

Z (3.1.86) poté dostaneme
y1 = 0.

Nyní již můžeme z (3.1.84) dopočítat hodnotu y2 jako

y2 =
−6 · 1

2 − 1
2

= −2 < 0.

Dosazením nalezených hodnot do (3.1.85) dostaneme

−1
2
+ 1− 2 = −3

2
� 0,

což je ve sporu s požadavkem (3.1.85). Ani touto volbou jsme se nedopracovali k ře-
šení a zbývá nám poslední možnost.

(IV) x1 > 0 a x2 > 0

Tato volba vede na soustavu rovnic

6x1 − x2 + 1− y1 + 2y2 = 0, (3.1.87)

−x1 + 2x2 + 1 + 3y1 + y2 = 0, (3.1.88)

y1(−x1 + 3x2 − 1) = 0, y1 ≥ 0, (3.1.89)

2x1 + x2 − 1 = 0, (3.1.90)

jejíž řešení si (podobně jako v předchozích úlohách) rozdělíme na dvě možnosti v zá-
vislosti na tom, zda je multiplikátor y1 nulový, či ne.
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(a) y1 = 0

V tomto případě jsou podmínky (3.1.89) jistě splněny, a my řešíme soustavu

6x1 − x2 + 1 + 2y2 = 0, (3.1.91)

−x1 + 2x2 + 1 + y2 = 0, (3.1.92)

2x1 + x2 − 1 = 0. (3.1.93)

Odečtením dvojnásobku (3.1.92) od (3.1.91) získáme rovnici

8x1 − 5x2 − 1 = 0,

která společně s (3.1.93) tvoří soustavu, kterou řeší bod [1/3, 1/3]. Dosazením
tohoto bodu do (3.1.92) pak dopočítáme y2 = −4

3 . Vzhledem k tomu, že touto
volbou jsme zanedbali omezení dané funkcí g1, musíme nyní ověřit, že se bod
[1/3, 1/3] nachází v přípustné množině. Čtenář snadno ověří, že pro tento bod
jistě platí

−x1 + 3x2 − 1 ≥ 0,

přičemž omezení se nerealizuje jako rovnost (tj. je neaktivní). Našli jsme tak bod,
který odpovídá všem podmínkám z Lagrangeova principu a leží v přípustné
množině. Protože se jedná o úlohu konvexního programování, je tento bod jejím
řešením. Navíc kvůli ostré konvexnosti účelové funkce se jedná o jediné řešení
úlohy a výpočet proto nyní můžeme ukončit. Minimální funkční hodnota na
přípustné množině je f ∗ = 3.

Kdybychom ve výpočtu postupovali dál a vyzkoušeli situaci y1 > 0, nezís-
káme bod, který by vyhovoval všem podmínkám Lagrangeova principu, nebot’
v bodě řešení není nerovnostní omezení aktivní (tj. musí platit y1 = 0).

N
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Příklad 3.1.9.

Pomocí Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programování

f (x) = x2
1 − x1x2 + 3x2

2 − 3x1 + x2 + 2→ min,

2x1 − x2 ≥ 1, x1 + 2x2 = 1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Řešení. Výpočet opět zahájíme ověření předpokladů Karushovy–Kuhnovy–Tuckerovy vě-
ty, které jsou: konvexní účelová funkce, konvexní funkce zadávající omezení ve tvaru ne-
rovností, afinní funkce zadávající omezení ve tvaru rovností a konvexní množina P. Hes-
sova matice účelové funkce je (

2 −1
−1 6

)
,

tj. je pozitivně definitní, z čehož plyne, že účelová funkce je dokonce ostře konvexní. Obě
funkce zadávající omezení jsou afinní, a tedy i konvexní. Omezení na znaménka můžeme
vzít bud’ jako součást přímého omezení, tzn. množinu P uvažujeme jako R+

2 (což je jistě
konvexní množina), nebo je můžeme brát jako další funkcionální omezení, která jsou dána
afinními (konvexními) funkcemi. V každém případě jsou splněny základní podmínky KKT
věty.

Nyní musíme rozhodnout, zda můžeme vzít multiplikátor y0 jako roven jedné, k čemuž
využijeme jednu z dodatečných podmínek věty. V tomto případě máme pouze jednu mož-
nost, a to podmínku lineární nezávislosti gradientů funkcí udávajících aktivní omezení.
To je ovšem možné pouze v případě otevřené množiny P, takže omezení na znaménka
musíme nutně vzít jako další funkcionální omezení. Množinu P vezmeme jako jakoukoli
otevřenou množinu obsahující první kvadrant, tj. např. celé R2.

Označme si nyní funkce zadávající nerovnostní omezení (g1, g2, g3) a rovnostní ome-
zení (g4)

g1(x1, x2) = −2x1 + x2 + 1,

g2(x1, x2) = −x1,

g3(x1, x2) = −x2,

g4(x1, x2) = x1 + 2x2 − 1.

Všechna nerovnostní omezení jsou převedena do tvaru gi(x) ≤ 0. Nyní vypočítáme gradi-
enty jednotlivých omezení, které jsou

grad(g1(x)) = (−2, 1)T, grad(g2(x)) = (−1, 0)T,

grad(g3(x)) = (0,−1)T, grad(g4(x)) = (1, 2)T.

Kdyby všechna omezení měla být aktivní zároveň, musely by se všechny podmínky rea-
lizovat jako rovnosti. K této situaci ovšem nikdy nedojde, stejně jako k případu, kdy se 3
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z těchto omezení realizují jako rovnosti, což čtenář snadno zjistí při řešení soustavy libo-
volných 4 nebo 3 rovnic z omezení, které nemají řešení.

Aktivní tedy mohou být nejvýše 2 omezení zároveň, přičemž jedno z nich je nutně to
rovnostní. Je-li aktivní pouze omezení dané funkcí g4, je vše v pořádku, nebot’ příslušný
gradient je konstantní nenulový vektor. Je-li aktivní omezení g4 a dále jedno omezení na
znaménko, jsou gradienty opět lineárně nezávislé, nebot’ ani jeden není nulový a jeden
není násobkem druhého. Případ, ve kterém jsou aktivní omezení g4 a g1,opět neporuší po-
žadovanou lineární nezávislost, nebot’ opět není žádný gradient nulový, ani není jeden
násobek druhého. Podmínka lineární nezávislosti gradientů je proto splněna a my mů-
žeme při sestavování Lagrangeovy funkce vzít bez újmy na obecnosti y0 = 1.

Z úvah, které jsme provedli, víme, že se jedná o úlohu konvexního programování.
V tomto případě je bod, který vyhovuje všem podmínkám Lagrangeova principu, řeše-
ním dané úlohy. Vzhledem k tomu, že účelová funkce je též jistě spojitá, pak ze znalosti
Weierstrassovy věty víme, že úloha bude mít řešení. Navíc vzhledem k ostré konvexnosti
účelové funkce víme, že řešení bude nejvýše jedno. Tyto informace nám dohromady dají
fakt, že úloha má právě jedno řešení.

Nyní již můžeme sestavit Lagrangeovu funkci. Ačkoli jsme v předchozích úvahách
brali omezení na znaménka jako další funkcionální omezení, je lepší je do Lagrangeovy
funkce nezapojovat, a to kvůli potřebě dalších multiplikátorů navíc. Tímto krokem se vy-
hneme dalším 2 multiplikátorům, na druhou stranu kvůli omezením na znaménka dosta-
neme v podmínkách z Lagrangeova principu nerovnosti. Lagrangeova funkce je ve tvaru

L(x1, x2, y1, y2) = x2
1 − x1x2 + 3x2

2 − 3x1 + x2 + 2 + y1(−2x1 + x2 + 1) + y2(x1 + 2x2 − 1),

kde y1 a y2 jsou Lagrangeovy multiplikátory. Podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : 2x1 − x2 − 3− 2y1 + y2 ≥ 0 (= 0 pro x1 > 0), (3.1.94)

Lx2 : −x1 + 6x2 + 1 + y1 + 2y2 ≥ 0 (= 0 pro x2 > 0), (3.1.95)

nebot’ hledáme stacionární bod Lagrangeovy funkce. V tomto příkladu jsou u parciálních
derivací neostré nerovnosti, a to kvůli omezením na znaménka ze zadání úlohy. Dále do-
plníme podmínku komplementarity, která je

y1(−2x1 + x2 + 1) = 0, (3.1.96)

a podmínku duality ve tvaru
y1 ≥ 0.

Vzhledem k tomu, že jedno ze zadaných omezení je rovnostní, doplníme ještě podmínku

x1 + 2x2 − 1 = 0, (3.1.97)

multiplikátor y2 může mít libovolné znaménko.
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Cekově tedy máme 5 podmínek, 3 nerovnostní a 2 rovnostní, pro 4 neznámé. Tuto sou-
stavu nyní vyřešíme. Abychom se zbavili nerovností, rozdělíme si řešení na 4 případy
v závislosti na tom, zda jsou proměnné x1 a x2 nulové (či kladné).

(I) x1 = 0 a x2 = 0

Nejjednodušším případem je položení obou proměnných rovno nule. To je ovšem ve
sporu s rovnostním omezením (3.1.97), v postupu úlohy nyní musíme pokračovat
další možností.

(II) x1 = 0 a x2 > 0

V tomto případě se z první nerovnosti (3.1.94) stane podmínka

− x2 − 3− 2y1 + y2 ≥ 0. (3.1.98)

Z (3.1.95) dostaneme rovnost

6x2 + 1 + y1 + 2y2 = 0, (3.1.99)

a z podmínky komplementarity máme

y1(x2 + 1) = 0. (3.1.100)

Samozřejmě požadujeme též y1 ≥ 0, rovnostní omezení je nyní ve tvaru

2x2 − 1 = 0,

z čehož ihned plyne

x2 =
1
2

.

Z (3.1.100) poté dostaneme

y1 = 0.

Nyní již můžeme z (3.1.99) dopočítat hodnotu y2 jako

y2 =
−3− 1

2
= −2 < 0.

Dosazením nalezených hodnot do (3.1.98) dostaneme

−1
2
− 3− 2 = −11

2
� 0,

což je ve sporu s prvním požadavkem. Ani touto volbou jsme se nedopracovali k ře-
šení a ve výpočtu pokračujeme dále.
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(III) x1 > 0 a x2 = 0

V tomto případě se z první nerovnosti (3.1.94) stane rovnost

2x1 − 3− 2y1 + y2 = 0. (3.1.101)

Z (3.1.95) dostaneme podmínku

− x1 + 1 + y1 + 2y2 ≥ 0, (3.1.102)

a z podmínky komplementarity máme

y1(−2x1 + 1) = 0. (3.1.103)

Samozřejmě požadujeme též y1 ≥ 0, rovnostní omezení je nyní ve tvaru

x1 − 1 = 0,

z čehož ihned plyne
x1 = 1.

Z (3.1.103) poté dostaneme
y1 = 0.

Nyní již můžeme z (3.1.101) dopočítat hodnotu y2 jako

y2 = 3− 2x1 = 3− 2 = 1.

Dosazením nalezených hodnot do (3.1.102) dostaneme

−1 + 1 + 2 = 2 ≥ 0,

což je v souladu s požadavkem (3.1.102). Touto volbou jsme tedy našli bod, který
vyhovuje všem podmínkám z Lagrangeova principu. Nyní musíme ověřit, zda leží
v přípustné množině, a to dosazením do nerovnostního omezení ze zadání, kterým
dostaneme

−2 · 1 + 0 + 1 ≤ 0,

což jistě platí. Jedná se proto o řešení příkladu, náš postup tak vzhledem k teoretic-
kému úvodu výše můžeme nyní ukončit. Minimální funkční hodnota na přípustné
množině je f ∗ = 0.

N
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Příklad 3.1.10.

Pomocí Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programování

f (x) =
x2

1
2
− x1x2 + x2

2 − 2x1 + x2 → min,

x1 + x2 ≤ 3, 2x1 − x2 ≤ 4, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Řešení. Výpočet zahájíme ověřením předpokladů Karushovy–Kuhnovy–Tuckerovy věty,
které jsou: konvexní účelová funkce, konvexní funkce zadávající omezení ve tvaru nerov-
ností, afinní funkce zadávající omezení ve tvaru rovností a konvexní množina P. Hessova
matice účelové funkce je (

1 −1
−1 2

)
,

tj. je pozitivně definitní, z čehož plyne, že účelová funkce je dokonce ostře konvexní. Obě
funkce zadávající omezení jsou afinní, a tedy i konvexní. Omezení na znaménka můžeme
vzít bud’ jako součást přímého omezení, tzn. množinu P uvažujeme jako R+

2 (což je jistě
konvexní množina), nebo je můžeme brát jako další funkcionální omezení, která jsou dána
afinními (konvexními) funkcemi. V každém případě jsou splněny základní podmínky KKT
věty.

Nyní musíme rozhodnout, zda můžeme vzít multiplikátor y0 jako roven jedné, k čemuž
využijeme jednu z dodatečných podmínek věty. V tomto případě máme pouze jednu mož-
nost, a to podmínku lineární nezávislosti gradientů funkcí udávajících aktivní omezení.
To je ovšem možné pouze v případě otevřené množiny P, takže omezení na znaménka
musíme nutně vzít jako další funkcionální omezení. Množinu P vezmeme jako jakoukoli
otevřenou množinu obsahující první kvadrant, tj. např. celé R2.

Označme si nyní funkce zadávající nerovnostní omezení (g1, g2, g3 a g4), postupně:

g1(x1, x2) = x1 + x2 − 3,

g2(x1, x2) = 2x1 − x2 − 4,

g3(x1, x2) = −x1,

g4(x1, x2) = −x2.

Všechna nerovnostní omezení jsou převedena do tvaru gi(x) ≤ 0. Nyní vypočítáme gradi-
enty jednotlivých omezení, které jsou

grad(g1(x)) = (1, 1)T, grad(g2(x)) = (2,−1)T,

grad(g3(x)) = (−1, 0)T, grad(g4(x)) = (0,−1)T.

Kdyby všechna omezení měla být aktivní zároveň, musely by se všechny podmínky rea-
lizovat jako rovnosti. K této situaci ovšem nikdy nedojde, stejně jako k případu, kdy se 3
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z těchto omezení realizují jako rovnosti, což čtenář snadno zjistí při řešení soustavy libo-
volných 4 nebo 3 rovnic z omezení, které nemají řešení.

Aktivní tedy mohou být nejvýše 2 omezení zároveň. Je-li aktivní pouze jedno z ome-
zení, je vše v pořádku, nebot’ všechny gradienty jsou nenulové konstantní vektory. Jsou-li
aktivní omezení dané funkcemi g1 a g2, opět není porušen požadavek lineární nezávislosti,
nebot’ opět není žádný gradient nulový, ani není jeden násobek druhého. Tento případ na-
stane i pro libovolnou kombinaci 2 omezení, což čtenář snadno ověří. Podmínka lineární
nezávislosti gradientů je proto splněna a my můžeme při sestavování Lagrangeovy funkce
vzít bez újmy na obecnosti y0 = 1.

Z úvah, které jsme provedli, víme, že se jedná o úlohu konvexního programování.
V tomto případě je bod, který vyhovuje všem podmínkám Lagrangeova principu, řeše-
ním dané úlohy. Přípustná množina je konvexní, nebot’ je průnikem poloprostorů (tj. kon-
vexních množin). Vzhledem k tomu, že účelová funkce je též jistě spojitá a jsme na kon-
vexní množině, pak ze znalosti Weierstrassovy věty víme, že úloha bude mít řešení. Navíc
vzhledem k ostré konvexnosti účelové funkce víme, že řešení bude nejvýše jedno. Tyto
informace nám dohromady dají fakt, že úloha má právě jedno řešení.

Nyní již můžeme sestavit Lagrangeovu funkci. Ačkoli jsme v předchozích úvahách
brali omezení na znaménka jako další funkcionální omezení, je lepší je do Lagrangeovy
funkce nezapojovat, a to kvůli potřebě dalších multiplikátorů navíc. Tímto krokem se vy-
hneme dalším 2 multiplikátorům, na druhou stranu kvůli omezením na znaménka dosta-
neme v podmínkách z Lagrangeova principu nerovnosti. Lagrangeova funkce je ve tvaru

L(x1, x2, y1, y2) =
x2

1
2
− x1x2 + x2

2 − 2x1 + x2 + y1(x1 + x2 − 3) + y2(2x1 − x2 − 4),

kde y1 a y2 jsou Lagrangeovy multiplikátory. Podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : x1 − x2 − 2 + y1 + 2y2 ≥ 0 (= 0 pro x1 > 0), (3.1.104)

Lx2 : −x1 + 2x2 + 1 + y1 − y2 ≥ 0 (= 0 pro x2 > 0), (3.1.105)

nebot’ hledáme stacionární bod Lagrangeovy funkce. V tomto příkladu jsou u parciálních
derivací neostré nerovnosti, a to kvůli omezením na znaménka ze zadání úlohy. Dále do-
plníme podmínky komplementarity, které jsou

y1(x1 + x2 − 3) = 0, (3.1.106)

y2(2x1 − x2 − 4) = 0 (3.1.107)

a podmínky duality ve tvaru
y1 ≥ 0, y2 ≥ 0.

Cekově tedy máme 6 podmínek, 4 nerovnostní a 2 rovnostní, pro 4 neznámé. Tuto sou-
stavu nyní vyřešíme. Abychom se zbavili nerovností, rozdělíme si řešení na 4 případy
v závislosti na tom, zda jsou proměnné x1 a x2 nulové (či kladné).
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(I) x1 = 0 a x2 = 0

Nejjednodušším případem je položení obou proměnných rovno nule. V tomto pří-
padě by musely mít i multiplikátory hodnotu nula, aby byly splněny podmínky kom-
plementarity. Tato situace je ovšem ve sporu s omezením (3.1.104), nebot’ −2 � 0.
V postupu úlohy nyní musíme pokračovat další možností.

(II) x1 = 0 a x2 > 0

V tomto případě se z první nerovnosti (3.1.104) stane podmínka

− x2 − 2 + y1 + 2y2 ≥ 0. (3.1.108)

Z (3.1.105) dostaneme rovnost

2x2 + 1 + y1 − y2 = 0, (3.1.109)

a z podmínek komplementarity máme

y1(x2 − 3) = 0, (3.1.110)

y2(−x2 − 4) = 0. (3.1.111)

Samozřejmě požadujeme též y1 ≥ 0 a y2 ≥ 0. Řešení této soustavy si (podobně jako
v předchozích úlohách) rozdělíme na několik možností v závislosti na tom, zda jsou
multiplikátory y1 a y2 nulové, či ne.

(a) y1 = 0 a y2 = 0

V tomto případě jsou podmínky (3.1.110) a (3.1.111) jistě splněny, určitě ale ne-
platí podmínka (3.1.109) nebo (3.1.108), nebot’ x2 je nezáporné.

(b) y1 > 0 a y2 = 0

V tomto případě jsou podmínka (3.1.111) a podmínky duality jistě splněny.
Z (3.1.110) plyne x2 = 3, hodnotu y1 dopočítáme z (3.1.109) jako y1 = −7, což je
ve sporu s předpoklady.

(c) y1 = 0 a y2 > 0

V tomto případě jsou podmínka (3.1.110) a podmínky duality jistě splněny.
Z (3.1.111) plyne x2 = −4, což je ve sporu s požadavkem x2 > 0.

(d) y1 > 0 a y2 > 0

V tomto případě by muselo platit, že x2 = 3, z podmínky (3.1.110), i x2 = −4,
z podmínky (3.1.111). Ani tato situace proto nevede k řešení a v řešení musíme
pokračovat další možností.

(III) x1 > 0 a x2 = 0
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V tomto případě se z první nerovnosti (3.1.104) stane podmínka

x1 − 2 + y1 + 2y2 = 0. (3.1.112)

Z (3.1.105) dostaneme nerovnost

− x1 + 1 + y1 − y2 ≥ 0, (3.1.113)

a z podmínek komplementarity máme

y1(x1 − 3) = 0, (3.1.114)

y2(2x1 − 4) = 0. (3.1.115)

Samozřejmě požadujeme též y1 ≥ 0 a y2 ≥ 0. I v tomto případě si řešení soustavy
rozdělíme na několik možností v závislosti na tom, zda jsou multiplikátory y1 a y2

nulové, či ne.

(a) y1 = 0 a y2 = 0

V tomto případě jsou podmínky (3.1.114) a (3.1.115) splněny, určitě ale nena-
jdeme hodnotu x1, která splní zároveň podmínku (3.1.112) a (3.1.113).

(b) y1 > 0 a y2 = 0

V tomto případě jsou podmínka (3.1.115) a podmínky duality jistě splněny.
Z (3.1.114) plyne x1 = 3, hodnotu y1 dopočítáme z (3.1.112) jako y1 = −1, což je
ve sporu s předpoklady.

(c) y1 = 0 a y2 > 0

V tomto případě jsou podmínka (3.1.114) a podmínky duality jistě splněny.
Z (3.1.115) plyne x1 = 2. Dosadíme-li tuto hodnotu do (3.1.112), získáme y2 = 0,
což je ve sporu s požadavkem na nezápornost tohoto multiplikátoru.

(d) y1 > 0 a y2 > 0

V tomto případě by muselo platit, že x1 = 3, z podmínky (3.1.114), i x2 = 2,
z podmínky (3.1.115). Ani tato situace proto nevede k řešení a v řešení musíme
pokračovat další možností.

(IV) x1 > 0 a x2 > 0

Poslední možností, která nám pro řešení úlohy zbývá, je situace, ve které jsou obě
proměnné kladné. V tomto případě se z první nerovnosti (3.1.104) stane rovnost

x1 − x2 − 2 + y1 + 2y2 = 0. (3.1.116)

Z (3.1.105) dostaneme podmínku

− x1 + 2x2 + 1 + y1 − y2 = 0. (3.1.117)
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Soustavu dále tvoří podmínky komplementarity

y1(x1 + x2 − 3) = 0, (3.1.118)

y2(2x1 − x2 − 4) = 0 (3.1.119)

a podmínky duality y1 ≥ 0, y2 ≥ 0. I v tomto případě si řešení soustavy rozdělíme
na několik možností v závislosti na tom, zda jsou multiplikátory y1 a y2 nulové, či
ne.

(a) y1 = 0 a y2 = 0

V tomto případě jsou podmínky komplementarity i duality splněny. Ze sou-
stavy

x1 − x2 − 2 = 0, (3.1.120)

−x1 + 2x2 + 1 = 0, (3.1.121)

z podmínek (3.1.116) a (3.1.117) dostaneme x1 = 3 a x2 = 1. Vzhledem k tomu,
že položením multiplikátorů rovným nule zanedbáváme omezení nyní musíme
ověřit, že tento bod leží v přípustné množině. Dosadíme-li nalezený bod např.
do prvního omezení, dostaneme

3 + 1− 3 � 0,

bod tedy neleží v přípustné množině a ve výpočtu musíme pokračovat dále.

(b) y1 > 0 a y2 = 0

V tomto případě je podmínka (3.1.119) a podmínky duality jistě splněny. Z pod-
mínky (3.1.118) dostaneme rovnici

x1 + x2 − 3 = 0,

která společně s

x1 − x2 − 2 + y1 = 0,

−x1 + 2x2 + 1 + y1 = 0

tvoří soustavu tří rovnic o třech neznámých. Jejím řešením je x1 = 12
5 , x2 =

3
5 a y1 = 1

5 . Tento bod splňuje všechny požadavky z Lagrangeova principu.
Protože jsme položením y2 = 0 zanedbali druhé omezení, musíme ověřit, zda
bod leží v přípustné množině. Vzhledem k tomu, že platí

2 · 12
5
− 3

5
− 4 � 0,

bod v množině neleží a ani tato možnost nevede k nalezení řešení.
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(c) y1 = 0 a y2 > 0

V tomto případě je první podmínka komplementarity (3.1.118) splněna stejně
jako podmínky duality. Z (3.1.119) získáme rovnici

2x1 − x2 − 4 = 0.

Společně s rovnicemi

x1 − x2 − 2 + 2y2 = 0,

−x1 + 2x2 + 1− y2 = 0,

které jsme obdrželi z (3.1.116) a (3.1.117), pak máme soustavu 3 rovnic o třech
neznámých. Jejím řešením je x1 = 12

5 , x2 = 4
5 a y2 = 1

5 . Tento bod splňuje
všechny požadavky z Lagrangeova principu. Protože položením y1 = 0 jsme
zanedbali první omezení, musíme ověřit, zda bod leží v přípustné množině.
Vzhledem k tomu, že

12
5

+
4
5
− 3 =

1
5
� 0,

bod v množině neleží a ani tato možnost nevede k nalezení řešení. Zbývá nám
poslední možnost, kterou je nenulovost obou proměnných i multiplikátorů.

(d) y1 > 0 a y2 > 0

V tomto případě z podmínek komplementarity dostaneme

x1 + x2 − 3 = 0,

2x1 − x2 − 4 = 0,

z čehož plyne x1 = 7
3 a x2 = 2

3 . Z rovnic (3.1.116) a (3.1.117) získáme dosazením
za x1 a x2 soustavu

−1
3
+ y1 + 2y2 = 0,

y1 − y2 = 0,

jejímž řešením je bod [y1, y2] = [1/9, 1/9]. Tento bod splňuje všechny poža-
davky z Lagrangeova principu a vzhledem k tomu, že jsou obě omezení aktivní,
jistě leží v přípustné množině. Jedná se tedy o řešení úlohy. Minimální funkční
hodnota, kterou funkce na přípustné množině nabývá, je f ∗ = −43

18 .

N
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Příklad 3.1.11.

Pomocí Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programování

f (x) = 〈c, x〉 → min

na množině
X = {x ∈ Rn|Bx ≤ b, x ≥ 0},

je-li c = (2, 2)T, B =

 −3 2
−3 −1
1 0

 a b = (6,−3, 3)T.

Řešení. Výpočet zahájíme převedením problému do „klasického“ tvaru, čímž dostaneme
úlohu

f (x) = 2x1 + 2x2 → min,

− 3x1 + 2x2 ≤ 6, −3x1 − x2 ≤ −3, x1 ≤ 3, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0,

u které opět nejprve ověříme předpoklady Karushovy–Kuhnovy–Tuckerovy věty. Ty jsou:
konvexní účelová funkce, konvexní funkce zadávající omezení ve tvaru nerovností, afinní
funkce zadávající omezení ve tvaru rovností a konvexní množina P. Vzhledem k tvaru
úlohy ihned vidíme, že se jedná o úlohu lineárního programování (účelová funkce i funkce
zadávající omezení jsou lineární). Čtenář snadno ověří, že jsou všechny zmíněné pod-
mínky splněny.

Nyní musíme rozhodnout, zda můžeme vzít multiplikátor y0 jako roven jedné, k čemuž
využijeme jednu z dodatečných podmínek věty. V tomto případě můžeme využít např.
Slaterovu podmínku, tj. potřebujeme najít bod, který všechna nerovnostní omezení splňuje
ostře. Tímto bodem je například bod [1, 1], podrobnější ověření toho, že daný bod splňuje
Slaterovu podmínku, ponecháme na čtenáři. Došli jsme k závěru, že Slaterova podmínka je
splněna a proto můžeme při sestavování Lagrangeovy funkce vzít bez újmy na obecnosti
y0 = 1.

Ze zadání a úvah podobných jako v předchozích příkladech víme, že se jedná o úlohu
konvexního programování. V tomto případě je bod, který vyhovuje všem podmínkám
Lagrangeova principu, řešením dané úlohy. Přípustná množina je konvexní, nebot’ je prů-
nikem poloprostorů (tj. konvexních množin). Vzhledem k tomu, že účelová funkce je též
jistě spojitá a jsme na konvexní množině, pak ze znalosti Weierstrassovy věty víme, že
úloha bude mít řešení. Ke stejnému výsledku bychom došli i s využitím tzv. základní věty
lineárního programování.

Nyní již můžeme sestavit Lagrangeovu funkci. Ačkoli jsme v předchozích úvahách
brali omezení na znaménka jako další funkcionální omezení, je lepší je do Lagrangeovy
funkce nezapojovat, a to kvůli potřebě dalších multiplikátorů navíc. Tímto krokem se vy-
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hneme dalším 2 multiplikátorům, na druhou stranu kvůli omezením na znaménka dosta-
neme v podmínkách z Lagrangeova principu nerovnosti. Lagrangeova funkce je ve tvaru

L(x1, x2, y1, y2, y3) = 2x1 + 2x2 + y1(−3x1 + 2x2 − 6) + y2(−3x1 − x2 + 3) + y3(x1 − 3),

kde y1, y2 a y3 jsou Lagrangeovy multiplikátory. Podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : 2− 3y1 − 3y2 + y3 ≥ 0 (= 0 pro x1 > 0), (3.1.122)

Lx2 : 2 + 2y1 − y2 ≥ 0 (= 0 pro x2 > 0), (3.1.123)

nebot’ hledáme stacionární bod Lagrangeovy funkce. V tomto příkladu jsou u parciálních
derivací neostré nerovnosti, a to kvůli omezením na znaménka ze zadání úlohy. Dále do-
plníme podmínky komplementarity, které jsou

y1(−3x1 + 2x2 − 6) = 0, (3.1.124)

y2(−3x1 − x2 + 3) = 0 (3.1.125)

y3(x1 − 3) = 0 (3.1.126)

a podmínky duality ve tvaru

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0, y3 ≥ 0.

Cekově tedy máme 8 podmínek, 5 nerovnostních a 3 rovnostní, pro 5 neznámých. Tuto
soustavu nyní vyřešíme. Abychom se zbavili nerovností, rozdělíme si řešení na 4 případy
v závislosti na tom, zda jsou proměnné x1 a x2 nulové (či kladné).

(I) x1 = 0 a x2 = 0

Nejjednodušším případem je položení obou proměnných rovno nule. V tomto pří-
padě by musely mít i multiplikátory hodnotu nula, aby byly splněny podmínky kom-
plementarity. Tento bod ovšem neleží v přípustné množině, nebot’ neplatí

0− 0 ≤ −3.

V postupu úlohy nyní musíme pokračovat další možností.

(II) x1 = 0 a x2 > 0

V tomto případě řešíme soustavu

2− 3y1 − 3y2 + y3 ≥ 0, (3.1.127)

2 + 2y1 − y2 = 0, (3.1.128)

y1(2x2 − 6) = 0, (3.1.129)

y2(−x2 + 3) = 0, (3.1.130)

y3(−3) = 0. (3.1.131)
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Samozřejmě požadujeme též y1 ≥ 0, y2 ≥ 0 a y3 ≥ 0. Z (3.1.131) vidíme, že y3 = 0.
Další řešení této soustavy si (podobně jako v předchozích úlohách) rozdělíme na
několik možností v závislosti na tom, zda jsou multiplikátory y1 a y2 nulové, či ne.

(a) y1 = 0 a y2 = 0

V tomto případě není splněna podmínka (3.1.128), nebot’ 2 6= 0.

(b) y1 > 0 a y2 = 0

V tomto případě musí z (3.1.128) platit y1 = −1, což je ve sporu s podmínkou
nezápornosti multiplikátoru.

(c) y1 = 0 a y2 > 0

V tomto případě musí z (3.1.128) platit y2 = 2. Dosazením do (3.1.127) dosta-
neme −4 ≥ 0, což neplatí.

(d) y1 > 0 a y2 > 0

V tomto případě by muselo platit, že x2 = 3, z podmínky (3.1.129), a zároveň
x2 = 3, z podmínky (3.1.130), což je splněno. Nyní musíme najít hodnotu mul-
tiplikátorů. Z (3.1.128) máme y2 = 2 + 2y1. Dosazením do (3.1.127) a následnou
úpravou dostaneme −4− 9y1 ≥ 0, což v případě, že y1 > 0 jistě neplatí. Ani
tato situace proto nevede k řešení a v řešení musíme pokračovat další možností.

(III) x1 > 0 a x2 = 0

V tomto případě řešíme soustavu

2− 3y1 − 3y2 + y3 = 0, (3.1.132)

2 + 2y1 − y2 ≥ 0, (3.1.133)

y1(−3x1 − 6) = 0, (3.1.134)

y2(−3x1 + 3) = 0, (3.1.135)

y3(x1 − 3) = 0. (3.1.136)

Samozřejmě požadujeme též nezápornost všech multiplikátorů. I v tomto případě si
řešení soustavy rozdělíme na několik možností v závislosti na tom, zda jsou multipli-
kátory nulové, či ne.

(a) y1 = 0, y2 = 0 a y3 = 0

V tomto případě jsou splněny podmínky komplementarity. Jistě však neplatí
2 = 0 z podmínky (3.1.132).

(b) y1 > 0, y2 = 0 a y3 = 0

V tomto případě musí z (3.1.134) platit x1 = −2, což je ve sporu s x1 > 0.
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(c) y1 = 0, y2 > 0 a y3 = 0

V tomto případě jsou všechny podmínky splněny pro x1 = 1 a y2 = 2/3. Vzhle-
dem k tomu, že jsme zanedbali podmínky 1 a 3 ovšem musíme ověřit, zda se
nalezený bod nachází v přípustné množině. Čtenář snadno ověří, že bod [1, 0]
v zadané množině leží. Našli jsme tak řešení zadané úlohy. Vzhledem k tomu,
že nemáme ostře konvexní funkci však nevíme, jestli je toto řešení jediné. Ve
výpočtu proto pokračujeme dále dalšími možnostmi.

(d) y1 = 0, y2 = 0 a y3 > 0

V tomto případě by muselo platit, že x1 = 3. Z (3.1.132) by ovšem muselo být
y3 = −2, což je ve sporu s požadavkem.

(e) y1 > 0, y2 > 0 a y3 = 0

V tomto případě by kvůli (3.1.134) muselo platit x1 = −2, což je ve sporu s po-
žadavkem kladné hodnoty této proměnné.

(f) y1 > 0, y2 = 0 a y3 > 0

V tomto případě by opět kvůli (3.1.134) muselo platit x1 = −2, což je ve sporu
s požadavkem kladné hodnoty této proměnné.

(g) y1 = 0, y2 > 0 a y3 > 0

V tomto případě by muselo platit, že x1 = 3. Z (3.1.135) by ovšem muselo také
platit x1 = 1, tudíž jsme se dostali ke sporu.

(h) y1 > 0, y2 > 0 a y3 > 0

V tomto případě by muselo platit, že x1 = 3. Z (3.1.134) by ovšem muselo také
platit x1 = −2, tudíž jsme se dostali ke sporu. Žádná další možnost nám tedy
nepřinesla alternativní řešení k bodu [1, 0].

(IV) x1 > 0 a x2 > 0

Poslední možností, která nám pro řešení úlohy zbývá, je situace, ve které jsou obě
proměnné kladné. V tomto případě řešíme soustavu

2− 3y1 − 3y2 + y3 = 0, (3.1.137)

2 + 2y1 − y2 = 0, (3.1.138)

y1(−3x1 + 2x2 − 6) = 0, (3.1.139)

y2(−3x1 − x2 + 3) = 0, (3.1.140)

y3(x1 − 3) = 0, (3.1.141)

kterou doplňují podmínky duality na nezápornost multiplikátorů. V tomto případě
si řešení opět rozdělíme na několik případů v závislosti na hodnotě multiplikátorů.
Vzhledem k tomu, že postup je podobný jako v předchozí situaci si ovšem u každé
možnosti uvedeme pouze důvod, proč dojde ke sporu.
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(a) y1 = 0, y2 = 0 a y3 = 0

V tomto případě není splněna podmínka (3.1.137), nebot’ 2 6= 0.

(b) y1 > 0, y2 = 0 a y3 = 0

V tomto případě musí z (3.1.138) platit y1 = −1, což je ve sporu.

(c) y1 = 0, y2 > 0 a y3 = 0

V tomto případě z (3.1.138) platit y2 = 2. Dosadíme-li tuto hodnotu do (3.1.137),
dostaneme −4 = 0, což neplatí.

(d) y1 = 0, y2 = 0 a y3 > 0

V tomto případě musí z (3.1.137) platit y3 = −2, což je ve sporu.

(e) y1 > 0, y2 > 0 a y3 = 0

V tomto případě by se z (3.1.139) a (3.1.140) stala soustava, kterou řeší bod [0, 3].
Nulová hodnota proměnné je ovšem ve sporu.

(f) y1 > 0, y2 = 0 a y3 > 0

V tomto případě by opět kvůli (3.1.138) muselo platit y1 = −1, což je ve sporu.

(g) y1 = 0, y2 > 0 a y3 > 0

V tomto případě by muselo platit, že x1 = 3. Z (3.1.140) potom dostaneme x2 =

−6, tudíž jsme se dostali ke sporu.

(h) y1 > 0, y2 > 0 a y3 > 0

V tomto případě postupujeme podobně jako v předchozím, tj. opět dojdeme
k x2 = −6, což je ve sporu.

Celkem jsme tedy získali pouze jedno řešení, a to bod [1, 0], s funkční hodnotou f ∗ =
2.

N
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526 III. Úlohy matematického programování

Příklad 3.1.12.

Pomocí Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programování

f (x) = x2
1 + x2 → min,

x2
1 + x2

2 ≤ 9, x1 + x2 ≤ 1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Řešení. Před samotným počítáním si opět uvědomíme, že zadaná funkce je spojitá na kom-
paktní množině. Z Weierstrassovy věty tedy víme, že zadaný problém má alespoň jedno
řešení.

Nyní musíme zjistit, jak bude vypadat Lagrangeova funkce, konkrétně to, zda bude
obsahovat multiplikátor y0 u účelové funkce. K tomu můžeme využít např. Slaterovu pod-
mínku z Karushovy–Kuhnovy–Tuckerovy věty. Nejprve však musíme ověřit, zda jsou spl-
něny předpoklady této věty, které jsou: diferencovatelnost funkcí (účelové funkce i funkcí
zadávajících omezení), konvexnost účelové funkce, nerovnostní omezení dána konvex-
ními funkcemi a rovnostní omezení dána afinními funkcemi.

Hessova matice účelové funkce je

∇2( f (x)) =

(
2 0
0 0

)
.

Tato matice je pozitivně semidefinitní, zadaná funkce je tedy konvexní na celém R2. Ome-
zení jsou dána pomocí funkcí

g1(x1, x2) = x2
1 + x2

2 − 9,

g2(x1, x2) = x1 + x2 − 1,

g3(x1, x2) = −x1,

g4(x1, x2) = −x2.

Funkce g1 je (ostře) konvexní, což můžeme opět ověřit např. pomocí Hessovy matice.
Funkce g2, g3 a g4 jsou afinní, a tedy také konvexní. Všechny funkce jsou diferencovatelné,
předpoklady Karushovy–Kuhnovy–Tuckerovy věty jsou tak splněny. K ověření toho, zda
můžeme brát y0 = 1, využijeme již zmiňovanou Slaterovu podmínku, která je v tomto pří-
padě nejjednodušší, nebot’ máme pouze omezení ve tvaru nerovností, což je jeden z jejích
předpokladů. Dále musíme zjistit, zda existuje bod x takový, že všechny nerovnosti jsou
splněny ostře, tj. platí zároveň gi(x) < 0 pro i = 1, 2, 3, 4. Tímto bodem je například bod
[0.1, 0.1], Slaterova podmínka tedy platí a bez újmy na obecnosti můžeme vzít y0 = 1.

Druhou možností, jak můžeme zjistit, zda můžeme vzít multiplikátor y0 jako roven
jedné, je ověření lineární nezávislosti gradientů funkcí udávajících aktivní omezení, které
ponecháme na čtenáři. Již víme, že naše úloha je úlohou konvexního programování, což
znamená, že najdeme-li bod splňující podmínky z Lagrangeova principu, bude se jednat
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o řešení. Stejně jako v předchozích příkladech budeme uvažovat omezení dané funkcemi
g3 a g4 jako součást přímého omezení, a to proto, že v úloze budeme mít takto pouze 2 mul-
tiplikátory. Vzhledem k omezením na znaménka ale dostaneme v podmínkách z Lagran-
geova principu nerovnosti.

Nyní již můžeme sestavit Lagrangeovu funkci, která je ve tvaru

L(x1, x2, y1, y2) = x2
1 + x2 + y1(x2

1 + x2
2 − 9) + y2(x1 + x2 − 1),

kde y1 a y2 jsou Lagrangeovy multiplikátory. Podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : 2x1 + 2x1y1 + y2 ≥ 0, (= 0 pro x1 > 0) (3.1.142)

Lx2 : 1 + 2x2y1 + y2 ≥ 0, (= 0 pro x2 > 0) (3.1.143)

nebot’ hledáme stacionární bod Lagrangeovy funkce. Dále doplníme podmínky komple-
mentarity, které jsou

y1(x2
1 + x2

2 − 9) = 0, (3.1.144)

y2(x1 + x2 − 1) = 0, (3.1.145)

a podmínku duality ve tvaru

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0,

nebot’ hledáme minimum.
Nyní potřebujeme najít řešení této soustavy tvořené čtyřmi nerovnostmi a dvěma rov-

nostmi, což není obecně jednoduchý problém. My si ho ovšem rozdělíme na čtyři případy
v závislosti na tom, zda jsou proměnné x1 a x2 nulové či ne. Tyto případy si nyní postupně
vypíšeme a prozkoumáme. Začneme možností, ve které jsou obě proměnné kladné, nebot’
poté se podmínky stacionárního bodu realizují jako rovnosti.

(I) x1 > 0 a x2 > 0

V tomto případě řešíme soustavu

2x1 + 2x1y1 + y2 = 0, (3.1.146)

1 + 2x2y1 + y2 = 0, (3.1.147)

y1(x2
1 + x2

2 − 9) = 0, (3.1.148)

y2(x1 + x2 − 1) = 0, (3.1.149)

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0. (3.1.150)

Její řešení si rozdělíme na 4 situace v závislosti na tom, zda jsou nulové multipliká-
tory (tzn. zanedbáváme některá omezení) či ne.
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(a) y1 = 0 a y2 = 0

V tomto případě vlastně ignorujeme zadaná omezení a díváme se na úlohu jako
na problém nalezení volného extrému. Z (3.1.146) ihned vidíme, že v tomto pří-
padě by muselo platit x1 = 0, což je ve sporu s předpokladem. Touto možností
tedy řešení jistě nezískáme.

(b) y1 > 0 a y2 = 0

V tomto případě zanedbáme afinní omezení a uvažujeme, že platí

x2
1 + x2

2 − 9 = 0.

Z (3.1.146) dostaneme dosazením rovnici

2x1(1 + y1) = 0,

kterou splní pouze x1 = 0 nebo y1 = −1. Obě tyto volby jsou ovšem ve sporu
s předpoklady, pokračujeme tedy další možností.

(c) y1 = 0 a y2 > 0

V tomto případě zanedbáme kvadratické omezení a uvažujeme, že platí

x1 + x2 − 1 = 0.

Z (3.1.146) dostaneme dosazením rovnici

2x1 + y2 = 0, a tedy y2 = −2x1,

ze které plyne, že x1 a y2 musí mít opačné znaménko, nebo být nulové. Obě tyto
volby jsou ovšem ve sporu s předpoklady, pokračujeme tedy další možností.

(d) y1 > 0 a y2 > 0

V tomto případě uvažujeme, že obě zadaná omezení se realizují jako rovnosti,
tj. platí

x2
1 + x2

2 − 9 = 0 a x1 + x2 − 1 = 0.

Při řešením této soustavy získáme kvadratickou rovnici

x2
2 − x2 − 4 = 0,

jejímž řešením jsou

x21 =
1
2
+

√
17
2

a x22 =
1
2
−
√

17
2

< 0.

Vzhledem k tomu, že hledáme pouze kladné x2 se zaměříme na x21 , ke kterému
přísluší x1 = 1

2 −
√

17
2 < 0. Ani touto volbou jsme proto nenašli řešení, ve vý-

sledném bodě je tedy alespoň jedna z proměnných nulová.
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(II) x1 = 0 a x2 = 0

V tomto případě uvažujeme nulovost obou proměnných. Soustava se tak redukuje
na

y2 ≥ 0, (3.1.151)

1 + y2 ≥ 0, (3.1.152)

y1(−9) = 0, (3.1.153)

y2(−1) = 0, (3.1.154)

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0. (3.1.155)

Z uvedených podmínek, zejména z (3.1.153) a (3.1.154), ihned vidíme, že musí pla-
tit y1 = y2 = 0. Tento bod splňuje všechny podmínky. Vzhledem k tomu, že jsou
oba multiplikátory nulové ale musíme ověřit, že se bod [x1, x2] = [0, 0] nachází v pří-
pustné množině, což jistě platí. Našli jsme tak bod, který vyhovuje všem podmínkám
z Lagrangeova principu a vzhledem k tomu, že máme úlohu konvexního programo-
vání, se tedy jistě jedná o řešení. Minimální hodnota účelové funkce na přípustné
množině je f ∗ = 0.

Vzhledem k tomu, že účelová funkce není ostře konvexní, zde může existovat alter-
nativní řešení se stejnou hodnotou účelové funkce. Pro úplnost si tak ještě projdeme
i zbylé případy.

(III) x1 > 0 a x2 = 0

V tomto případě je soustava ve tvaru

2x1 + 2x1y1 + y2 = 0, (3.1.156)

1 + y2 ≥ 0, (3.1.157)

y1(x2
1 − 9) = 0, (3.1.158)

y2(x1 − 1) = 0, (3.1.159)

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0. (3.1.160)

Řešení si opět rozdělíme na 4 možnosti v závislosti na hodnotách multiplikátorů.

(a) y1 = 0 a y2 = 0

V tomto případě dostaneme z (3.1.156) hodnotu x1 = 0, která je ve sporu s před-
pokladem.

(b) y1 > 0 a y2 = 0

V tomto případě získáme z podmínky (3.1.158) řešení x1 = ±3, přičemž nás
zajímá pouze kladná hodnota x1 = 3. Dosadíme-li tento výsledek do (3.1.156),
získáme rovnici 6 + 6y1 = 0, které vyhovuje y1 = −1, což je opět ve sporu.
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(c) y1 = 0 a y2 > 0

V tomto případě obdržíme z podmínky (3.1.159) řešení x1 = 1. Dosadíme-li
tento výsledek do (3.1.156), získáme rovnici 2+ y2 = 0, které vyhovuje y2 = −2,
což je opět ve sporu.

(d) y1 > 0 a y2 > 0

V tomto případě uvažujeme, že obě zadaná omezení se realizují jako rovnosti,
tj. platí

x2
1 − 9 = 0 a x1 − 1 = 0,

což ovšem není možné. Ani touhle volbou tedy řešení nezískáme.

(IV) x1 = 0 a x2 > 0

Nyní se zabýváme poslední možností, která by mohla nastat pro alternativní řešení.
V tomto případě je soustava ve tvaru

y2 ≥ 0, (3.1.161)

1 + 2x2y1 + y2 = 0, (3.1.162)

y1(x2
2 − 9) = 0, (3.1.163)

y2(x2 − 1) = 0, (3.1.164)

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0. (3.1.165)

Řešení si opět rozdělíme na 4 možnosti v závislosti na hodnotách multiplikátorů.

(a) y1 = 0 a y2 = 0

Z (3.1.162) ihned dostaneme 1 = 0, což neplatí, tato volba tedy nevede k řešení.

(b) y1 > 0 a y2 = 0

V tomto případě získáme z podmínky (3.1.163) řešení x2 = ±3, přičemž nás
zajímá pouze kladná hodnota x2 = 3. Dosadíme-li tento výsledek do (3.1.162),
získáme rovnici 1 + 6y1 = 0, které vyhovuje y1 = −1/6, což je opět ve sporu.

(c) y1 = 0 a y2 > 0

V tomto případě by muselo platit y2 = −1, z podmínky (3.1.162), což je ve sporu.

(d) y1 > 0 a y2 > 0

V tomto případě uvažujeme, že obě zadaná omezení se realizují jako rovnosti,
tj. platí

x2
2 − 9 = 0 a x2 − 1 = 0,

což ovšem není možné. Ani touhle volbou tedy řešení nezískáme.

Výpočet můžeme nyní ukončit se závěrem, že žádné alternativní řešení úlohy nee-
xistuje. Jediným řešením je bod [0, 0] s funkční hodnotou f ∗ = 0.

N
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Příklad 3.1.13.

Pomocí Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programování

f (x) = x2
1 + 2x2

2 − 4x1 + 1→ min,

x2
1 + x2

2 ≤ 4, x1 + x2 ≤ 1, x1 ≥ 0.

Řešení. Před samotným počítáním si opět uvědomíme, že zadaná funkce je spojitá na kom-
paktní množině. Z Weierstrassovy věty tedy víme, že zadaný problém má alespoň jedno
řešení.

Nyní musíme zjistit, jak bude vypadat Lagrangeova funkce, konkrétně to, zda bude
obsahovat multiplikátor y0 u účelové funkce. K tomu můžeme využít např. Slaterovu pod-
mínku z Karushovy–Kuhnovy–Tuckerovy věty. Nejprve však musíme ověřit, zda jsou spl-
něny předpoklady této věty, které jsou: diferencovatelnost funkcí (účelové funkce i funkcí
zadávajících omezení), konvexnost účelové funkce, nerovnostní omezení dána konvex-
ními funkcemi a rovnostní omezení dána afinními funkcemi.

Hessova matice účelové funkce je

∇2( f (x)) =

(
2 0
0 4

)
.

Tato matice je pozitivně definitní, zadaná funkce je tedy ostře konvexní na celém R2. Ome-
zení jsou dána pomocí funkcí

g1(x1, x2) = x2
1 + x2

2 − 4,

g2(x1, x2) = x1 + x2 − 1,

g3(x1, x2) = −x1.

Funkce g1 je (ostře) konvexní, což můžeme opět ověřit např. pomocí Hessovy matice.
Funkce g2 a g3 jsou afinní, a tedy také konvexní. Všechny funkce jsou diferencovatelné,
předpoklady Karushovy–Kuhnovy–Tuckerovy věty jsou tak splněny. K ověření toho, zda
můžeme brát y0 = 1, využijeme již zmiňovanou Slaterovu podmínku, která je v tomto pří-
padě nejjednodušší, nebot’ máme pouze omezení ve tvaru nerovností, což je jeden z jejích
předpokladů. Dále musíme zjistit, zda existuje bod x takový, že všechny nerovnosti jsou
splněny ostře, tj. platí zároveň gi(x) < 0 pro i = 1, 2, 3. Tímto bodem je například bod
[1/2, 0], Slaterova podmínka tedy platí a bez újmy na obecnosti můžeme vzít y0 = 1.

Druhou možností, jak můžeme zjistit, zda můžeme vzít multiplikátor y0 jako roven
jedné, je ověření lineární nezávislosti gradientů funkcí udávajících aktivní omezení, které
ponecháme na čtenáři. Při řešení dojdeme k závěru, že zároveň mohou být aktivní nej-
výše 2 omezení a ověříme lineární nezávislost dvojic gradientů. Již víme, že naše úloha je
úlohou konvexního programování, což znamená, že najdeme-li bod splňující podmínky
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z Lagrangeova principu, bude se jednat o řešení. Navíc je účelová funkce ostře konvexní,
se znalostí teorie tedy můžeme říct, že řešení bude právě jedno. Na rozdíl od předcho-
zích příkladů vezmeme nyní omezení dané funkcí g3 jako součást Lagrangeovy funkce.
Celkově tedy budeme mít 3 multiplikátory, díky tomu ale získáme všechny podmínky
(stacionárního bodu) ve tvaru rovnosti.

Nyní již můžeme sestavit Lagrangeovu funkci, která je ve tvaru

L(x1, x2, y1, y2, y3) = x2
1 + 2x2

2 − 4x1 + 1 + y1(x2
1 + x2

2 − 4) + y2(x1 + x2 − 1) + y3(−x1),

kde y1, y2 a y3 jsou Lagrangeovy multiplikátory. Podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : 2x1 − 4 + 2x1y1 + y2 − y3 = 0, (3.1.166)

Lx2 : 4x2 + 2x2y1 + y2 = 0, (3.1.167)

nebot’ hledáme stacionární bod Lagrangeovy funkce. Dále doplníme podmínky komple-
mentarity, které jsou

y1(x2
1 + x2

2 − 4) = 0, (3.1.168)

y2(x1 + x2 − 1) = 0, (3.1.169)

y3(−x1) = 0, (3.1.170)

a podmínky duality ve tvaru
y1 ≥ 0, y2 ≥ 0, y3 ≥ 0,

nebot’ hledáme minimum.
Nyní potřebujeme najít řešení této soustavy tvořené pěti rovnostmi a třemi omezeními

na znaménko. My si řešení pro zjednodušení rozdělíme na několik případů v závislosti na
hodnotě multiplikátorů y1, y2 a y3. Tyto případy nyní postupně vypíšeme a prozkoumáme.
Kvůli jednoduchosti začneme možností, ve které jsou všechny multiplikátory nulové.

(I) y1 = 0, y2 = 0 a y3 = 0

Tato volba jistě splní podmínky komplementarity a duality. Soustava se v tomto pří-
padě zjednoduší na

2x1 − 4 = 0,

4x2 = 0,

jejím řešením je bod [2, 0]. Vzhledem k tomu, že jsme touto volbou multiplikátorů
zanedbali zadaná omezení, musíme nyní ověřit, zda nalezený bod leží v přípustné
množině. Dosazením do podmínky dané funkcí g2 získáme nerovnost 2 ≤ 1, která
jistě neplatí. Bod tak neleží v přípustné množině a při hledání řešení musíme pokra-
čovat dál.
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(II) y1 = 0, y2 = 0 a y3 > 0

V tomto případě z (3.1.170) plyne x1 = 0. Z rovnice (3.1.166) potom dostaneme

−4− y3 = 0, a tedy y3 = −4 < 0,

což je ve sporu s předpokladem.

(III) y1 = 0, y2 > 0 a y3 = 0

V tomto případě musí kvůli (3.1.169) platit

x1 + x2 − 1 = 0.

Z rovnic (3.1.166) a (3.1.167) potom dostaneme

2x1 − 4 + y2 = 0,

4x2 + y2 = 0.

Odečteme-li první rovnici od druhé, dostaneme

4x2 − 2x1 + 4 = 0.

Tato rovnice spolu s afinním omezením tvoří soustavu, jejímž řešením je bod
[

4
3 ,−1

3

]
.

Nyní můžeme dopočítat hodnotu multiplikátoru, která je y2 = 4
3 . Tento bod splňuje

všechny požadavky z Lagrangeova principu, musíme ovšem ještě ověřit, že se na-
chází v přípustné množině. Dosazením do prvního omezení získáme(

4
3

)2

+

(
−1

3

)2

=
16
9

+
1
9
=

17
9

< 4,

bod tedy v množině leží a my jsme našli řešení. Vzhledem k tomu, že víme, že úloha
má právě jedno řešení, nemusíme už v řešení příkladu pokračovat, nebot’ alterna-
tivní řešení nenajdeme. Minimální hodnota účelové funkce na přípustné množině je
f ∗ = −1/3.

N
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Příklad 3.1.14.

Pomocí Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programování

f (x) = 2x2
1 + x1x2 + x2

2 − 4x1 − 2x2 → min,

x2
1 + x2 ≤ 1, x1 + x2 ≤ 1, x1 ≥ 0.

Nápověda: polynom 4z3 − 3z2 + 4z− 3 má jediný reálný kořen z = 3/4.

Řešení. Ještě předtím, než začneme se samotným výpočtem příkladu, musíme zjistit, jak
bude vypadat Lagrangeova funkce, konkrétně to, zda bude obsahovat multiplikátor y0

u účelové funkce. K tomu můžeme využít např. Slaterovu podmínku z Karushovy–Kuh-
novy–Tuckerovy věty. Nejprve však musíme ověřit, zda jsou splněny předpoklady této
věty, které jsou: diferencovatelnost funkcí (účelové funkce i funkcí zadávajících omezení),
konvexnost účelové funkce, nerovnostní omezení dána konvexními funkcemi a rovnostní
omezení dána afinními funkcemi.

Hessova matice účelové funkce je

∇2( f (x)) =

(
4 1
1 2

)
.

Tato matice je pozitivně definitní, zadaná funkce je tedy ostře konvexní na celém R2. Ome-
zení jsou dána pomocí funkcí

g1(x1, x2) = x2
1 + x2 − 1,

g2(x1, x2) = x1 + x2 − 1,

g3(x1, x2) = −x1.

Funkce g1 je konvexní, což můžeme opět ověřit např. pomocí Hessovy matice. Funkce g2

a g3 jsou afinní, a tedy také konvexní. Všechny funkce jsou diferencovatelné, předpoklady
Karushovy–Kuhnovy–Tuckerovy věty jsou tak splněny. K ověření toho, zda můžeme brát
y0 = 1, využijeme již zmiňovanou Slaterovu podmínku, která je v tomto případě nejjedno-
dušší, nebot’ máme pouze omezení ve tvaru nerovností, což je jeden z jejích předpokladů.
Dále musíme zjistit, zda existuje bod x takový, že všechny nerovnosti jsou splněny ostře,
tj. platí zároveň gi(x) < 0 pro i = 1, 2, 3. Tímto bodem je například bod [1,−1], Slaterova
podmínka tedy platí a bez újmy na obecnosti můžeme vzít y0 = 1.

Druhou možností, jak můžeme zjistit, zda můžeme vzít multiplikátor y0 jako roven
jedné, je ověření lineární nezávislosti gradientů funkcí udávajících aktivní omezení, které
jsou

grad(g1(x)) = (2x1, 1)T, grad(g2(x)) = (1, 1)T, grad(g3(x)) = (−1, 0)T.
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V této úloze však mohou být aktivní všechna omezení zároveň, a to v bodě [0, 1]. V tomto
případě bychom potřebovali lineární nezávislost 3 vektorů v R2, což není možné. Pod-
mínka lineární nezávislosti gradientů aktivních omezení tak není splněna. Ze Slaterovy
podmínky ale víme, že můžeme vzít multiplikátor y0 = 1.

Již víme, že naše úloha je úlohou konvexního programování, což znamená, že najdeme-
li bod splňující podmínky z Lagrangeova principu, bude se jednat o řešení. Navíc je úče-
lová funkce ostře konvexní, se znalostí teorie tedy můžeme říct, že řešení bude právě jedno.
Na rozdíl od předchozích příkladů vezmeme nyní omezení dané funkcí g3 jako součást
Lagrangeovy funkce. Celkově tedy budeme mít 3 multiplikátory, díky tomu ale získáme
všechny podmínky (stacionárního bodu) ve tvaru rovnosti.

Nyní již můžeme sestavit Lagrangeovu funkci, která je ve tvaru

L(x1, x2, y1, y2, y3) = 2x2
1 + x1x2 + x2

2 − 4x1 − 2x2+

+ y1(x2
1 + x2 − 1) + y2(x1 + x2 − 1) + y3(−x1),

kde y1, y2 a y3 jsou Lagrangeovy multiplikátory. Podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : 4x1 + x2 − 4 + 2x1y1 + y2 − y3 = 0, (3.1.171)

Lx2 : x1 + 2x2 − 2 + y1 + y2 = 0, (3.1.172)

nebot’ hledáme stacionární bod Lagrangeovy funkce. Dále doplníme podmínky komple-
mentarity, které jsou

y1(x2
1 + x2 − 1) = 0, (3.1.173)

y2(x1 + x2 − 1) = 0, (3.1.174)

y3(−x1) = 0, (3.1.175)

a podmínky duality ve tvaru
y1 ≥ 0, y2 ≥ 0, y3 ≥ 0,

nebot’ hledáme minimum.
Nyní potřebujeme najít řešení této soustavy tvořené pěti rovnostmi a třemi omezeními

na znaménko. My si řešení pro zjednodušení rozdělíme na několik případů v závislosti na
hodnotě multiplikátorů y1, y2 a y3. Tyto případy nyní postupně vypíšeme a prozkoumáme.
Kvůli jednoduchosti začneme možností, ve které jsou všechny multiplikátory nulové.

(I) y1 = 0, y2 = 0 a y3 = 0

Tato volba jistě splní podmínky komplementarity a duality. Soustava se v tomto pří-
padě zjednoduší na

4x1 + x2 − 4 = 0,

x1 + 2x2 − 2 = 0,
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jejím řešením je bod
[

6
7 , 4

7

]
. Vzhledem k tomu, že jsme touto volbou multiplikátorů

zanedbali zadaná omezení, musíme nyní ověřit, zda nalezený bod leží v přípustné
množině. Dosazením do podmínky dané funkcí g2 získáme 10/7 ≤ 1, což jistě ne-
platí. Bod tak neleží v přípustné množině a při hledání řešení musíme pokračovat
dál.

(II) y1 = 0, y2 = 0 a y3 > 0

V tomto případě z (3.1.175) plyne x1 = 0. Z rovnice (3.1.172) potom dostaneme

2x2 − 2 = 0, a tedy x2 = 1.

Příslušný multiplikátor y3 pak dopočítáme z (3.1.171), čímž získáme y3 = −3, což
je ve sporu s předpokladem. V tomto bodě jsou aktivní všechna omezení, jak jsme
zjistili při ověřování podmínky lineární nezávislosti gradientů.

(III) y1 = 0, y2 > 0 a y3 = 0

V tomto případě musí kvůli (3.1.174) platit

x1 + x2 − 1 = 0.

Z rovnic (3.1.171) a (3.1.172) potom dostaneme

4x1 + x2 − 4 + y2 = 0,

x1 + 2x2 − 2 + y2 = 0.

Odečteme-li první rovnici od druhé, dostaneme

−3x1 + x2 + 2 = 0,

která spolu s afinním omezením tvoří soustavu, jejímž řešením je bod [3/4, 1/4].
Nyní můžeme dopočítat hodnotu multiplikátoru, která je y2 = 3/4. Tento bod spl-
ňuje všechny požadavky z Lagrangeova principu, musíme ovšem ještě ověřit, že se
nachází v přípustné množině. Dosazením do prvního omezení získáme(

3
4

)2

+
1
4
=

9
16

+
4
16

=
13
16

< 1,

bod tedy v množině leží a my jsme našli řešení. Vzhledem k tomu, že víme, že úloha
má právě jedno řešení, nemusíme už v řešení příkladu pokračovat, nebot’ alterna-
tivní řešení nenajdeme. Minimální hodnota účelové funkce na přípustné množině je
f ∗ = −17/8.

N

© Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek 16. prosince 2020



III. 1. Lagrangeův princip 537

Příklad 3.1.15.

Pomocí Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programování

f (x) = 2x2
1 − 2x1x2 + 2x2

2 − 9x2 → min,

4x2
1 − x2 ≤ 2, 4x1 + 3x2 ≤ 10, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Řešení. Před samotným počítáním si opět uvědomíme, že zadaná funkce je spojitá na kom-
paktní množině. Z Weierstrassovy věty tedy víme, že zadaný problém má alespoň jedno
řešení.

Nyní musíme zjistit, jak bude vypadat Lagrangeova funkce, konkrétně to, zda bude
obsahovat multiplikátor y0 u účelové funkce. K tomu můžeme využít např. Slaterovu pod-
mínku z Karushovy–Kuhnovy–Tuckerovy věty. Nejprve však musíme ověřit, zda jsou spl-
něny předpoklady této věty, které jsou: diferencovatelnost funkcí (účelové funkce i funkcí
zadávajících omezení), konvexnost účelové funkce, nerovnostní omezení dána konvex-
ními funkcemi a rovnostní omezení dána afinními funkcemi.

Hessova matice účelové funkce je

∇2( f (x)) =

(
4 −2
−2 4

)
.

Tato matice je pozitivně definitní, zadaná funkce je tedy ostře konvexní na celém R2. Ome-
zení jsou dána pomocí funkcí

g1(x1, x2) = 4x2
1 − x2 − 2,

g2(x1, x2) = 4x1 + 3x2 − 10,

g3(x1, x2) = −x1,

g4(x1, x2) = −x2.

Funkce g1 je konvexní, což můžeme opět ověřit např. pomocí Hessovy matice, která je
pozitivně semidefinitní. Funkce g2, g3 a g4 jsou afinní, a tedy také konvexní. Všechny
funkce jsou diferencovatelné, předpoklady Karushovy–Kuhnovy–Tuckerovy věty jsou tak
splněny. K ověření toho, zda můžeme brát y0 = 1, využijeme již zmiňovanou Slaterovu
podmínku, která je v tomto případě nejjednodušší, nebot’ máme pouze omezení ve tvaru
nerovností, což je jeden z jejích předpokladů. Dále musíme zjistit, zda existuje bod x ta-
kový, že všechny nerovnosti jsou splněny ostře, tj. platí zároveň gi(x) < 0 pro i = 1, 2, 3, 4.
Tímto bodem je například bod [1/2, 1], Slaterova podmínka tedy platí a bez újmy na obec-
nosti můžeme vzít y0 = 1.

Druhou možností, jak můžeme zjistit, zda můžeme vzít multiplikátor y0 jako roven
jedné, je ověření lineární nezávislosti gradientů funkcí udávajících aktivní omezení, které
ponecháme na čtenáři. Již víme, že naše úloha je úlohou konvexního programování, což
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znamená, že najdeme-li bod splňující podmínky z Lagrangeova principu, bude se jednat
o řešení. Stejně jako v předchozích příkladech budeme uvažovat omezení dané funkcemi
g3 a g4 jako součást přímého omezení, a to proto, že v úloze budeme mít takto pouze 2 mul-
tiplikátory. Vzhledem k omezením na znaménka ale dostaneme v podmínkách z Lagran-
geova principu nerovnosti.

Nyní již můžeme sestavit Lagrangeovu funkci, která je ve tvaru

L(x1, x2, y1, y2) = 2x2
1 − 2x1x2 + 2x2

2 − 9x2 + y1(4x2
1 − x2 − 2) + y2(4x1 + 3x2 − 10),

kde y1 a y2 jsou Lagrangeovy multiplikátory. Podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : 4x1 − 2x2 + 8x1y1 + 4y2 ≥ 0, (= 0 pro x1 > 0) (3.1.176)

Lx2 : −2x1 + 4x2 − 9− y1 + 3y2 ≥ 0, (= 0 pro x2 > 0) (3.1.177)

nebot’ hledáme stacionární bod Lagrangeovy funkce. Dále doplníme podmínky komple-
mentarity, které jsou

y1(4x2
1 − x2 − 2) = 0, (3.1.178)

y2(4x1 + 3x2 − 10) = 0, (3.1.179)

a podmínky duality ve tvaru
y1 ≥ 0, y2 ≥ 0,

nebot’ hledáme minimum.
Nyní potřebujeme najít řešení této soustavy tvořené čtyřmi nerovnostmi a dvěma rov-

nostmi, což není obecně jednoduchý problém. My si ho ovšem rozdělíme na čtyři případy
v závislosti na tom, zda jsou proměnné x1 a x2 nulové či ne. Tyto případy si nyní postupně
vypíšeme a prozkoumáme. Začneme možností, ve které jsou obě proměnné kladné, nebot’
poté se podmínky stacionárního bodu realizují jako rovnosti.

(I) x1 > 0 a x2 > 0

V tomto případě řešíme soustavu

4x1 − 2x2 + 8x1y1 + 4y2 = 0, (3.1.180)

−2x1 + 4x2 − 9− y1 + 3y2 = 0, (3.1.181)

y1(4x2
1 − x2 − 2) = 0, (3.1.182)

y2(4x1 + 3x2 − 10) = 0, (3.1.183)

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0. (3.1.184)

Její řešení si rozdělíme na 4 situace v závislosti na tom, zda jsou nulové multipliká-
tory (tzn. zanedbáváme některé omezení) či ne.
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(a) y1 = 0 a y2 = 0

V tomto případě vlastně ignorujeme zadaná omezení a díváme se na úlohu jako
na problém nalezení volného extrému. Z (3.1.180) a (3.1.181) získáme soustavu,
jejímž řešení je bod [3/2, 3]. Tento bod ovšem nepatří do přípustné množiny,
nesplňuje např. omezení dané funkcí g2.

(b) y1 = 0 a y2 > 0

V tomto případě zanedbáme kvadratické omezení a uvažujeme, že platí

4x1 + 3x2 − 10 = 0, a tedy x1 =
10− 3x2

4
.

Z (3.1.180) a (3.1.181) dostaneme soustavu

4x1 − 2x2 + 4y2 = 0,

−2x1 + 4x2 − 9 + 3y2 = 0,

do které nyní za x1 dosadíme, čímž po úpravě získáme

10− 5x2 + 4y2 = 0,

−5 +
11
2

x2 − 9 + 3y2 = 0.

Tuto soustavu nyní např. vynásobíme třemi a pak odečteme jednu rovnici od
druhé. Tímto získáme x2 = 86

37 a y2 = 15
37 > 0. Poté dopočítáme x1 = 28

37 . Tento
bod splňuje všechny požadavky Lagrangeova principu. Protože jsme zanedbali
kvadratické omezení, musíme nyní ověřit, zda ho nalezený bod splňuje. Vzhle-
dem k tomu, že platí

4
(

28
37

)2

− 86
37
− 2 = −2784

1369
< 0,

leží nalezený bod
[28

37 , 86
37

]
v přípustné množině a se znalostí teorie tak můžeme

příklad uzavřít s tím, že jsme nalezli jeho řešení. Minimální hodnota účelové
funkce na přípustné množině je f ∗ = −462

37 .

N
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Příklad 3.1.16.

Pomocí Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programování

f (x) = x2
1 + x2

2 + x2
3 → min, 2x1 − x2 + x3 ≤ 5, x1 + x2 + x3 = 3.

Řešení. Výpočet opět zahájíme ověření předpokladů Karushovy–Kuhnovy–Tuckerovy vě-
ty, které jsou: konvexní účelová funkce, konvexní funkce zadávající omezení ve tvaru ne-
rovností, afinní funkce zadávající omezení ve tvaru rovností a konvexní množina P. Hes-
sova matice účelové funkce je  2 0 0

0 2 0
0 0 2

 ,

tj. je pozitivně definitní, z čehož plyne, že účelová funkce je dokonce ostře konvexní. Obě
funkce zadávající omezení jsou afinní, a tedy i konvexní. Úloha neobsahuje žádná přímá
omezení, množinu P tedy můžeme brát jako celé R3. V každém případě jsou splněny zá-
kladní podmínky KKT věty.

Nyní musíme rozhodnout, zda můžeme vzít multiplikátor y0 jako roven jedné, k če-
muž využijeme jednu z dodatečných podmínek věty. V tomto případě máme pouze jednu
možnost, a to podmínku lineární nezávislosti gradientů funkcí udávajících aktivní ome-
zení, nebot’ úloha obsahuje i rovnostní omezení. Množina P, kterou jsme si zvolili, je jistě
otevřená.

Označme si nyní funkce zadávající nerovnostní omezení (g1) a rovnostní omezení (g2)

g1(x1, x2, x3) = 2x1 − x2 + x3 − 5,

g2(x1, x2, x3) = x1 + x2 + x3 − 3.

Nyní vypočítáme gradienty jednotlivých omezení, které jsou

grad(g1(x)) = (2,−1, 1)T, grad(g2(x)) = (1, 1, 1)T.

Gradienty jsou nenulové konstantní vektory, a jednotlivě jsou tedy lineárně nezávislé.
I kdyby byla obě omezení aktivní zároveň, jsou gradienty nezávislé, nebot’ jeden není
násobkem druhého. Podmínka lineární nezávislosti je proto splněna a my můžeme při
sestavování Lagrangeovy funkce vzít bez újmy na obecnosti y0 = 1.

Z úvah, které jsme provedli, víme, že se jedná o úlohu konvexního programování.
V tomto případě je bod, který vyhovuje všem podmínkám Lagrangeova principu, řeše-
ním dané úlohy. Vzhledem k tomu, že účelová funkce je též jistě spojitá, pak ze znalosti
Weierstrassovy věty víme, že úloha bude mít řešení. Navíc vzhledem k ostré konvexnosti
účelové funkce víme, že řešení bude nejvýše jedno. Tyto informace nám dohromady dají
fakt, že úloha má právě jedno řešení.
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Nyní již můžeme sestavit Lagrangeovu funkci, která je ve tvaru

L(x1, x2, x3, y1, y2) = x2
1 + x2

2 + x2
3 + y1(2x1 − x2 + x3 − 5) + y2(x1 + x2 + x3 − 3),

kde y1 a y2 jsou Lagrangeovy multiplikátory. Podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : 2x1 + 2y1 + y2 = 0, (3.1.185)

Lx2 : 2x2 − y1 + y2 = 0, (3.1.186)

Lx3 : 2x3 + y1 + y2 = 0, (3.1.187)

nebot’ hledáme stacionární bod Lagrangeovy funkce. V tomto příkladu jsou u parciálních
derivací rovnosti, nebot’ nemáme žádná omezení na znaménka. Dále doplníme podmínku
komplementarity, která je

y1(2x1 − x2 + x3 − 5) = 0, (3.1.188)

a podmínku duality ve tvaru
y1 ≥ 0.

Vzhledem k tomu, že jedno ze zadaných omezení je rovnostní, doplníme ještě podmínku

x1 + x2 + x3 − 3 = 0, (3.1.189)

multiplikátor y2 může mít libovolné znaménko.
Cekově tedy máme 5 rovnostních podmínek a 1 omezení na znaménko. Tuto soustavu

nyní vyřešíme. Pro zjednodušení si řešení rozdělíme na 2 případy v závislosti na hodnotě
multiplikátoru y1.

(I) y1 = 0

Položíme-li multiplikátor y1 = 0, soustava (3.1.185)-(3.1.187) se zjednoduší na

Lx1 : 2x1 + y2 = 0,

Lx2 : 2x2 + y2 = 0,

Lx3 : 2x3 + y2 = 0,

navíc víme, že součet proměnných musí být roven 3. Soustavu vyřešíme např. elimi-
nací multiplikátoru, čímž dostaneme rovnici

2x1 − 2x2 = 0,

ze které plyne x1 = x2, a dále
2x2 − 2x3 = 0,

takže platí x1 = x2 = x3. Vzhledem k rovnostnímu omezení je hledaný bod [1, 1, 1].
Nyní dopočteme hodnotu multiplikátoru, která je y2 = −2. Tento multiplikátor není
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omezen na znaménko, nebot’ přísluší rovnostnímu omezení. Vzhledem k tomu, že
jsme položili multiplikátor y1 roven nule musíme nyní ověřit, že bod leží v přípustné
množině, což platí, nebot’

2− 1 + 1 = 2 ≤ 5.

Našli jsme tedy bod, který splňuje všechny podmínky z Lagrangeova principu a z vý-
še uvedeného teoretického zdůvodnění víme, že se jedná o jediné řešení úlohy. Mini-
mální hodnota účelové funkce na přípustné množině je f ∗ = 3.

N
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Příklad 3.1.17.

Pomocí Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programování

f (x) = 4x2
1 + 4x1x2 + 3x2

2 − 4x2x3 + 2x2
3 + x1 + 4x2 − 2x3 → min,

x1 + 2x2 − x3 ≤ 1, x1 − x2 + 2 = 0, x1 ≥ 0.

Řešení. Výpočet již standardně zahájíme ověření předpokladů Karushovy–Kuhnovy–Tuc-
kerovy věty, které jsou: konvexní účelová funkce, konvexní funkce zadávající omezení ve
tvaru nerovností, afinní funkce zadávající omezení ve tvaru rovností a konvexní množina
P. Hessova matice účelové funkce je 8 4 0

4 6 −4
0 −4 4

 ,

tj. je pozitivně semidefinitní, z čehož plyne, že účelová funkce je konvexní, ale ne ostře
konvexní. Všechny funkce zadávající omezení jsou afinní, a tedy i konvexní. Množinu P
můžeme brát jako celé R3. Základní podmínky KKT věty jsou tedy splněny.

Nyní musíme rozhodnout, zda můžeme vzít multiplikátor y0 jako roven jedné, k če-
muž využijeme jednu z dodatečných podmínek věty. V tomto případě máme pouze jednu
možnost, a to podmínku lineární nezávislosti gradientů funkcí udávajících aktivní ome-
zení, nebot’ úloha obsahuje i rovnostní omezení. Množina P, kterou jsme si zvolili, je jistě
otevřená.

Označme si nyní funkce zadávající nerovnostní omezení (g1), rovnostní omezení (g2)
a omezení na znaménko

g1(x1, x2, x3) = x1 + 2x2 − x3 − 1,

g2(x1, x2, x3) = x1 − x2 + 2,

g3(x1, x2, x3) = −x1.

Nyní vypočítáme gradienty jednotlivých omezení, které jsou

grad(g1(x)) = (1, 2,−1)T, grad(g2(x)) = (1,−1, 0)T, grad(g3(x)) = (−1, 0, 0)T.

Gradienty jsou nenulové konstantní vektory, a jednotlivě jsou tedy lineárně nezávislé.
I kdyby byla dvě nebo tři omezení aktivní zároveň, jsou gradienty nezávislé, nebot’ je-
den není násobkem druhého, ani neplatí, že jeden vektor je lineární kombinací zbývají-
cích dvou. Podmínka lineární nezávislosti je proto splněna a my můžeme při sestavování
Lagrangeovy funkce vzít bez újmy na obecnosti y0 = 1.

Z úvah, které jsme provedli, víme, že se jedná o úlohu konvexního programování.
V tomto případě je bod, který vyhovuje všem podmínkám Lagrangeova principu, řeše-
ním dané úlohy. Vzhledem k tomu, že účelová funkce je též jistě spojitá, pak ze znalosti
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Weierstrassovy věty víme, že úloha bude mít řešení. Vzhledem k tomu, že nyní nemáme
ostře konvexní funkci, ale nemůžeme počítat s tím, že řešení je pouze jedno.

Nyní již můžeme sestavit Lagrangeovu funkci, která je ve tvaru

L(x1, x2, x3, y1, y2, y3) = 4x2
1 + 4x1x2 + 3x2

2 − 4x2x3 + 2x2
3 + x1 + 4x2 − 2x3+

+ y1(x1 + 2x2 − x3 − 1) + y2(x1 − x2 + 2) + y3(−x1),

kde y1, y2 a y3 jsou Lagrangeovy multiplikátory. Podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : 8x1 + 4x2 + 1 + y1 + y2 − y3 = 0, (3.1.190)

Lx2 : 4x1 + 6x2 − 4x3 + 4 + 2y1 − y2 = 0, (3.1.191)

Lx3 : −4x2 + 4x3 − 2− y1 = 0, (3.1.192)

nebot’ hledáme stacionární bod Lagrangeovy funkce. V tomto příkladu jsou u parciálních
derivací rovnosti, nebot’ pro omezení na znaménko jsme přidali multiplikátor. Dále dopl-
níme podmínky komplementarity, které jsou

y1(x1 + 2x2 − x3 − 1) = 0, (3.1.193)

y3(−x1) = 0, (3.1.194)

a podmínky duality ve tvaru
y1 ≥ 0, y3 ≥ 0.

Vzhledem k tomu, že jedno ze zadaných omezení je rovnostní, doplníme ještě podmínku

x1 − x2 + 2 = 0, (3.1.195)

multiplikátor y2 může mít libovolné znaménko.
Cekově tedy máme 6 rovnostních podmínek a 2 omezení na znaménko. Tuto soustavu

nyní vyřešíme. Pro zjednodušení si řešení rozdělíme na 4 případy v závislosti na hodnotě
multiplikátorů y1 a y3.

(I) y1 = 0 a y3 = 0

Položíme-li multiplikátory y1 a y3 rovné nule, soustava (3.1.190)-(3.1.192) se zjedno-
duší na

Lx1 : 8x1 + 4x2 + 1 + y2 = 0,

Lx2 : 4x1 + 6x2 − 4x3 + 4− y2 = 0,

Lx3 : −4x2 + 4x3 − 2 = 0,

navíc víme, že platí rovnostní omezení. Soustavu vyřešíme např. eliminací multipli-
kátoru, součtem prvních dvou rovnic získáme

12x1 + 10x2 − 4x3 + 5 = 0,

© Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek 16. prosince 2020



III. 1. Lagrangeův princip 545

k čemuž přičteme třetí rovnici a dostaneme

12x1 + 6x2 + 3 = 0.

Z této rovnice a rovnostního omezení pak plyne x1 = −5
6 a x2 = 7

6 . Dál dopočítáme

x3 =
4x2 + 2

4
=

5
3

,

čímž jsme našli všechny souřadnice hledaného bodu. Nyní dopočteme hodnotu mul-
tiplikátoru, která je y2 = 1. Tento multiplikátor není omezen na znaménko, nebot’
přísluší rovnostnímu omezení. Vzhledem k tomu, že jsme položili multiplikátory y1

a y3 rovny nule, musíme nyní ověřit, že bod leží v přípustné množině. Čtenář si ihned
může všimnout, že hodnota x1 je záporná, což je ve sporu s omezením na znaménko.
Nalezený bod tak jistě není řešením a ve výpočtu pokračujeme dále.

(II) y1 = 0 a y3 > 0

V tomto případě musí kvůli podmínce komplementarity platit x1 = 0. Soustava
(3.1.190)-(3.1.192) se touto volbou zjednoduší na

Lx1 : 4x2 + 1 + y2 − y3 = 0,

Lx2 : 6x2 − 4x3 + 4− y2 = 0,

Lx3 : −4x2 + 4x3 − 2 = 0,

navíc víme, že platí rovnostní omezení, které je nyní ve tvaru

−x2 + 2 = 0.

Platí tak x2 = 2. Ze třetí rovnice nyní získáme x3 jako

x3 =
4x2 + 2

4
=

10
4

=
5
2

.

Nyní dopočítáme hodnotu příslušných multiplikátorů. Ze druhé rovnice plyne, že
y2 = 6. Tento multiplikátor není omezen na znaménko, nebot’ přísluší rovnostnímu
omezení. Hodnotu multiplikátoru y3 získáme z první rovnice jako

y3 = 4x2 + 1 + y2 = 8 + 1 + 6 = 15 > 0.

Našli jsme tedy bod, který vyhovuje podmínkám Lagrangeova principu. Vzhledem
k tomu, že jsme položili multiplikátor y1 roven nule, musíme nyní ověřit, že bod leží
v přípustné množině, tj. zda platí

0 + 4− 5
2

?
≤ 1,

což neplatí. Bod tedy neleží v přípustné množině a jistě není řešením úlohy. Ve vý-
počtu proto pokračujeme dále.
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(III) y1 > 0 a y3 = 0

V tomto případě musí kvůli podmínce komplementarity platit x1 + 2x2− x3− 1 = 0.
Soustava (3.1.190)-(3.1.192) se touto volbou zjednoduší na

Lx1 : 8x1 + 4x2 + 1 + y1 + y2 = 0, (3.1.196)

Lx2 : 4x1 + 6x2 − 4x3 + 4 + 2y1 − y2 = 0, (3.1.197)

Lx3 : −4x2 + 4x3 − 2− y1 = 0, (3.1.198)

navíc víme, že platí rovnostní omezení

x1 − x2 + 2 = 0,

a tedy x1 = 2− x2. Dosazením do podmínky komplementarity získáme

x3 = 2− x2 + 2x2 − 1 = 1 + x2.

Nyní nalezené hodnoty dosadíme do soustavy (3.1.196) - (3.1.198), čímž získáme

16− 8x2 + 4x2 + 1 + y1 + y2 = 0,

8− 4x2 + 6x2 − 4− 4x2 + 4 + 2y1 − y2 = 0,

−4x2 + 4 + 4x2 − 2− y1 = 0.

Z poslední rovnice ihned plyne y1 = 2 > 0. Dosazením této hodnoty do prvních
dvou rovnic a úpravou dostaneme soustavu

19− 4x2 + y2 = 0,

12− 2x2 − y2 = 0,

jejímž řešením je x2 = 31
6 a y2 = 5

3 . Nyní můžeme dopočítat hodnoty x1 a x3 jako

x1 = 2− x2 = 2− 31
6

= −19
6

< 0, x3 = 1 + x2 =
37
6

.

Vzhledem k tomu, že je v zadání proměnná x1 omezená na znaménko (kladné), tento
bod jistě nevyhovuje všem podmínkám z Lagrangeova principu a nejedná se tak
o řešení. Zbývá nám poslední možnost, a to realizace všech omezení jako rovnosti.

(IV) y1 > 0 a y3 > 0

V tomto případě musí kvůli podmínkám komplementarity platit x1 = 0 a 2x2− x3−
1 = 0. Soustava (3.1.190)-(3.1.192) se touto volbou zjednoduší na

Lx1 : 4x2 + 1 + y1 + y2 − y3 = 0,

Lx2 : 6x2 − 4x3 + 4 + 2y1 − y2 = 0,

Lx3 : −4x2 + 4x3 − 2− y1 = 0,
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navíc víme, že platí rovnostní omezení, které je nyní ve tvaru

−x2 + 2 = 0.

Platí tak x2 = 2. Z podmínky komplementarity potom dostaneme

x3 = 2x2 − 1 = 3.

Máme tedy bod [0, 2, 3], který nyní dosadíme do zjednodušené soustavy (3.1.190)-
(3.1.192), čímž po úpravě získáme

Lx1 : 9 + y1 + y2 − y3 = 0,

Lx2 : 4 + 2y1 − y2 = 0,

Lx3 : 2− y1 = 0.

Z této soustavy ihned dostaneme y1 = 2 > 0, dále vypočítáme

y2 = 2y1 + 4 = 8

a
y3 = 9 + y1 + y2 = 19 > 0.

Hodnoty multiplikátorů y1 a y3 jsou kladné, což je v souladu s předpoklady. Na-
víc jsme touto volbou nezanedbali žádné omezení, nalezený bod se tak jistě na-
chází v přípustné množině. Našli jsme tedy bod, který splňuje všechny podmínky
z Lagrangeova principu a z výše uvedeného teoretického zdůvodnění víme, že se
jedná řešení úlohy. Vzhledem k tomu, že jsme pro jiné volby hodnot multiplikátorů
řešení nezískali, je toto řešení navíc jediné. Minimální hodnota účelové funkce na
přípustné množině je f ∗ = 8.

N
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Příklad 3.1.18.

Pomocí Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programování

f (x) = 2x2
1 + x2

2 + x2
3 + 2x1x2 + 2x1x3 − 8x1 − 6x2 − 4x3 + 9→ min,

x1 − 2x2 − 2x3 ≥ 1, x1 + x2 + x3 = 4, x3 ≥ 0.

Řešení. Výpočet již standardně zahájíme ověření předpokladů Karushovy–Kuhnovy–Tuc-
kerovy věty, které jsou: konvexní účelová funkce, konvexní funkce zadávající omezení ve
tvaru nerovností, afinní funkce zadávající omezení ve tvaru rovností a konvexní množina
P. Hessova matice účelové funkce je  4 2 2

2 2 0
2 0 2

 ,

tj. je pozitivně semidefinitní, z čehož plyne, že účelová funkce je konvexní, ale ne ostře
konvexní. Všechny funkce zadávající omezení jsou afinní, a tedy i konvexní. Množinu P
můžeme brát jako celé R3. Základní podmínky KKT věty jsou tedy splněny.

Nyní musíme rozhodnout, zda můžeme vzít multiplikátor y0 jako roven jedné, k če-
muž využijeme jednu z dodatečných podmínek věty. V tomto případě máme pouze jednu
možnost, a to podmínku lineární nezávislosti gradientů funkcí udávajících aktivní ome-
zení, nebot’ úloha obsahuje i rovnostní omezení. Množina P, kterou jsme si zvolili, je jistě
otevřená.

Označme si nyní funkce zadávající rovnostní omezení (g1), nerovnostní omezení (g2)
a omezení na znaménko (g3)

g1(x1, x2, x3) = x1 + x2 + x3 − 4,

g2(x1, x2, x3) = −x1 + 2x2 + 2x3 + 1,

g3(x1, x2, x3) = −x3.

Nyní vypočítáme gradienty jednotlivých omezení, které jsou

grad(g1(x)) = (1, 1, 1)T, grad(g2(x)) = (−1, 2, 2)T, grad(g3(x)) = (0, 0,−1)T.

Gradienty jsou nenulové konstantní vektory, a jednotlivě jsou tedy lineárně nezávislé.
I kdyby byla dvě nebo tři omezení aktivní zároveň, jsou gradienty nezávislé, nebot’ je-
den není násobkem druhého, ani neplatí, že jeden vektor je lineární kombinací zbývají-
cích dvou. Podmínka lineární nezávislosti je proto splněna a my můžeme při sestavování
Lagrangeovy funkce vzít bez újmy na obecnosti y0 = 1.

Z úvah, které jsme provedli, víme, že se jedná o úlohu konvexního programování.
V tomto případě je bod, který vyhovuje všem podmínkám Lagrangeova principu, řeše-
ním dané úlohy. Vzhledem k tomu, že účelová funkce je též jistě spojitá, pak ze znalosti
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Weierstrassovy věty víme, že úloha bude mít řešení. Vzhledem k tomu, že nyní nemáme
ostře konvexní funkci, ale nemůžeme počítat s tím, že řešení je pouze jedno.

Nyní již můžeme sestavit Lagrangeovu funkci, která je ve tvaru

L(x1, x2, x3, y1, y2, y3) = 2x2
1 + x2

2 + x2
3 + 2x1x2 + 2x1x3 − 8x1 − 6x2 − 4x3+

+ y1(x1 + x2 + x3 − 4) + y2(−x1 + 2x2 + 2x3 + 1) + y3(−x3),

kde y1, y2 a y3 jsou Lagrangeovy multiplikátory. Podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : 4x1 + 2x2 + 2x3 − 8 + y1 − y2 = 0, (3.1.199)

Lx2 : 2x1 + 2x2 − 6 + y1 + 2y2 = 0, (3.1.200)

Lx3 : 2x1 + 2x3 − 4 + y1 + 2y2 − y3 = 0, (3.1.201)

nebot’ hledáme stacionární bod Lagrangeovy funkce. V tomto příkladu jsou u parciálních
derivací rovnosti, nebot’ pro omezení na znaménko jsme přidali multiplikátor. Dále dopl-
níme podmínky komplementarity, které jsou

y2(−x1 + 2x2 + 2x3 + 1) = 0, (3.1.202)

y3(−x3) = 0, (3.1.203)

a podmínky duality ve tvaru
y2 ≥ 0, y3 ≥ 0.

Vzhledem k tomu, že jedno ze zadaných omezení je rovnostní, doplníme ještě podmínku

x1 + x2 + x3 − 4 = 0, (3.1.204)

multiplikátor y1 může mít libovolné znaménko.
Cekově tedy máme 6 rovnostních podmínek a 2 omezení na znaménko. Tuto soustavu

nyní vyřešíme. Pro zjednodušení si řešení rozdělíme na 4 případy v závislosti na hodnotě
multiplikátorů y2 a y3.

(I) y2 = 0 a y3 = 0

Položíme-li multiplikátory y2 a y3 rovné nule, soustava (3.1.199)-(3.1.201) se zjedno-
duší na

Lx1 : 4x1 + 2x2 + 2x3 − 8 + y1 = 0,

Lx2 : 2x1 + 2x2 − 6 + y1 = 0,

Lx3 : 2x1 + 2x3 − 4 + y1 = 0,

navíc víme, že platí rovnostní omezení. Soustavu vyřešíme např. následujícím způ-
sobem. Odečtením druhé rovnice od první získáme

2x1 + 2x3 − 2 = 0,
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a tedy x3 = 1− x1. Nyní odečteme třetí rovnici od první, čímž dostaneme

2x1 + 2x2 − 4 = 0,

a tedy x2 = 2− x1. Nalezené hodnoty dosadíme do rovnostního omezení, máme tak

x1 + 2− x1 + 1− x1 − 4 = 0, neboli x1 = −1.

Pro další proměnné pak snadno dostaneme x2 = 3 a x3 = 2. Dopočítáme-li nyní hod-
notu multiplikátoru y1, zjistíme, že platí y1 = 2. Tento multiplikátor není omezen
na znaménko, nebot’ přísluší rovnostnímu omezení. Vzhledem k tomu, že jsme po-
ložili multiplikátory y1 a y3 rovny nule, musíme nyní ověřit, že bod leží v přípustné
množině. Na první pohled vidíme, že hodnota proměnné x3 je kladná. Dosazením
nalezených hodnot do omezení zadaného funkcí g2 však dojdeme ke sporu, nebot’

1 + 6 + 4 � 0.

Nalezený bod tak jistě není řešením a ve výpočtu pokračujeme dále.

(II) y2 = 0 a y3 > 0

V tomto případě musí kvůli podmínce komplementarity platit x3 = 0. Soustava
(3.1.199)-(3.1.201) se touto volbou zjednoduší na

Lx1 : 4x1 + 2x2 − 8 + y1 = 0,

Lx2 : 2x1 + 2x2 − 6 + y1 = 0,

Lx3 : 2x1 − 4 + y1 − y3 = 0,

navíc víme, že platí rovnostní omezení, které je nyní ve tvaru

x1 + x2 − 4 = 0.

Odečtením druhé rovnice od první získáme

2x1 − 2 = 0, a tedy x1 = 1,

dále dopočítáme x2 z rovnostního omezení jako

x2 = 4− x1 = 4− 1 = 3.

Nyní z první rovnice dopočítáme hodnotu multiplikátoru y1, která je y1 = −2. Na
tento multiplikátor neklademe žádné omezení, může proto nabývat libovolné hod-
noty. Ze třetí rovnice nyní dopočítáme hodnotu y3, pro kterou platí y3 = −4, což je ve
sporu s předpokladem. Tento bod tak nesplňuje požadavky z Lagrangeova principu
a nemůže se jednat o řešení.
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(III) y2 > 0 a y3 = 0

V tomto případě musí kvůli podmínce komplementarity platit−x1 + 2x2 + 2x3 + 1 =

0. Soustava (3.1.199)-(3.1.201) se touto volbou zjednoduší na

Lx1 : 4x1 + 2x2 + 2x3 − 8 + y1 − y2 = 0, (3.1.205)

Lx2 : 2x1 + 2x2 − 6 + y1 + 2y2 = 0, (3.1.206)

Lx3 : 2x1 + 2x3 − 4 + y1 + 2y2 = 0, (3.1.207)

navíc víme, že platí rovnostní omezení

x1 + x2 + x3 − 4 = 0.

Sečteme-li rovnostní omezení a podmínku komplementarity, získáme

3x2 + 3x3 − 3 = 0, a tedy x2 = 1− x3.

Odečtením rovnice (3.1.206) od (3.1.207) dostaneme

2x3 − 2x2 + 2 = 0,

řešením této soustavy dvou rovnic o dvou neznámých je bod x2 = 1 a x3 = 0. Nyní
můžeme z rovnostního omezení dopočítat x1 jako

x1 = 4− x2 − x3 = 4− 1− 0 = 3.

Nyní pro tento bod dopočítáme hodnotu multiplikátorů, a to např. dosazením do
rovnic (3.1.205) a (3.1.206), z čehož úpravou dostaneme soustavu

6 + y1 − y2 = 0,

2 + y1 + 2y2 = 0,

jejímž řešením je y1 = −14
3 a y2 = 4

3 > 0. Vzhledem k tomu, že platí x3 ≥ 0, je nale-
zený bod jistě v přípustné množině. Čtenář si navíc může všimnout, že v nalezeném
bodě platí jak y3 = 0, tak x3 = 0. Našli jsme tedy bod, který vyhovuje všem podmín-
kám Lagrangeova principu, tj. našli jsme řešení. Minimální hodnota účelové funkce
na přípustné množině je f ∗ = 4. Vzhledem k tomu, že nemáme ostře konvexní úče-
lovou funkci, ovšem nevíme, zda se jedná o jediné řešení úlohy. Ve výpočtu proto
pokračujeme i poslední možností, která může pro hodnoty multiplikátorů nastat.

(IV) y2 > 0 a y3 > 0

V tomto případě musí kvůli podmínkám komplementarity platit x3 = 0 a −x1 +

2x2 + 1 = 0. V tomto případě pracujeme se soustavou

Lx1 : 4x1 + 2x2 − 8 + y1 − y2 = 0,

Lx2 : 2x1 + 2x2 − 6 + y1 + 2y2 = 0,

Lx3 : 2x1 − 4 + y1 + 2y2 − y3 = 0,
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navíc víme, že platí rovnostní omezení, které je nyní ve tvaru

x1 + x2 − 4 = 0.

Ze dvou rovnic v proměnných x1 a x2 snadno dostaneme x1 = 3 a x2 = 1, což je
stejný bod jako jsme našli už v předchozí situaci. Dopočítáme-li nyní hodnoty mul-
tiplikátorů, získáme y1 = −16

3 , y2 = 2
3 a y3 = −2, přičemž hodnota y3 je ve sporu

s předpokladem. Nalezený bod je tak řešením pouze v případě, že y3 = 0. Vzhledem
k tomu, že žádná další možnost pro hodnoty multiplikátorů není, můžeme řešení
příkladu ukončit.

N
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Příklad 3.1.19.

Pomocí Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programování

f (x) = 3x2
1 + x1x2 + x2

2 − 2x2x3 + 3x2
3 → min,

x1 − 2x2 − x3 ≤ 2, x1 + 2x3 = 1, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0.

Řešení. Před samotným počítáním si opět uvědomíme, že zadaná funkce je spojitá na kom-
paktní množině. Z Weierstrassovy věty tedy víme, že zadaný problém má alespoň jedno
řešení.

Nyní musíme zjistit, jak bude vypadat Lagrangeova funkce, konkrétně to, zda bude
obsahovat multiplikátor y0 u účelové funkce. K tomu můžeme využít pouze podmínku
lineární nezávislosti gradientů aktivních omezení, nebot’ úloha obsahuje jak nerovnostní,
tak rovnostní omezení. Nejprve však musíme ověřit, zda jsou splněny předpoklady KKT
věty, které jsou: diferencovatelnost funkcí (účelové funkce i funkcí zadávajících omezení),
konvexnost účelové funkce, nerovnostní omezení dána konvexními funkcemi a rovnostní
omezení dána afinními funkcemi.

Hessova matice účelové funkce je

∇2( f (x)) =

 6 1 0
1 2 −2
0 −2 4

 .

Tato matice je pozitivně definitní, zadaná funkce je tedy ostře konvexní na celém R3. Ome-
zení jsou dána pomocí funkcí

g1(x1, x2, x3) = x1 + 2x3 − 1,

g2(x1, x2, x3) = x1 − 2x2 − x3 − 2,

g3(x1, x2, x3) = −x2,

g4(x1, x2, x3) = −x3.

Všechny funkce zadávající jednotlivá omezení jsou afinní, a tedy i konvexní. Všechny
funkce jsou diferencovatelné, předpoklady Karushovy–Kuhnovy–Tuckerovy věty jsou tak
splněny. K ověření toho, zda můžeme brát y0 = 1, využijeme již zmiňovanou podmínku
lineární nezávislosti gradientů, které jsou

grad(g1(x)) = (1, 0, 2)T, grad(g2(x)) = (1,−2,−1)T,

grad(g3(x)) = (0,−1, 0)T, grad(g4(x)) = (0, 0,−1)T.

Gradienty jsou nenulové konstantní vektory, jednotlivě jsou tak lineárně nezávislé. Kdyby
byla aktivní 2 libovolná omezení zároveň, vektory jsou také nezávislé, nebot’ nenajdeme
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554 III. Úlohy matematického programování

dvojici, ve které by byl jeden vektor násobkem druhého. Podrobnější ověření tohoto tvr-
zení ponecháme na čtenáři. Další možností je, že by byla aktivní 3 omezení zároveň. Ani
v tomto případě se nestane, že by gradienty aktivních omezení byly lineárně závislé. Po-
slední zbývající možnost je, že by byla aktivní všechna omezení zároveň, což ovšem není
možné, nebot’ by muselo platit zároveň x1 = 1 a x1 = 2. Podmínka lineární nezávislosti je
tak splněna a my můžeme vzít multiplikátor y0 jako roven jedné.

Již víme, že naše úloha je úlohou konvexního programování, což znamená, že najdeme-
li bod splňující podmínky z Lagrangeova principu, bude se jednat o řešení. Stejně jako
v některých předchozích příkladech budeme uvažovat omezení dané funkcemi g3 a g4

jako součást přímého omezení, a to proto, že v úloze budeme mít takto pouze 2 multipli-
kátory. Vzhledem k omezením na znaménka ale dostaneme v podmínkách z Lagrangeova
principu nerovnosti.

Nyní již můžeme sestavit Lagrangeovu funkci, která je ve tvaru

L(x1, x2, x3, y1, y2) = 3x2
1 + x1x2 + x2

2 − 2x2x3 + x2
3+

+ y1(x1 + 2x3 − 1) + y2(x1 − 2x2 − x3 − 2),

kde y1 a y2 jsou Lagrangeovy multiplikátory. Podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : 6x1 + x2 + y1 + y2 = 0, (3.1.208)

Lx2 : x1 + 2x2 − 2x3 − 2y2 ≥ 0, (= 0 pro x2 > 0) (3.1.209)

Lx3 : −2x2 + 4x3 + 2y1 − y2 ≥ 0, (= 0 pro x3 > 0) (3.1.210)

nebot’ hledáme stacionární bod Lagrangeovy funkce. Nerovnosti vystupují u proměnných
omezených na znaménko. Dále doplníme podmínku komplementarity, která je

y2(x1 − 2x2 − x3 − 2) = 0, (3.1.211)

sepíšeme si zde i rovnostní podmínku

x1 + 2x3 − 1 = 0, (3.1.212)

a podmínku duality ve tvaru
y2 ≥ 0,

nebot’ hledáme minimum. Multiplikátor y1 může nabýt libovolné znaménko.
Nyní potřebujeme najít řešení této soustavy tvořené třemi nerovnostmi a třemi rov-

nostmi, což není obecně jednoduchý problém. My si ho ovšem rozdělíme na čtyři případy
v závislosti na tom, zda jsou proměnné x2 a x3 nulové či ne. Proměnnou x1 do dělení si-
tuací nezahrnujeme, nebot’ může mít libovolné znaménko. Tyto případy si nyní postupně
vypíšeme a prozkoumáme. Začneme možností, ve které jsou obě proměnné nulové, nebot’
poté se podmínky výrazně zjednoduší.
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(I) x2 = 0 a x3 = 0

V tomto případě řešíme soustavu

6x1 + y1 + y2 = 0, (3.1.213)

x1 − 2y2 ≥ 0, (3.1.214)

2y1 − y2 ≥ 0, (3.1.215)

y2(x1 − 2) = 0, (3.1.216)

x1 − 1 = 0, (3.1.217)

y2 ≥ 0. (3.1.218)

Z rovnice (3.1.217) ihned vidíme, že x1 = 1. Z (3.1.216) pak musí platit y2 = 0,
aby byla splněna podmínka komplementarity. Hodnotu multiplikátoru y1 pak do-
počítáme z (3.1.213) jako y1 = −6x1 = −6. Tento multiplikátor není omezen na
znaménko, takže nám záporná hodnota nevadí. Dosadíme-li ji ovšem do (3.1.215),
získáme

−12 ≥ 0,

což jistě neplatí. Dostali jsme se tedy do sporu a víme, že touto volbou proměnných
řešení nenajdeme.

(II) x2 = 0 a x3 > 0

V tomto případě získáme soustavu

6x1 + y1 + y2 = 0, (3.1.219)

x1 − 2x3 − 2y2 ≥ 0, (3.1.220)

4x3 + 2y1 − y2 = 0, (3.1.221)

y2(x1 − x3 − 2) = 0, (3.1.222)

x1 + 2x3 − 1 = 0, (3.1.223)

y2 ≥ 0. (3.1.224)

Její řešení si pro zjednodušení rozdělíme na dvě situace podle hodnoty multipliká-
toru y2.

(a) y2 > 0

V tomto případě musí z podmínky komplementarity platit x1 − x3 − 2 = 0.
Navíc máme rovnostní podmínku (3.1.223), která spolu s uvedenou rovnicí tvoří
soustavu, jejímž řešením je bod x1 = 5/3, x3 = −1/3 < 0, což je ovšem ve sporu
s požadavkem na nezápornost proměnné x3. Touto volbou tak řešení nezískáme.

(b) y2 = 0
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V tomto případě je podmínka komplementarity i duality jistě splněna. Z rov-
nostní podmínky (3.1.223) si vyjádříme

x1 = 1− 2x3,

což dosadíme do (3.1.219), čímž získáme

6− 12x3 + y1 = 0.

Z (3.1.221) máme
4x3 + 2y1 = 0,

řešením této soustavy dostaneme x3 = 3/7, a tedy x1 = 1/7 a y1 = −6/7.
Vzhledem k tomu, že jsme položením y2 = 0 zanedbali nerovnostní omezení,
musíme nyní ověřit, že nalezený bod [1/7, 0, 3/7] leží v přípustné množině, což
platí. Neplatí ovšem podmínka (3.1.220), což čtenář snadno ověří. Nalezený bod
tak nesplňuje všechny podmínky z Lagrangeova principu a jistě se nejedná o ře-
šení.

(III) x2 > 0 a x3 = 0

V tomto případě se soustava z Lagrangeova principu zjednoduší na

6x1 + x2 + y1 + y2 = 0, (3.1.225)

x1 + 2x2 − 2y2 = 0, (3.1.226)

−2x2 + 2y1 − y2 ≥ 0, (3.1.227)

y2(x1 − 2x2 − 2) = 0, (3.1.228)

x1 − 1 = 0, (3.1.229)

y2 ≥ 0. (3.1.230)

Z (3.1.229) vidíme, že x1 = 1. Další řešení si pro jednoduchost opět rozdělíme na dvě
situace podle hodnoty multiplikátoru y2.

(a) y2 > 0

V tomto případě musí z podmínky komplementarity platit

x1 − 2x2 − 2 = 0, po dosazení za x1 − 1− 2x2 = 0.

Muselo by tedy platit x2 = −1/2, což je ve sporu.

(b) y2 = 0

V tomto případě získáme z (3.1.226) rovnost

1 + 2x2 = 0,

proměnná x2 by tedy opět musela být záporná, což je ve sporu. Ani jednou
možností jsme se nedopracovali k řešení, zbývá nám poslední varianta.
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(IV) x2 > 0 a x3 > 0

V tomto případě řešíme soustavu

6x1 + x2 + y1 + y2 = 0, (3.1.231)

x1 + 2x2 − 2x3 − 2y2 = 0, (3.1.232)

−2x2 + 4x3 + 2y1 − y2 = 0, (3.1.233)

y2(x1 − 2x2 − 2) = 0, (3.1.234)

x1 + 2x3 − 1 = 0, (3.1.235)

y2 ≥ 0. (3.1.236)

Její řešení si opět rozdělíme na dvě situace v závislosti na tom, zda je multiplikátor
y2 nulový (tzn. zanedbáváme některé omezení) či ne.

(a) y2 = 0

V tomto případě získáme dosazením soustavu 4 rovnic o 4 neznámých, pod-
mínka komplementarity a duality je jistě splněna. Tato soustava je ve tvaru

6x1 + x2 + y1 = 0, (3.1.237)

x1 + 2x2 − 2x3 = 0, (3.1.238)

−2x2 + 4x3 + 2y1 = 0, (3.1.239)

x1 + 2x3 − 1 = 0, (3.1.240)

řešíme ji např. následujícím způsobem. Z (3.1.240) si vyjádříme x1 = 1− 2x3,
což dosadíme do zbývajících 3 rovnic, čímž po úpravě dostaneme

6 + x2 − 12x3 + y1 = 0, (3.1.241)

1 + 2x2 − 4x3 = 0, (3.1.242)

−2x2 + 4x3 + 2y1 = 0, (3.1.243)

nyní od (3.1.243) odečteme dvojnásobek (3.1.241), čímž získáme

−4x2 + 28x3 − 12 = 0,

což společně s (3.1.242) tvoří soustavu. Řešením této soustavy je bod x2 = 1/2
a x3 = 1/2. Proměnnou x1 potom dopočítáme, celkově máme bod

[
0, 1

2 , 1
2

]
.

Tento bod splňuje všechny podmínky z Lagrangeova principu.

Vzhledem k tomu, že jsme položením multiplikátoru rovného nule zanedbali
nerovnostní omezení, musíme ještě ověřit, zda leží v přípustné množině. Jistě
platí

0− 1− 1/2− 2 ≤ 0,
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bod tedy v množině leží. Vzhledem k tomu, že je účelová funkce ostře konvexní
a se znalostí další teorie tak můžeme příklad uzavřít s tím, že jsme nalezli řešení.
Minimální hodnota účelové funkce na přípustné množině je f ∗ = 1

4 .

N
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Příklad 3.1.20.

Pomocí Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programování

f (x) = 3x2
1 + x1x2 + x2

2 − 2x2x3 + 2x2
3 → min,

x2
1 − 2x2 − x3 ≤ 2, x1 + 2x3 = 2, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0.

Nápověda: polynom −32z3 + 156z2 − 241z + 92 má jediný reálný kořen z ≈ 0, 56356.

Řešení. Před samotným počítáním si opět uvědomíme, že zadaná funkce je spojitá na kom-
paktní množině. Z Weierstrassovy věty tedy víme, že zadaný problém má alespoň jedno
řešení.

Nyní musíme zjistit, jak bude vypadat Lagrangeova funkce, konkrétně to, zda bude
obsahovat multiplikátor y0 u účelové funkce. K tomu můžeme využít pouze podmínku
lineární nezávislosti gradientů aktivních omezení, nebot’ úloha obsahuje jak nerovnostní,
tak rovnostní omezení. Nejprve však musíme ověřit, zda jsou splněny předpoklady KKT
věty, které jsou: diferencovatelnost funkcí (účelové funkce i funkcí zadávajících omezení),
konvexnost účelové funkce, nerovnostní omezení dána konvexními funkcemi a rovnostní
omezení dána afinními funkcemi.

Hessova matice účelové funkce je

∇2( f (x)) =

 6 1 0
1 2 −2
0 −2 4

 .

Tato matice je pozitivně definitní, zadaná funkce je tedy ostře konvexní na celém R3. Ome-
zení jsou dána pomocí funkcí

g1(x1, x2, x3) = x1 + 2x3 − 2,

g2(x1, x2, x3) = x2
1 − 2x2 − x3 − 2,

g3(x1, x2, x3) = −x2,

g4(x1, x2, x3) = −x3.

Čtenář snadno ověří, že funkce zadávající omezení g2 je konvexní, ostatní funkce zadá-
vající omezení jsou afinní, a tedy i konvexní. Všechny funkce jsou diferencovatelné, před-
poklady Karushovy–Kuhnovy–Tuckerovy věty jsou tak splněny. K ověření toho, zda mů-
žeme brát y0 = 1, využijeme již zmiňovanou podmínku lineární nezávislosti gradientů,
které jsou

grad(g1(x)) = (1, 0, 2)T, grad(g2(x)) = (2x1,−2,−1)T,

grad(g3(x)) = (0,−1, 0)T, grad(g4(x)) = (0, 0,−1)T.
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Podrobnější ověření této podmínky necháme na čtenáři, který jistě dojde k závěru, že pod-
mínka lineární nezávislosti je splněna a můžeme vzít multiplikátor y0 jako roven jedné.

Již víme, že naše úloha je úlohou konvexního programování, což znamená, že najdeme-
li bod splňující podmínky z Lagrangeova principu, bude se jednat o řešení. Stejně jako
v některých předchozích příkladech budeme uvažovat omezení dané funkcemi g3 a g4

jako součást přímého omezení, a to proto, že v úloze budeme mít takto pouze 2 multipli-
kátory. Vzhledem k omezením na znaménka ale dostaneme v podmínkách z Lagrangeova
principu nerovnosti.

Nyní již můžeme sestavit Lagrangeovu funkci, která je ve tvaru

L(x1, x2, x3, y1, y2) = 3x2
1 + x1x2 + x2

2 − 2x2x3 + x2
3+

+ y1(x1 + 2x3 − 2) + y2(x2
1 − 2x2 − x3 − 2),

kde y1 a y2 jsou Lagrangeovy multiplikátory. Podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : 6x1 + x2 + y1 + 2y2x1 = 0, (3.1.244)

Lx2 : x1 + 2x2 − 2x3 − 2y2 ≥ 0, (= 0 pro x2 > 0) (3.1.245)

Lx3 : −2x2 + 4x3 + 2y1 − y2 ≥ 0, (= 0 pro x3 > 0) (3.1.246)

nebot’ hledáme stacionární bod Lagrangeovy funkce. Nerovnosti vystupují u proměnných
omezených na znaménko. Dále doplníme podmínku komplementarity, která je

y2(x2
1 − 2x2 − x3 − 2) = 0, (3.1.247)

sepíšeme si zde i rovnostní podmínku

x1 + 2x3 − 2 = 0, (3.1.248)

a podmínku duality ve tvaru

y2 ≥ 0,

nebot’ hledáme minimum. Multiplikátor y1 může nabýt libovolné znaménko.

Nyní potřebujeme najít řešení této soustavy tvořené třemi nerovnostmi a třemi rov-
nostmi, což není obecně jednoduchý problém. My si ho ovšem rozdělíme na čtyři případy
v závislosti na tom, zda jsou proměnné x2 a x3 nulové či ne. Proměnnou x1 do dělení si-
tuací nezahrnujeme, nebot’ může mít libovolné znaménko. Tyto případy si nyní postupně
vypíšeme a prozkoumáme. Začneme možností, ve které jsou obě proměnné nulové, nebot’
poté se podmínky výrazně zjednoduší.

(I) x2 = 0 a x3 = 0
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V tomto případě řešíme soustavu

6x1 + y1 + 2y2x1 = 0, (3.1.249)

x1 − 2y2 ≥ 0, (3.1.250)

2y1 − y2 ≥ 0, (3.1.251)

y2(x2
1 − 2) = 0, (3.1.252)

x1 − 2 = 0, (3.1.253)

y2 ≥ 0. (3.1.254)

Z rovnice (3.1.253) ihned vidíme, že x1 = 2. Z (3.1.252) pak musí platit y2 = 0,
aby byla splněna podmínka komplementarity. Hodnotu multiplikátoru y1 pak do-
počítáme z (3.1.249) jako y1 = −6x1 = −12. Tento multiplikátor není omezen na
znaménko, takže nám záporná hodnota nevadí. Dosadíme-li ji ovšem do (3.1.251),
získáme

−24 ≥ 0,

což jistě neplatí. Dostali jsme se tedy do sporu a víme, že touto volbou proměnných
řešení nenajdeme.

(II) x2 = 0 a x3 > 0

V tomto případě získáme soustavu

6x1 + y1 + 2y2x1 = 0, (3.1.255)

x1 − 2x3 − 2y2 ≥ 0, (3.1.256)

4x3 + 2y1 − y2 = 0, (3.1.257)

y2(x2
1 − x3 − 2) = 0, (3.1.258)

x1 + 2x3 − 2 = 0, (3.1.259)

y2 ≥ 0. (3.1.260)

Její řešení si pro zjednodušení rozdělíme na dvě situace podle hodnoty multipliká-
toru y2.

(a) y2 > 0

V tomto případě musí z podmínky komplementarity platit x2
1 − x3 − 2 = 0,

z čehož si vyjádříme x3 jako

x3 = x2
1 − 2.

Dosazením do (3.1.259) dostaneme kvadratickou rovnici

2x2
1 + x1 − 6 = 0,
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jejíž kořeny jsou x11 = 3/2 a x12 = −2. Příslušná x3 jsou poté x31 = 1/4 a x32 =

2. Pro bod [3/2, 0, 1/4] dostaneme z (3.1.255) a (3.1.257) soustavu

9 + y1 + 3y2 = 0,

1 + 2y1 − y2 = 0,

jejímž řešením je bod [−12/7,−17/7]. Vzhledem k podmínce komplementarity
a situaci, ve které se nacházíme, nemůže být hodnota multiplikátoru y2 záporná,
tento bod tedy k řešení nevede.

Nyní ověříme, zda bod [−2, 0, 2] splňuje podmínky z Lagrangeova principu.
V tomto případě získáme soustavu

−12 + y1 − 4y2 = 0,

8 + 2y1 − y2 = 0,

jejímž řešením je [−44/7,−32/7], což je opět ve sporu. Ani touto volbou jsme
nezískali řešení.

(b) y2 = 0

V tomto případě je podmínka komplementarity i duality jistě splněna. Z upra-
vené podmínky (3.1.255) si vyjádříme

y1 = −6x1,

což dosadíme do (3.1.257), čímž získáme

4x3 − 12x1 = 0, a tedy x3 = 3x1.

Z (3.1.259) pak získáme

x1 + 6x1 = 2, a tedy x1 =
2
7

.

Proměnnou x3 potom dopočítáme jako x3 = 6
7 . Bez toho, aniž bychom dopo-

čítali hodnotu multiplikátoru y1, z (3.1.256) vidíme, že nalezený bod nesplňuje
podmínky z Lagrangeova principu, nebot’

2/7− 12/7 � 0.

Nyní již víme, že proměnná x2 jistě není v hledaném bodě nulová.

(III) x2 > 0 a x3 = 0
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V tomto případě se soustava z Lagrangeova principu zjednoduší na

6x1 + x2 + y1 + 2y2x1 = 0, (3.1.261)

x1 + 2x2 − 2y2 = 0, (3.1.262)

−2x2 + 2y1 − y2 ≥ 0, (3.1.263)

y2(x2
1 − 2x2 − 2) = 0, (3.1.264)

x1 − 2 = 0, (3.1.265)

y2 ≥ 0. (3.1.266)

Z (3.1.265) vidíme, že x1 = 2. Další řešení si pro jednoduchost opět rozdělíme na dvě
situace podle hodnoty multiplikátoru y2.

(a) y2 > 0

V tomto případě musí z podmínky komplementarity platit

x2
1 − 2x2 − 2 = 0, po dosazení za x1 2− 2x2 = 0.

Muselo by tedy platit x2 = 1. Nyní můžeme z (3.1.261) a (3.1.262) dopočítat
hodnoty multiplikátorů, řešíme tedy soustavu

13 + y1 + 2y2x1 = 0,

4− 2y2 = 0,

ze které plyne y2 = 2 a y1 = −21. Dosadíme-li nalezený bod do (3.1.263), dosta-
neme

−4− 42− 2 = −48 � 0,

nalezený bod tak nesplňuje všechny podmínky z Lagrangeova principu.

(b) y2 = 0

V tomto případě získáme z (3.1.262) rovnost

2 + 2x2 = 0,

proměnná x2 by musela být záporná, což je ve sporu. Ani jednou možností jsme
se nedopracovali k řešení, zbývá nám poslední varianta.

(IV) x2 > 0 a x3 > 0

V tomto případě řešíme soustavu

6x1 + x2 + y1 + 2y2x1 = 0, (3.1.267)

x1 + 2x2 − 2x3 − 2y2 = 0, (3.1.268)

−2x2 + 4x3 + 2y1 − y2 = 0, (3.1.269)

y2(x2
1 − 2x2 − 2) = 0, (3.1.270)

x1 + 2x3 − 2 = 0, (3.1.271)

y2 ≥ 0. (3.1.272)
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Její řešení si opět rozdělíme na dvě situace v závislosti na tom, zda je multiplikátor
y2 nulový (tzn. zanedbáváme některé omezení) či ne.

(a) y2 = 0

V tomto případě získáme dosazením soustavu 4 rovnic o 4 neznámých, pod-
mínka komplementarity a duality je jistě splněna. Tato soustava je ve tvaru

6x1 + x2 + y1 = 0, (3.1.273)

x1 + 2x2 − 2x3 = 0, (3.1.274)

−2x2 + 4x3 + 2y1 = 0, (3.1.275)

x1 + 2x3 − 2 = 0. (3.1.276)

Vzhledem k podobnosti s předchozím příkladem ponecháme její podrobnější
řešení na čtenáři. Bod, který jejím řešením dostaneme, je [0, 1, 1]. Hodnotu mul-
tiplikátoru y1 poté můžeme dopočítat jako y1 = −1. Tento bod splňuje všechny
podmínky z Lagrangeova principu.

Vzhledem k tomu, že jsme položením multiplikátoru rovného nule zanedbali
nerovnostní omezení musíme ještě ověřit, zda leží v přípustné množině. Jistě
platí

0− 2− 1− 2 ≤ 0,

bod tedy v množině leží. Vzhledem k tomu, že je účelová funkce ostře konvexní
a se znalostí další teorie tak můžeme příklad uzavřít s tím, že jsme nalezli řešení.
Minimální hodnota účelové funkce na přípustné množině je f ∗ = 1.

N
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Příklad 3.1.21.

Pomocí Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programování

f (x) = 4x2
1 + 4x1x2 + 3x2

2 − 4x2x3 + 2x2
3 + x1 + 4x2 − 2x3 → min,

x1 − x2 + 2 ≤ 0, 2x1 + x2 − x3 ≤ 2, x1 ≥ 0.

Řešení. Před samotným počítáním si opět uvědomíme, že zadaná funkce je spojitá na kom-
paktní množině. Z Weierstrassovy věty tedy víme, že zadaný problém má alespoň jedno
řešení.

Nyní musíme zjistit, jak bude vypadat Lagrangeova funkce, konkrétně to, zda bude
obsahovat multiplikátor y0 u účelové funkce. K tomu můžeme využít např. Slaterovu pod-
mínku, nebot’ úloha obsahuje pouze nerovnostní omezení. Nejprve však musíme ověřit,
zda jsou splněny předpoklady KKT věty, které jsou: diferencovatelnost funkcí (účelové
funkce i funkcí zadávajících omezení), konvexnost účelové funkce, nerovnostní omezení
dána konvexními funkcemi a rovnostní omezení dána afinními funkcemi.

Hessova matice účelové funkce je

∇2( f (x)) =

 8 4 0
4 6 −4
0 −4 4

 .

Tato matice je pozitivně semidefinitní, zadaná funkce je tedy konvexní na celém R3. Ome-
zení jsou dána pomocí funkcí

g1(x1, x2, x3) = x1 − x2 + 2,

g2(x1, x2, x3) = 2x1 + x2 − x3 − 2,

g3(x1, x2, x3) = −x1.

Všechny funkce zadávající omezení jsou afinní, a tedy i konvexní. Funkce jsou též diferen-
covatelné, předpoklady Karushovy–Kuhnovy–Tuckerovy věty jsou tak splněny. K ověření
toho, zda můžeme brát y0 = 1, využijeme již zmiňovanou Slaterovu podmínku, která platí
v případě, že existuje bod, který splňuje všechna omezení ostře. Tímto bodem je napří-
klad bod [1, 4, 7], podrobnější ověření ponecháme na čtenáři. Výsledkem je, že podmínka
je splněna a můžeme vzít multiplikátor y0 jako roven jedné.

Již víme, že naše úloha je úlohou konvexního programování, což znamená, že najdeme-
li bod splňující podmínky z Lagrangeova principu, bude se jednat o řešení. Vzhledem
k tomu, že účelová funkce je konvexní, ale ne ostře konvexní ovšem můžeme najít více ře-
šení se stejnou funkční hodnotou. Stejně jako v některých předchozích příkladech budeme
uvažovat omezení dané funkcí g3 jako součást přímého omezení, a to proto, že v úloze
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budeme mít takto pouze 2 multiplikátory. Vzhledem k omezením na znaménka ale dosta-
neme v podmínkách z Lagrangeova principu nerovnosti.

Nyní již můžeme sestavit Lagrangeovu funkci, která je ve tvaru

L(x1, x2, x3, y1, y2) = 4x2
1 + 4x1x2 + 3x2

2 − 4x2x3 + 2x2
3 + x1 + 4x2 − 2x3

+ y1(x1 − x2 + 2) + y2(2x1 + x2 − x3 − 2),

kde y1 a y2 jsou Lagrangeovy multiplikátory. Podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : 8x1 + 4x2 + 1 + y1 + 2y2 ≥ 0, (= 0 pro x1 > 0) (3.1.277)

Lx2 : 4x1 + 6x2 − 4x3 + 4− y1 + y2 = 0, (3.1.278)

Lx3 : −4x2 + 4x3 − 2− y2 = 0, (3.1.279)

nebot’ hledáme stacionární bod Lagrangeovy funkce. Nerovnost vystupuje pouze u pro-
měnné omezené na znaménko. Dále doplníme podmínky komplementarity, které jsou

y1(x1 − x2 + 2) = 0, (3.1.280)

y2(2x1 + x2 − x3 − 2) = 0, (3.1.281)

a podmínky duality ve tvaru
y1 ≥ 0, y2 ≥ 0

nebot’ hledáme minimum.
Nyní potřebujeme najít řešení této soustavy tvořené třemi nerovnostmi a čtyřmi rov-

nostmi, což není obecně jednoduchý problém. My si ho ovšem rozdělíme na dva případy
v závislosti na tom, zda je proměnná x1 nulová či ne. Proměnné x2 a x3 do dělení situ-
ací nezahrnujeme, nebot’ můžou mít libovolné znaménko. Tyto případy si nyní vypíšeme
a prozkoumáme. Začneme možností, ve které je x1 = 0.

(I) x1 = 0

V tomto případě řešíme soustavu

4x2 + 1 + y1 + 2y2 ≥ 0, (3.1.282)

6x2 − 4x3 + 4− y1 + y2 = 0, (3.1.283)

−4x2 + 4x3 − 2− y2 = 0, (3.1.284)

y1(−x2 + 2) = 0, (3.1.285)

y2(x2 − x3 − 2) = 0, (3.1.286)

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0. (3.1.287)

Řešení této soustavy si pro zjednodušení rozdělíme na tyto čtyři varianty v závislosti
na hodnotě multiplikátorů.
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(a) y1 = 0 a y2 = 0

V tomto případě jsou splněny podmínky komplementarity. Z (3.1.283) a (3.1.284)
dostaneme soustavu pro x2 a x3, jejím řešením je bod x2 = −1, x3 = −1/2.
Vzhledem k tomu, že jsme zanedbali omezení, která určují přípustnou mno-
žinu, musíme nyní ověřit, že v ní tento bod leží. Pro nulové x1 a záporné x2

nedojde ke splnění podmínky x1 − x2 + 2 ≤ 0, tato situace nás tak nedovedla
k řešení a v postupu úlohy pokračujeme dále.

(b) y1 > 0 a y2 = 0

V tomto případě musí z (3.1.285) platit x2 = 2. Z (3.1.284) pak dopočítáme x3

jako x3 = 5/2. Hodnotu multiplikátoru y1 pak získáme dosazením do (3.1.283),
máme tak y1 = 6x2 − 4x3 + 4 = 6 > 0. Vzhledem k tomu, že jsme zanedbali
druhé nerovnostní omezení musíme nyní ověřit, že se bod nachází v přípustné
množině. Protože platí 2 · 0 + 2 − 5/2 − 2 ≤ 0, nalezený bod splňuje druhou
nerovnostní podmínku. Našli jsme tak bod, který vyhovuje všem podmínkám
z Lagrangeova principu a leží v přípustné množině. Vzhledem k tomu, že máme
úlohu konvexního programování se proto určitě jedná o řešení. Účelová funkce
ovšem není ostře konvexní, dalším postupem tak můžeme najít alternativní ře-
šení.

(c) y1 = 0 a y2 > 0

V tomto případě z (3.1.286) dostaneme x2 = x3 + 2, což dosadíme do (3.1.283) a
(3.1.284), čímž získáme soustavu v proměnných x3 a y2. Tato soustava

2x3 + y2 + 16 = 0 a 8x3 − y2 + 6 = 0

má řešení x3 = 11/5 a y2 = −20, 4 < 0, což je ve sporu se zadanou podmínkou
na kladný multiplikátor. Opět jsme tak došli ke sporu.

(d) y1 > 0 a y2 > 0

V tomto případě musí z (3.1.285) platit x2 = 2. Z (3.1.286) poté dostaneme x3 =

0. Z (3.1.284) nyní dostaneme hodnotu multiplikátoru jako y2 = −4x2 + 4x3 −
2 = −8− 2 = −10, což je opět ve sporu.

Při hledání alternativního řešení tak můžeme postupovat dále. Vzhledem k tomu, že
jsme již řešení našli, necháme další postup, tj. hledání dalšího řešení, úlohy na čte-
náři, který prozkoumáním všech možností pro x1 > 0 dojde k závěru, že alternativní
řešení neexistuje. Minimální funkční hodnota, kterou na přípustné množině nabývá
účelová funkce, je f ∗ = −5.

N
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Příklad 3.1.22.

Pomocí Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programování

f (x1, x2) = x1 + x2
2 + 1→ min,

x3
1 − x3

2 ≤ 1, x1 ≥ 0.

Příklad 3.1.23.

Pomocí Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programování

f (x1, x2) = x3
1 − 3x1x2 + x3

2 → min,

x2 − 2x2
1 ≤ 0, 0 ≤ x1 ≤ 3, x2 ≥ 0.

Příklad 3.1.24.

Pomocí Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programování

f (x1, x2) = x2
1 + 2x1x2 − 4x1 − 2x2 → min,

x2
1 − 2x2 ≤ 0, 2x1 + x2 ≤ 6, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Řešení. Před samotným počítáním si opět uvědomíme, že zadaná funkce je spojitá. Mno-
žiny vytyčené jednotlivými funkcemi jsou navíc konvexní, tj. i jejich průnik bude konvexní
množina.

Nyní musíme zjistit, jak bude vypadat Lagrangeova funkce, konkrétně to, zda bude
obsahovat multiplikátor y0 u účelové funkce. Nejprve se podíváme na to, zda jsou splněny
předpoklady KKT věty, které jsou: diferencovatelnost funkcí (účelové funkce i funkcí za-
dávajících omezení), konvexnost účelové funkce, nerovnostní omezení dána konvexními
funkcemi a rovnostní omezení dána afinními funkcemi. Hessova matice účelové funkce je

∇2( f (x)) =

(
2 2
2 0

)
.

Tato matice je iddefinitní, zadaná funkce tedy není konvexní na celém R2. Jistě tak nejsou
splněny předpoklady KKT věty. Pro úplnost si zde vypíšeme funkce zadávající omezení,
které jsou

g1(x1, x2) = x2
1 − 2x2,

g2(x1, x2) = 2x1 + x2 − 6,

g3(x1, x2) = −x1

g4(x1, x2) = −x2.
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Funkce g1 je konvexní, což čtenář ověří např. pomocí Hessovy matice. Funkce g2, g3 a g4

jsou afinní, a tedy konvexní.
Z těchto poznatků vidíme, že nejsou splněny požadavky KKT věty. Musíme proto vy-

užít jinou strategii, a to Lagrangeův princip, jehož předpoklady jsou konvexní množina P,
diferencovatelnost účelové funkce a funkcí zadávajících nerovnostní omezení v x∗ a spo-
jitá diferencovatelnost funkcí zadávajících rovnostní omezení v nějakém okolí x∗. Tato věta
nám říká, že jestliže je bod x∗ lokálním řešením úlohy matematického programování, pak
existují Lagrangeovy multiplikátory se stejnými vlastnostmi jako v předchozích příkla-
dech. Předpoklady věty o Lagrangeově principu jsou v našem případě splněny.

Pro zaručení toho, že můžeme brát y0 = 1, zde můžeme využít Slaterovu podmínku,
nebot’ všechny funkce zadávající nerovnostní omezení jsou konvexní. Bodem, který ostře
splní všechny zadané podmínky, je např. bod [1, 1]. Slaterova podm9nka je tak splněna
a my můžeme vzít y0 = 1.

Nyní již můžeme sestavit Lagrangeovu funkci, která je ve tvaru

L(x1, x2, y1, y2) = x2
1 + 2x1x2 − 4x1 − 2x2 + y1(x2

1 − 2x2)+

+ y2(2x1 + x2 − 6),

kde y1 a y2 jsou Lagrangeovy multiplikátory. Jako množinu P nyní uvažujeme R++, což je
jistě otevřená množina. Podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : 2x1 + 2x2 − 4 + 2x1y1 + 2y2 ≥ 0, (= 0 pro x1 > 0) (3.1.288)

Lx2 : 2x1 − 2− 2y1 + y2 ≥ 0, (= 0 pro x2 > 0), (3.1.289)

nebot’ hledáme stacionární bod Lagrangeovy funkce, přičemž nerovnosti zde jsou kvůli
omezením na znaménko u obou proměnných. Dále doplníme podmínky komplementarity,
které jsou

y1(x2
1 − 2x2) = 0, (3.1.290)

y2(2x1 + x2 − 6) = 0, (3.1.291)

a podmínky duality ve tvaru

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0,

nebot’ hledáme minimum.
Nyní potřebujeme najít řešení této soustavy tvořené čtyřmi nerovnostmi a dvěma rov-

nostmi, což není obecně jednoduchý problém. My si ho ovšem rozdělíme na čtyři případy
v závislosti na tom, zda jsou proměnné nulové či ne. Tyto případy si nyní vypíšeme a pro-
zkoumáme. Začneme možností, ve které jsou obě proměnné nulové.

(I) x1 = 0 a x2 = 0
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V tomto případě musí platit y2 = 0, aby byla splněna podmínka komplementarity.
Nerovnost (3.1.288) v tomto případě ovšem neplatí, nebot’ −4 � 0. Tento případ tak
nevede k řešení. Pokračujeme možností, ve které jsou obě proměnné nenulové, nebot’
poté se podmínky zjednoduší do tvaru rovností.

(II) x1 > 0 a x2 > 0

V tomto případě řešíme soustavu

2x1 + 2x2 − 4 + 2x1y1 + 2y2 = 0, (3.1.292)

2x1 − 2− 2y1 + y2 = 0, (3.1.293)

y1(x2
1 − 2x2) = 0, (3.1.294)

y2(2x1 + x2 − 6) = 0, (3.1.295)

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0. (3.1.296)

Její řešení si rozdělíme na několik případů v závislosti na hodnotě multiplikátorů.

• y1 = 0 a y2 = 0

V případě, že jsou oba multiplikátory nulové, získáme bod [1, 1], který i přes
zanedbání omezení leží v přípustné množině a je naším prvním kandidátem na
řešení, označíme ho P1. Funkční hodnota v tomto bodě je f1 = −3. Vzhledem
k tomu —————————————————

• y1 > 0 a y2 = 0

V tomto případě musí z první podmínky komplementarity platit x2
1 = 2x2.

Dosadíme-li do první podmínky Lagrangeova principu za x2, získáme

2x1 + x2
1 − 4 + 2x1y1 = 0.

Ze druhé podmínky navíc víme, že

2x1 − 2 = 2y1, a tedy y1 = x1 − 1.

Spojením těchto informací dostaneme

2x1 + x2
1 − 4 + 2x2

1 − 2x1 = 0, a tedy x2
1 =

4
3

, x1 = ± 2√
3

.

Vzhledem k tomu, že x1 > 0, uvažujeme pouze x1 = 2/
√

3. Proměnnou x2 do-
počítáme jako x2 = 1

2 x2
1 = 2

3 . Příslušné y1 v tomto případě kladné, našli jsme tak
bod vyhovující všem podmínkám z Lagrangeova principu. Vzhledem k tomu,
že jsme zanedbali druhé funkcionální omezení, musíme nyní ověřit, že se nale-
zený bod nachází v přípustné množině, což platí, nebot’

2 · 2√
3
+

2
3
− 6 ≤ 0.
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Máme tak druhého kandidáta na řešení, ozn P2 = [2/
√

3, 2/3]. Funkční hodnota
v tomto bodě je f2 = −16

√
3

9
.
= −3, 0792.

• y1 = 0 a y2 > 0

V tomto případě musí z podmínky komplementarity platit 2x1 + x2 − 6 = 0.
První dvě podmínky z Lagrangeova principu jsou nyní ve tvaru

2x1 + 2x2 − 4 + 2y2 = 0, a 2x1 − 2 + y2 = 0,

se znalostí x2 = 6− 2x1 získáme řešení soustavy, kterým je x1 = 2 a y2 = −2,
což je ve sporu s předpokladem. Pokračujeme tedy na další případ.

• y1 > 0 a y2 > 0

V tomto případě musí platit x2
1 = 2x2 a zároveň 2x1 + x2 − 6 = 0. Řešením této

soustavy je bod x1 = 2 a x2 = 2, druhý kořen rovnice x2
1/2+ 2x1− 6 = 0 je x1 =

−6, což nesplňuje omezení na znaménko. První dvě podmínky z Lagrangeova
principu jsou nyní ve tvaru

4 + 4y1 + 2y2 = 0, a 2− 2y1 + y2 = 0,

řešením je bod, ve kterém je y2 = −2, což je ve sporu s požadavkem a ve vý-
počtu této situace proto již nemusíme pokračovat. Celkem jsme pro tuto situaci
získali dva kandidáty na řešení, body P1 a P2.

(III) x1 > 0 a x2 = 0

Vzhledem k tomu, že již víme, že situace obou proměnných nulových nevede k ře-
šení, musí nyní kvůli (3.1.290) platit y1 = 0. Ze druhé podmínky komplementarity
získáváme dvě možnosti, které mohou nastat, a to y2 = 0 a x1 = 3.

V případě, že jsou oba multiplikátory nulové, musí z (3.1.288) platit x1 = 2. Bod [2, 0]
ovšem neleží v přípustné množině, což čtenář snadno ověří dosazením do funkce
zadávající první omezení.

V případě, že x1 = 3, musí pro multiplikátor y2 z (3.1.288) platit y2 = −1, což je
ve sporu s podmínkou duality. Ani jeden z uvedených případů nás tak nepřivedl
k řešení a ve výpočtu pokračujeme dále.

(IV) x1 = 0 a x2 > 0

Vzhledem k tomu, že již víme, že situace obou proměnných nulových nevede k ře-
šení, musí nyní kvůli (3.1.290) platit y1 = 0. Pro y2 pak y (3.1.289) dostaneme

−2 + y2 = 0,

a tedy y2 = 2. Kvůli druhé podmínce komplementarity pak musí platit x2 = 6. Našli
jsme tak bod, který splňuje všechny podmínky z Lagrangeova principu. Vzhledem
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572 III. Úlohy matematického programování

k tomu, že je multiplikátor y1 nulový, musíme nyní ověřit, že bod splňuje podmínku
x2

1 − 2x2 ≤ 0, což splňuje. Našli jsme tedy třetího kandidáta na řešení příkladu.
Funkční hodnota v tomto bodě je f ∗ = −12, což je menší než v P1 a P2, a proto se
jedná o řešení příkladu. Funkci na přípustné množině minimalizuje bod P3 = [0, 6].

N
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Příklad 3.1.25.

Pomocí Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programování

f (x1, x2) = x2
1 + (x2 − 1)2 → min,

x2
1 + 4x2

2 ≤ 4, 2x2
1 + x2 ≥ 2, x1 ≥ 2x2.

Řešení. Před samotným počítáním si opět uvědomíme, že zadaná funkce je spojitá na kom-
paktní množině. Z Weierstrassovy věty tedy víme, že zadaný problém má alespoň jedno
řešení.

Nyní musíme zjistit, jak bude vypadat Lagrangeova funkce, konkrétně to, zda bude
obsahovat multiplikátor y0 u účelové funkce. K tomu můžeme využít např. Slaterovu pod-
mínku, nebot’ úloha obsahuje pouze nerovnostní omezení. Nejprve však musíme ověřit,
zda jsou splněny předpoklady KKT věty, které jsou: diferencovatelnost funkcí (účelové
funkce i funkcí zadávajících omezení), konvexnost účelové funkce, nerovnostní omezení
dána konvexními funkcemi a rovnostní omezení dána afinními funkcemi.

Hessova matice účelové funkce je

∇2( f (x)) =

(
2 0
0 2

)
.

Tato matice je pozitivně definitní, zadaná funkce je tedy ostře konvexní na celém R2. Ome-
zení jsou dána pomocí funkcí

g1(x1, x2) = x2
1 + 4x2

2 − 4,

g2(x1, x2) = −2x2
1 − x2 + 2,

g3(x1, x2) = −x1 + 2x2.

Funkce g1 je jistě konvexní, což čtenář ověří např. pomocí Hessovy matice. Funkce g2

ovšem konvexní není, nebot’ její Hessova matice je negativně semidefinitní. Funkce zadá-
vající poslední omezení je afinní, a tedy konvexní. Z těchto poznatků vidíme, že nejsou spl-
něny požadavky KKT věty. Musíme proto využít jinou strategii, a to Lagrangeův princip,
jehož předpoklady jsou konvexní množina P, diferencovatelnost účelové funkce a funkcí
zadávajících nerovnostní omezení v x∗ a spojitá diferencovatelnost funkcí zadávajících
rovnostní omezení v nějakém okolí x∗. Tato věta nám říká, že jestliže je bod x∗ lokál-
ním řešením úlohy matematického programování, pak existují Lagrangeovy multipliká-
tory se stejnými vlastnostmi jako v předchozích příkladech. Předpoklady věty o Lagran-
geově principu jsou v našem případě splněny.

Pro zaručení toho, že můžeme brát y0 = 1, nemůžeme využít Slaterovu podmínku,
jak jsme předpokládali, nebot’ jedna z funkcí zadávajících nerovnostní omezení není kon-
vexní. Musíme tak využít podmínku regulárního bodu, která nám zaručí y0 = 1. Touto pod-
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mínkou rozumíme ověření lineární nezávislosti gradientů aktivních omezení ve vnitřních
bodech množiny P. Množinu P uvažujeme P = R2.

Gradienty jednotlivých omezení jsou

grad(g1(x)) = (2x1, 8x2)
T, grad(g2(x)) = (−4x1,−1)T, grad(g3(x)) = (−1, 2)T

Nyní nejprve ověříme, zda můžou být aktivní všechna omezení zároveň. Vzhledem k to-
mu, že ze 3. omezení víme, že x1 = 2x2, můžeme nyní dosadit do 1. omezení, čímž dosta-
neme

(2x2)
2 + 4x2

2 − 4 = 0,

z čehož plyne x2
2 = 1/2. Dosadíme-li tuto hodnotu do 2. omezení, zjistíme, že k rovnosti

jistě nedojde. Všechna omezení tak nemůžou být aktivní zároveň.
V případě dvou omezení aktivních zároveň musíme prozkoumat tři případy.

• 1. a 2. omezení aktivní

V případě, že by byla aktivní tato dvě omezení zároveň musíme vyřešit, zda jsou
gradienty těchto omezení nezávislé. Gradienty by byly lineárně závislé pouze tehdy,
kdyby byl jeden z vektorů nulový, k čemuž může dojít pouze pro gradg1. V případě,
že by platilo x1 = x2 = 0 ovšem nejsou aktivní obě omezení, k této možnosti tak ne-
dojde. Další možností, která by znamenala lineární závislost vektorů, je to, že jeden
je násobkem druhého, v našem případě by tedy muselo platit 2x1 = −k4x1, z čehož
vidíme, že rovnost nastane pouze pro x1 = 0. Pro druhou složku postupujeme ob-
dobně, v případě lineární závislosti by muselo platit 8x2 = −k, z druhého omezení
navíc víme, že x2 = 2, (aby došlo k požadované rovnosti). Nalezený bod však jistě
nevyrovná i první omezení. Tato omezení tak nemůžou být aktivní zároveň a poža-
davek lineární nezávislosti je splněn.

• 1. a 3. omezení aktivní

V tomto případě požadujeme, aby platilo x1 = 2x2, gradienty by byly závislé v pří-
padě, že 2x1 = −k a 8x2 = 2k. Vzhledem k tomu, že nemůže nastat 4x2 = −k
a zároveň 8x2 = 2k, kromě případu x2 = 0 = k, můžeme tento případ uzavřít s tím,
že lineární nezávislost není porušena. Případ x1 = x2 = 0 je rozebrán výše.

• 2. a 3. omezení aktivní

V tomto případě je situace obdobná předchozím a její bližší posouzení proto pone-
cháme na čtenáři.

Pro úplnost zde musíme zmínit též ověření lineární nezávislosti jednotlivých vektorů.
V případě 2. a 3. gradientu ihned vidíme, že se nejedná o nulové vektory. V případě prv-
ního gradientu by nulovost mohla nastat pouze pro x1 = x2 = 0, z výše uvedené úvahy
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však víme, že v tomto bodě by omezení nebylo aktivní. Výsledkem posouzení lineární
nezávislosti je proto závěr, že můžeme pokračovat s y0 = 1.

Další postup již probíhá tak, jak jsme zvyklí. Nejprve sestavíme Lagrangeovu funkci,
která je ve tvaru

L(x1, x2, y1, y2, y3) = x2
1 + (x2 − 1)2 + y1(x2

1 + 4x2
2 − 4)+

+ y2(−2x2
1 − x2 + 2) + y3(−x1 + 2x2),

kde y1, y2 a y3 jsou Lagrangeovy multiplikátory. Podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : 2x1 + 2x1y1 − 4x1y2 − y3 = 0, (3.1.297)

Lx2 : 2x2 − 2 + 8x2y1 − y2 + 2y3 = 0, (3.1.298)

nebot’ hledáme stacionární bod Lagrangeovy funkce. Dále doplníme podmínky komple-
mentarity, které jsou

y1(x2
1 + 4x2

2 − 4) = 0, (3.1.299)

y2(−2x2
1 − x2 + 2) = 0, (3.1.300)

y3(−x1 + 2x2) = 0, (3.1.301)

a podmínky duality ve tvaru

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0, y3 ≥ 0,

nebot’ hledáme minimum.
Nyní potřebujeme najít řešení této soustavy tvořené třemi nerovnostmi a pěti rov-

nostmi, což není obecně jednoduchý problém. My si ho ovšem rozdělíme na dva případy
v závislosti na tom, zda jsou multiplikátory nulové či ne. Tyto případy si nyní vypíšeme
a prozkoumáme. Začneme možností, ve které jsou všechny nulové.

(I) y1 = 0, y2 = 0, y3 = 0

V tomto případě musí platit x1 = 0 a x2 = 1. Vzhledem k tomu, že jsme zanedbali
všechna omezení musíme nyní ověřit, že platí. Na první pohled si všimneme např.
toho, že neplatí poslední omezení, nebot’ 0+ 2 � 0. Tento případ tak nevede k řešení.

(II) y1 = 0, y2 = 0, y3 > 0

V tomto případě musí platit x1 = 2x2, z (3.1.297) a (3.1.298) pak dostaneme soustavu

4x2 − y3 = 0 a 2x2 − 2 + 2y3 = 0,

jejímž řešením je x2 = 1/5 a y3 = 4/5. Proměnnou x1 pak dopočítáme jako x1 = 2/5.
Vzhledem k tomu, že jsme zanedbali první dvě omezení nyní musíme ověřit, že je
nalezený bod splňuje. Vezmeme-li např. 2. omezení, získáme

−2 · 4
25
− 1

5
+ 2 � 0,
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bod tedy v množině neleží. Ani tímto způsobem jsme nezískali výsledek a postup
pokračuje.

(III) y1 = 0, y2 > 0, y3 = 0

V tomto případě z (3.1.300) musí platit x2
1 = 1− x2/2. Z (3.1.297) a (3.1.298) dosta-

neme soustavu
2x1 − 4x1y2 = 0 a 2x2 − 2− y2 = 0.

Z první rovnice vytknutím dostaneme

x1(2− 4y2) = 0,

musí tedy platit bud’ x1 = 0 nebo y2 = 1/2.

V případě, že x1 = 0 je x2 = 2 a multiplikátor y2 dopočítáme z (3.1.298) jako

yw = 2x2 − 2 = 4− 2 = 2 > 0.

Podmínky z Lagrangeova principu jsou splněny, bod ovšem neleží v přípustné mno-
žině, což čtenář ověří např. dosazením do třetího omezení.

V případě, že y2 = 1/2 dopočítáme x2 z (3.1.298) jako

2x2 = y2 + 2 = 5/2,

tj. x2 = 5/4. Pro x1 pak dostaneme

x2
1 = 1− x2

2
= 1− 5

8
=

3
8

.

Dosadíme-li nalezený bod do prvního omezení, získáme

3
8
+ 4 · 25

16
− 4 � 0,

takže bod neleží v množině. Ani jednou z variant jsme nezískali řešení a ve výpočtu
pokračujeme dále.

(IV) y1 > 0, y2 = 0, y3 = 0

V tomto případě platí x2
1 + 4x2

2 − 4 = 0. Z rovnic (3.1.297) a (3.1.298) dostaneme
soustavu

2x1 + 2x1y1 = 0 a 2x2 − 2 + 8x2y1 = 0.

Obdobně jako v předchozí možnosti vytknutím v první rovnici dostaneme x1(2 +

2y1) = 0. V tomto případě je možné pouze x1 = 0, nebot’ požadujeme nezápornost
multiplikátoru. Pro x1 = 0 platí x2

2 = 1, tj. x2 = ±1. V případě, že x2 = −1 z (3.1.298)
dostaneme

−2− 2− 8y1 = 0,
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z čehož plyne, že by y1 muselo být záporné. V případě, že x2 = 1 z (3.1.298) dosta-
neme

2− 2 + 8y1 = 0,

z čehož plyne, že by y1 muselo být nula. Obě situace vedou do sporu s předpokla-
dem, takže touto volbou řešení nenajdeme.

(V) y1 > 0, y2 > 0, y3 = 0

V tomto případě můžeme postupovat například následujícím způsobem. Podmínku
(3.1.297) upravíme vytknutím x1 na

2x1(1 + y1 − 4y2) = 0,

tj. musí platit bud’ x1 = 0 nebo y1 = 4y2 − 1. Navíc z (3.1.300) víme, že platí x2
1 =

1− x2/2.

V případě, že x1 = 0 tak dostaneme x2 = 2, tj. máme bod [0, 2]. Tento bod ovšem
nepatří do přípustné množiny, nebot’ jistě platí, že 0 � 4.

Musí tedy platit y1 = 4y2 − 1. Z (3.1.300) musí opět platit x2
1 = 1− x2/2. Z (3.1.299)

platí též x2
1 + 4x2

2 − 4 = 0, celkem tedy máme rovnici

4x2
2 −

x2

2
− 3 = 0,

jejíž kořeny jsou

x21,2 =
1

16
±
√

193
16

.

Příslušná x2
1 jsou pak x2

1 = 31
32 ∓

√
193
32 . Dosadíme-li za x2 a y1 do (3.1.298) dostaneme

2

(
1

16
±
√

193
16

)
− 2 + 8

(
1

16
±
√

193
16

)
(4y2 − 1)− y2 = 0.

Tuto rovnost upravíme na

6

(
1
16
±
√

193
16

)
+ 2 = y2(2± 2

√
193− 1),

z čehož plyne y2
.
= 0, 2635 pro znaménko plus mezi sčítanci v x2 a y2

.
= 0, 1058 pro

znaménko mínus. Ve druhém případě je příslušné y1 záporné, dochází tak ke sporu.
Jediná možnost, která může nastat je y2

.
= 0, 2635, a tedy y1 = 0, 054. Našli jsme tedy

několik bodů ve tvaru
[
±
√

31
32 ∓

√
193
32 , 1

16 ±
√

193
16

]
pro které jsou oba multiplikátory

kladné.
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(VI) y1 > 0, y2 = 0, y3 > 0

V tomto případě máme z podmínky (3.1.301) x1 = 2x2. Dosazením do (3.1.299) do-
staneme 8x2

2− 4 = 0, a tedy x2
2 = 1/2. Celkem tak získáme dva body, a to [

√
2,
√

2/2]
a [−
√

2,−
√

2/2].

V prvním případě (obě souřadnice kladné) dostaneme z rovnic (3.1.297) a (3.1.298)
soustavu

2
√

2 + 2
√

2y1 − y3 = 0 a
√

2− 2 + 4
√

2y1 + 2y3 = 0.

Řešením této soustavy je y1 =
√

2/4− 5/8 < 0. Ve výpočtu tak nemusíme pokračo-
vat dál, nebot’ k řešení se jistě nedobereme.

Ve druhém případě (obě souřadnice záporné) dostaneme z rovnic (3.1.297) a (3.1.298)
soustavu

−2
√

2− 2
√

2y1 − y3 = 0 a −
√

2− 2− 4
√

2y1 + 2y3 = 0.

Řešením této soustavy je y1 = −
√

2/4− 5/8 < 0. Ani touto možností jsme řešení
nezískali.

(VII) y1 = 0, y2 > 0, y3 > 0

V tomto případě máme z podmínky (3.1.301) x1 = 2x2. Dosazením do (3.1.300) do-
staneme −2x2

1 − x1/2 + 2 = 0, řešením této rovnice jsou body x1 = −1/8±
√

65/8.
Celkem tak získáme dva body, a to [−1/8 −

√
65/8,−1/16 −

√
65/16] a [−1/8 +√

65/8,−1/16 +
√

65/16]. Pro první zmíněný bod získáme z (3.1.297) rovnici

−1
4
−
√

65
4

+

(
1
2
+

√
65
2

)
y2 − y3 = 0.

Z (3.1.298) dál dostaneme

−1
8
−
√

65
8
− 2− y2 + 2y3 = 0.

První rovnici nyní vynásobíme dvěma a přičteme ke druhé rovnici, čímž dostaneme

(1 +
√

65 + 1)y2 =
21
8

+
5
√

65
8

.

Pro y3 pak získáme y3 = 19
8 + 3

√
65

8 .

(VIII) y1 > 0, y2 > 0, y3 > 0

V tomto případě by se musely, z podmínek komplementarity, realizovat všechna
omezení jako rovnosti. To ale není možné, jak již bylo uvedeno při ověřování line-
ární nezávislosti gradientů.
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Při hledání alternativního řešení tak můžeme postupovat dále. Vzhledem k tomu, že
jsme již řešení našli, necháme další postup, tj. hledání dalšího řešení, úlohy na čte-
náři, který prozkoumáním všech možností pro x1 > 0 dojde k závěru, že alternativní
řešení neexistuje. Minimální funkční hodnota, kterou na přípustné množině nabývá
účelová funkce, je f ∗ = −5.

N
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Příklad 3.1.26.

Uvažte úlohu matematického programování

f (x1, x2, x3) = −x3
1 + x3

2 − 2x1x2
3 → min,

2x1 + x2
2 + x3 = 5, 5x2

1 − x2
2 − x3 ≥ 2, x1 ≥ 0, x3 ≥ 0.

1. Pomocí Lagrangeova principu určete nutné podmínky pro stacionární body úlo-
hy.

2. Pomocí podmínek druhého řádu ukažte, že bod [1, 0, 3] je bodem lokálního vá-
zaného minima úlohy.

Příklad 3.1.27.

Pomocí Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programování

f (x1, x2) = 4x1 + 2x2 − 2x1x2 − x2
1 → min,

x2
1 − 2x2 ≤ 0, 2x1 + x2 ≤ 6, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Příklad 3.1.28.

Pomocí Lagrangeova principu vyřešte úlohu matematického programování

f (x1, x2) = 4x1 + 2x2
2 − 2x1x2 − x2

1 → min,

x2
1 − 2x2 ≤ 0, 2x1 + x2 ≤ 6, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Příklad 3.1.29.

Necht’ ρ ∈ R a uvažte úlohu matematického programování

f (x1, x2) = (x1 − 1)2 + x2
2 → min, x1 − ρx2

2 ≤ 0.

Pro jaké hodnoty ρ je bod x∗ = [0, 0] řešením úlohy?

© Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek 16. prosince 2020



III. 2. Dualita v matematickém programování 581

III. 2. Dualita v matematickém programování

Příklad 3.2.1.

Určete duální úlohu k úloze matematického programování

• f (x) = x2 + 2x + 2→ min, x ≤ 1

• f (x) = x2 + 2x + 2→ min, x + 2 ≤ 0

a ověřte platnost vztahu duality f ∗ = φ∗.

Řešení. 1. f (x) =
√

1 + x2 → min, x ≤ 1

Výpočet zahájíme určením účelové funkce pro duální úlohu. Nejprve tedy potřebu-
jeme určit funkci φ(y), která je dána jako infimum z regulární Lagrangeovy funkce
v proměnných x, y přes všechna x ∈ P, tj.

φ(y) = inf
x∈P

L(x, y).

Regulární Lagrangeovou funkcí rozumíme Lagrangeovu funkci, ve které je multipli-
kátor y0 roven jedné. V našem případě nemáme žádné přímé omezení, množinu P
proto můžeme vzít jako P = R. Omezení x ≤ 1 budeme brát jako funkcionální ome-
zení, funkci tohoto omezení si můžeme označit jako g1(x) = x− 1.

Nyní si již můžeme zapsat funkci φ(y) jako

φ(y) = inf
x∈R

{
x2 + 2x + 2 + y(x− 1)

}
.

Funkce x2 + 2x + 2 je (ostře) konvexní, což zjistíme pomocí druhé derivace, kterou
dostaneme číslo 2. Vzhledem k tomu, že k této funkci přičítáme pouze člen lineární
v x je celá funkce, jejíž infimum hledáme, (ostře) konvexní pro každé y ∈ R, z če-
hož plyne, že stačí pouze najít její stacionární bod, který navíc bude nanejvýš jeden.
V tomto bodě pak nastává hledané infimum. Derivací funkce φ(y) podle x dostaneme

2x + 2 + y = 0,

z čehož plyne, že

x =
−y− 2

2
,

což je pro y ∈ R hledaný stacionární bod. Hodnotu infima dostaneme dosazením
tohoto výrazu do funkce φ(y), čímž získáme

φ(y) =
(
−y− 2

2

)2

+ 2
(
−y− 2

2

)
+ 2 + y

(
−y− 2

2
− 1
)
=

=
y2 + 4y + 4

4
− y− 2 + 2− y2

2
− y− y = −y2

4
− 2y + 1.
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Duální úloha tedy je maximalizovat funkci φ(y), která je ve tvaru

φ(y) = −y2

4
− 2y + 1→ max, y ≥ 0,

přičemž y ≥ 0 vychází z toho, že v primární úloze máme dáno jedno nerovnostní
omezení.

Tuto úlohu již nebudeme řešit pomocí Lagrangeových multiplikátorů. Funkce φ(y)
je diferencovatelná a konkávní, při řešení nám tedy stačí najít její stacionární bod
a ujistit se, že leží v intervalu [0, ∞). Řešení duální úlohy tak nyní můžeme najít
derivací φ(y), kterou získáme

−2y
4
− 2 = 0, z čehož plyne y = −4.

Tato hodnota ale neleží v uvažovaném intervalu [0, ∞). Pro y ∈ [0, ∞) je znaménko
derivace vždy záporné, což znamená, že φ(y) je klesající funkce. Maximum proto
nastává v levém krajním bodě intervalu, tj. v bodě y∗ = 0, který je řešením duální
úlohy. Hodnotu duální úlohy najdeme dosazením tohoto bodu do účelové funkce
duální úlohy, máme tedy

φ∗ = −0− 0 + 1 = 1.

Duální úlohu jsme tedy úspěšně určili a vyřešili. Dalším postupem v příkladu je ově-
ření vztahu duality, který můžeme provést dvěma způsoby. Prvním z nich je teore-
tická úvaha, která může probíhat např. následujícím způsobem. Již víme, že účelová
funkce primární úlohy je ostře konvexní, zároveň snadno ověříme, že platí Slaterova
podmínka. Výsledkem těchto podmínek, který jsme konstatovali již v úvodu řešení
je, že primární úloha je regulární úlohou matematického programování. Protože jsme
našli řešení duální úlohy, víme, že primární úloha je jistě řešitelná. Navíc pro regu-
lární úlohu jistě platí vztah duality, což znamená, že f ∗ = φ∗.

Druhým způsobem ověření vztahu duality je vyřešení primární úlohy a kontrola, že
platí f ∗ = φ∗. Řešení primární úlohy je tématem předchozí kapitoly sbírky, zde ho
proto provedeme méně podrobně. Vzhledem k tomu, že se jedná o regulární úlohu
MP, nám stačí najít stacionární bod Lagrangeovy funkce, který je zároveň řešením.
Množina P = R, nebot’ se v úloze nevyskytují omezení na znaménka. Vzhledem
k platnosti Slaterovy podmínky bereme y0 = 1. Primární úloha je ve tvaru najít mi-
nimum funkce x2 + 2x + 2 za podmínky, že x ∈ (−∞, 1]. Vzhledem k jednoduchosti
této úlohy můžeme její řešení najít také derivováním, kterým dostaneme

2x + 2 = 0, z čehož vidíme, že x = −1 ∈ (−∞, 1].

Našli jsme tedy řešení primární úlohy. Hodnota primární úlohy je

f ∗ = (−1)2 − 2 + 2 = 1 = φ∗,

platnost vztahu duality je tedy ověřena a řešení úlohy zde končí.
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2. f (x) =
√

1 + x2 → min, x + 1 ≤ 0

Výpočet zahájíme určením účelové funkce pro duální úlohu. Nejprve tedy potřebu-
jeme určit funkci φ(y), která je dána jako infimum z regulární Lagrangeovy funkce
v proměnných x, y přes všechna x ∈ P, tj.

φ(y) = inf
x∈P

L(x, y).

Regulární Lagrangeovou funkcí rozumíme Lagrangeovu funkci, ve které je multipli-
kátor y0 roven jedné. V našem případě nemáme žádné přímé omezení, množinu P
proto můžeme vzít jako P = R. Omezení x ≤ 1 budeme brát jako funkcionální ome-
zení, funkci tohoto omezení si můžeme označit jako g1(x) = x + 2.

Nyní si již můžeme zapsat funkci φ(y) jako

φ(y) = inf
x∈R

{
x2 + 2x + 2 + y(x + 2)

}
.

Funkce
√

x2 + 2x + 2 je (ostře) konvexní, což zjistíme pomocí druhé derivace. Vzhle-
dem k tomu, že k této funkci přičítáme pouze člen lineární v x je celá funkce, jejíž
infimum hledáme, (ostře) konvexní pro každé y ∈ R, z čehož plyne, že stačí pouze
najít její stacionární bod, který navíc bude nanejvýš jeden. V tomto bodě pak nastává
hledané infimum. Derivací funkce φ(y) podle x dostaneme

2x + 2 + y = 0,

z čehož plyne, že

x =
−y− 2

2
,

což je pro y ∈ R hledaný stacionární bod. Hodnotu infima dostaneme dosazením
tohoto výrazu do funkce φ(y), čímž získáme

φ(y) =
(
−y− 2

2

)2

+ 2
(
−y− 2

2

)
+ 2 + y

(
−y− 2

2
+ 2
)
=

=
y2 + 4y + 4

4
− y− 2 + 2− y2

2
− y + 2y = −y2

4
+ y + 1.

Duální úloha tedy je maximalizovat funkci φ(y), která je ve tvaru

φ(y) = −y2

4
+ y + 1→ max, y ≥ 0,

přičemž y ≥ 0 vychází z toho, že v primární úloze máme dáno jedno nerovnostní
omezení.

Tuto úlohu již nebudeme řešit pomocí Lagrangeových multiplikátorů. Funkce φ(y)
je diferencovatelná a konkávní, při řešení nám tedy stačí najít její stacionární bod

16. prosince 2020 © Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek
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a ujistit se, že leží v intervalu [0, ∞). Řešení duální úlohy tak nyní můžeme najít
derivací φ(y), kterou získáme

−2y
4

+ 1 = 0, z čehož plyne y = 2.

Tato hodnota ale leží v uvažovaném intervalu, jedná se tedy o hledané maximum.
Hodnotu duální úlohy najdeme dosazením tohoto bodu do účelové funkce duální
úlohy, máme tedy

φ∗ = −4
4
+ 2 + 1 = 2.

Duální úlohu jsme tedy úspěšně určili a vyřešili. Dalším postupem v příkladu je ově-
ření vztahu duality, který můžeme provést dvěma způsoby. Prvním z nich je teore-
tická úvaha, která může probíhat např. následujícím způsobem. Již víme, že účelová
funkce primární úlohy je ostře konvexní, zároveň snadno ověříme, že platí Slaterova
podmínka. Výsledkem těchto podmínek, který jsme konstatovali již v úvodu řešení
je, že primární úloha je regulární úlohou matematického programování. Protože jsme
našli řešení duální úlohy, víme, že primární úloha je jistě řešitelná. Navíc pro regu-
lární úlohu jistě platí vztah duality, což znamená, že f ∗ = φ∗.

Druhým způsobem ověření vztahu duality je vyřešení primární úlohy a kontrola, že
platí f ∗ = φ∗. Řešení primární úlohy je tématem předchozí kapitoly sbírky, zde ho
proto provedeme méně podrobně. Vzhledem k tomu, že se jedná o regulární úlohu
MP, nám stačí najít stacionární bod Lagrangeovy funkce, který je zároveň řešením.
Množina P = R, nebot’ se v úloze nevyskytují omezení na znaménka. Vzhledem
k platnosti Slaterovy podmínky bereme y0 = 1. Primární úloha je ve tvaru najít mini-
mum funkce x2 + 2x + 2 za podmínky, že x ∈ (−∞,−2]. Vzhledem k jednoduchosti
této úlohy můžeme její řešení najít také derivováním, kterým dostaneme

2x + 2 = 0, z čehož vidíme, že x = −1 /∈ (−∞,−2],

tento bod ovšem neleží v uvažovaném intervalu. Znaménko derivace je pro x z uva-
žovaného intervalu vždy záporné, máme tedy klesající funkci, jejíž minimum nastává
v pravém krajním bodě intervalu, tj. v bodě x = −2. Našli jsme tedy řešení primární
úlohy. Hodnota primární úlohy je

f ∗ = (−2)2 − 4 + 2 = 2 = φ∗,

platnost vztahu duality je tedy ověřena a řešení úlohy zde končí.
N
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Příklad 3.2.2.

Určete duální úlohu k úloze matematického programování

1. f (x) =
√

1 + x2 → min, x ≤ 1,

2. f (x) =
√

1 + x2 → min, x + 1 ≤ 0,

a ověřte platnost vztahu duality f ∗ = φ∗.

Řešení. 1. f (x) =
√

1 + x2 → min, x ≤ 1

Výpočet zahájíme určením účelové funkce pro duální úlohu. Nejprve tedy potřebu-
jeme určit funkci φ(y), která je dána jako infimum z regulární Lagrangeovy funkce
v proměnných x, y přes všechna x ∈ P, tj.

φ(y) = inf
x∈P

L(x, y).

Regulární Lagrangeovou funkcí rozumíme Lagrangeovu funkci, ve které je multipli-
kátor y0 roven jedné. V našem případě nemáme žádné přímé omezení, množinu P
proto můžeme vzít jako P = R. Omezení x ≤ 1 budeme brát jako funkcionální ome-
zení, funkci tohoto omezení si můžeme označit jako g1(x) = x− 1.

Nyní si již můžeme zapsat funkci φ(y) jako

φ(y) = inf
x∈R

{√
1 + x2 + y(x− 1)

}
.

Funkce
√

1 + x2 je (ostře) konvexní, což zjistíme pomocí druhé derivace, kterou po-
stupně dostaneme

(√
1 + x2

)′′
=

(
2x

2
√

1 + x2

)′
=

√
1 + x2 − x 1

2
√

1+x2 2x

1 + x2 =
1 + x2 − x2

(1 + x2)3/2 =

=
1

(1 + x2)3/2 > 0.

Vzhledem k tomu, že k této funkci přičítáme pouze člen lineární v x je celá funkce,
jejíž infimum hledáme, (ostře) konvexní pro každé y ∈ R, z čehož plyne, že stačí
pouze najít její stacionární bod, který navíc bude nanejvýš jeden. V tomto bodě pak
nastává hledané infimum. Derivací funkce φ(y) podle x dostaneme

x√
1 + x2

+ y = 0,

z čehož plyne, že

y = − x√
1 + x2

.
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Z této rovnosti vidíme, že platí sign x = −sign y. Tento výraz nabývá vždy hodnoty
v intervalu (−1, 1), takže stacionární bod existuje pouze v případě, že y ∈ (−1, 1).
Nyní potřebujeme vyjádřit proměnnou x v y, úpravami postupně získáme

y(
√

1 + x2) = x,

y2(1 + x2) = x2,

x2(y2 − 1) = −y2,

x2 =
y2

1− y2 ,

x = − y√
1− y2

.

V posledním kroku jsme využili fakt, že platí sign x = −sign y. Hledaný stacionární
bod je tedy x = − y√

1−y2
, hodnotu infima dostaneme dosazením tohoto výrazu do

funkce φ(y), čímž získáme

φ(y) =

√
1 +

y2

1− y2 + y

(
− y√

1− y2
− 1

)
=

=

√
1− y2 + y2

1− y2 − y2√
1− y2

− y =
1√

1− y2
− y2√

1− y2
− y =

=
√

1− y2 − y

pro y ∈ (−1, 1).

V případě, že y neleží v tomto intervalu, stacionární bod neexistuje. Při řešení duální
úlohy se soustředíme zejména na y ≥ 0, což plyne z toho, že v primární úloze máme
dáno jedno nerovnostní omezení. Pro y ≥ 1 tedy musíme toto infimum najít jinak.
Je-li y ≥ 1, pak je derivace

x√
1 + x2

+ y > 0,

nebot’ x√
1+x2 ∈ (−1, 1). Ze znaménka derivace víme, že funkce je v tomto případě

rostoucí, její infimum tedy nastává pro x → −∞. Hodnotu tohoto infima vypočítáme
jako limitu

lim
x→−∞

(
√

1 + x2 + y(x− 1)) = ||∞−∞|| = lim
x→−∞

x

(√
1
x2 + 1 + y(1− 1

x
)

)
= −∞,

nebot’ jak výraz pod odmocninou, tak výraz v závorce u y jdou k 1, celkem tedy
máme −∞(y)→ −∞. Tímto výpočtem jsme zjistili, že pro y ≥ 1 je φ(y) = −∞.

Duální úloha tedy je maximalizovat funkci φ(y), která je

φ(y) =
√

1− y2 − y→ max, y ∈ [0, 1),
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přičemž y ≥ 0 vychází opět z toho, že máme dáno jedno nerovnostní omezení.

Tuto úlohu již nebudeme řešit pomocí Lagrangeových multiplikátorů. Funkce φ(y)
je diferencovatelná a pro y ∈ [0, 1) jistě konkávní, při řešení nám tedy stačí najít její
stacionární bod a ujistit se, že leží v daném intervalu. Řešení duální úlohy tak nyní
můžeme najít derivací φ(y), kterou získáme

1(−2y)
2
√

1− y2
− 1 = 0,

z čehož plyne

y = −
√

1− y2, a tedy y2 = 1− y2.

Hledané řešení je proto y2 = 1
2 , a tedy y = ± 1√

2
. Rovnost však splní pouze hodnota

− 1√
2
, nebot’ proměnná y musí mít opačné znaménko než odmocnina. Tato hodnota

ale neleží v uvažovaném intervalu [0, 1). Pro y ∈ [0, 1) je znaménko derivace vždy
záporné, což znamená, že φ(y) je klesající funkce. Maximum proto nastává v levém
krajním bodě intervalu, tj. v bodě y∗ = 0, který je řešením duální úlohy. Hodnotu du-
ální úlohy najdeme dosazením tohoto bodu do účelové funkce duální úlohy, máme
tedy

φ∗ =
√

1− 0− 0 = 1.

Duální úlohu jsme tedy úspěšně určili a vyřešili. Dalším postupem v příkladu je ově-
ření vztahu duality, který můžeme provést dvěma způsoby. Prvním z nich je teore-
tická úvaha, která může probíhat např. následujícím způsobem. Již víme, že účelová
funkce primární úlohy je ostře konvexní, zároveň snadno ověříme, že platí Slaterova
podmínka. Výsledkem těchto podmínek, který jsme konstatovali již v úvodu řešení
je, že primární úloha je regulární úlohou matematického programování. Protože jsme
našli řešení duální úlohy, víme, že primární úloha je jistě řešitelná. Navíc pro regu-
lární úlohu jistě platí vztah duality, což znamená, že f ∗ = φ∗.

Druhým způsobem ověření vztahu duality je vyřešení primární úlohy a kontrola, že
platí f ∗ = φ∗. Řešení primární úlohy je tématem předchozí kapitoly sbírky, zde ho
proto provedeme méně podrobně. Vzhledem k tomu, že se jedná o regulární úlohu
MP, nám stačí najít stacionární bod Lagrangeovy funkce, který je zároveň řešením.
Množina P = R, nebot’ se v úloze nevyskytují omezení na znaménka. Vzhledem
k platnosti Slaterovy podmínky bereme y0 = 1. Primární úloha je ve tvaru najít mini-
mum funkce

√
1 + x2 za podmínky, že x ∈ (−∞, 1]. Vzhledem k jednoduchosti této

úlohy můžeme její řešení najít také derivováním, kterým dostaneme

2x
2
√

1 + x2
= 0, z čehož vidíme, že x = 0 ∈ (−∞, 1].

Našli jsme tedy řešení primární úlohy. Hodnota primární úlohy je

f ∗ =
√

1 + 0 = 1 = φ∗,
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platnost vztahu duality je tedy ověřena a řešení úlohy zde končí.

2. f (x) =
√

1 + x2 → min, x + 1 ≤ 0

Výpočet zahájíme určením účelové funkce pro duální úlohu. Nejprve tedy potřebu-
jeme určit funkci φ(y), která je dána jako infimum z regulární Lagrangeovy funkce
v proměnných x, y přes všechna x ∈ P, tj.

φ(y) = inf
x∈P

L(x, y).

Regulární Lagrangeovou funkcí rozumíme Lagrangeovu funkci, ve které je multipli-
kátor y0 roven jedné. V našem případě nemáme žádné přímé omezení, množinu P
proto můžeme vzít jako P = R. Omezení x ≤ 1 budeme brát jako funkcionální ome-
zení, funkci tohoto omezení si můžeme označit jako g1(x) = x + 1.

Nyní si již můžeme zapsat funkci φ(y) jako

φ(y) = inf
x∈R

{√
1 + x2 + y(x + 1)

}
.

Funkce
√

1 + x2 je (ostře) konvexní, což zjistíme pomocí druhé derivace, kterou po-
stupně dostaneme

(√
1 + x2

)′′
=

(
2x

2
√

1 + x2

)′
=

√
1 + x2 − x 1

2
√

1+x2 2x

1 + x2 =
1 + x2 − x2

(1 + x2)3/2 =

=
1

(1 + x2)3/2 > 0.

Vzhledem k tomu, že k této funkci přičítáme pouze člen lineární v x je celá funkce,
jejíž infimum hledáme, (ostře) konvexní pro každé y ∈ R, z čehož plyne, že stačí
pouze najít její stacionární bod, který navíc bude nanejvýš jeden. V tomto bodě pak
nastává hledané infimum. Derivací funkce φ(y) podle x dostaneme

x√
1 + x2

+ y = 0,

z čehož plyne, že

y = − x√
1 + x2

.

Z této rovnosti vidíme, že platí sign x = −sign y. Tento výraz nabývá vždy hodnoty
v intervalu (−1, 1), takže stacionární bod existuje pouze v případě, že y ∈ (−1, 1).
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Nyní potřebujeme vyjádřit proměnnou x v y, úpravami postupně získáme

y(
√

1 + x2) = x,

y2(1 + x2) = x2,

x2(y2 − 1) = −y2,

x2 =
y2

1− y2 ,

x = − y√
1− y2

.

V posledním kroku jsme využili fakt, že platí sign x = −sign y. Hledaný stacionární
bod je tedy x = − y√

1−y2
, hodnotu infima dostaneme dosazením tohoto výrazu do

funkce φ(y), čímž získáme

φ(y) =

√
1 +

y2

1− y2 + y

(
− y√

1− y2
+ 1

)
=

=

√
1− y2 + y2

1− y2 − y2√
1− y2

+ y =
1√

1− y2
− y2√

1− y2
+ y =

=
√

1− y2 + y

pro y ∈ (−1, 1).

V případě, že y neleží v tomto intervalu, stacionární bod neexistuje. Při řešení duální
úlohy se soustředíme zejména na y ≥ 0, což plyne z toho, že v primární úloze máme
dáno jedno nerovnostní omezení. Pro y ≥ 1 tedy musíme toto infimum najít jinak.
Je-li y ≥ 1, pak je derivace

x√
1 + x2

+ y > 0,

nebot’ x√
1+x2 ∈ (−1, 1). Ze znaménka derivace víme, že funkce je v tomto případě

rostoucí, její infimum tedy nastává pro x → −∞. Hodnotu tohoto infima vypočítáme
jako limitu

lim
x→−∞

(
√

1 + x2 + y(x + 1)) = ||∞−∞|| = lim
x→−∞

x

(√
1
x2 + 1 + y(1 +

1
x
)

)
= −∞,

nebot’ jak výraz pod odmocninou, tak výraz v závorce u y jdou k 1, celkem tedy
máme −∞(y)→ −∞. Tímto výpočtem jsme zjistili, že pro y ≥ 1 je φ(y) = −∞.

Duální úloha tedy je maximalizovat funkci φ(y), která je

φ(y) =
√

1− y2 + y→ max, y ∈ [0, 1),

přičemž y ≥ 0 vychází opět z toho, že máme dáno jedno nerovnostní omezení.

16. prosince 2020 © Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek
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Tuto úlohu již nebudeme řešit pomocí Lagrangeových multiplikátorů. Funkce φ(y)
je diferencovatelná a pro y ∈ [0, 1) jistě konkávní, při řešení nám tedy stačí najít její
stacionární bod a ujistit se, že leží v daném intervalu. Řešení duální úlohy tak nyní
můžeme najít derivací φ(y), kterou získáme

1(−2y)
2
√

1− y2
+ 1 = 0,

z čehož plyne

y =
√

1− y2, a tedy y2 = 1− y2.

Hledané řešení je proto y2 = 1
2 , a tedy y = ± 1√

2
. Pouze hodnota 1√

2
leží v uvažova-

ném intervalu [0, 1), řešení duální úlohy je tedy bod y∗ = 1√
2
. Hodnotu duální úlohy

najdeme dosazením tohoto bodu do účelové funkce duální úlohy, máme tedy

φ∗ =

√
1− 1

2
+

1√
2
=

2√
2
=
√

2.

Duální úlohu jsme tedy úspěšně určili a vyřešili. Dalším postupem v příkladu je ově-
ření vztahu duality, který můžeme provést dvěma způsoby. Prvním z nich je teore-
tická úvaha, která může probíhat např. následujícím způsobem. Již víme, že účelová
funkce primární úlohy je ostře konvexní, zároveň snadno ověříme, že platí Slaterova
podmínka. Výsledkem těchto podmínek, který jsme konstatovali již v úvodu řešení
je, že primární úloha je regulární úlohou matematického programování. Protože jsme
našli řešení duální úlohy, víme, že primární úloha je jistě řešitelná. Navíc pro regu-
lární úlohu jistě platí vztah duality, což znamená, že f ∗ = φ∗.

Druhým způsobem ověření vztahu duality je vyřešení primární úlohy a kontrola, že
platí f ∗ = φ∗. Řešení primární úlohy je tématem předchozí kapitoly sbírky, zde ho
proto provedeme méně podrobně. Vzhledem k tomu, že se jedná o regulární úlohu
MP, nám stačí najít stacionární bod Lagrangeovy funkce, který je zároveň řešením.
Množina P = R, nebot’ se v úloze nevyskytují omezení na znaménka. Vzhledem
k platnosti Slaterovy podmínky bereme y0 = 1. Primární úloha je ve tvaru najít mi-
nimum funkce

√
1 + x2 za podmínky, že x ∈ (−∞,−1]. Vzhledem k jednoduchosti

této úlohy můžeme její řešení najít také derivováním, kterým dostaneme

2x
2
√

1 + x2
= 0, z čehož vidíme, že x = 0 /∈ (−∞,−1].

Znaménko derivace je pro x z uvažovaného intervalu vždy záporné, máme tedy
klesající funkci, jejíž minimum nastává v pravém krajním bodě intervalu, tj. v bodě
x = −1. Hodnota primární úlohy je

f ∗ =
√

1 + (−1)2 =
√

2 = φ∗,

platnost vztahu duality je tedy ověřena a řešení úlohy zde končí.
N
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Příklad 3.2.3.

Určete duální úlohu k úloze matematického programování

• f (x) = |x| → min, x ≤ 1,

• f (x) = |x| → min, x + 1 ≤ 0,

• f (x) = |x| → min, x ≤ 0

a ověřte platnost vztahu duality f ∗ = φ∗.

Řešení. N
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Příklad 3.2.4.

Určete duální úlohu k úloze matematického programování

f (x1, x2) = x2
1 + x2

2 − 2x1 → min, x2 ≤ x1,

a ověřte platnost vztahu duality f ∗ = φ∗.

Řešení. Výpočet zahájíme určením toho, jak bude vypadat účelová funkce duální úlohy. Tu
najdeme jako infimum z příslušné regulární Lagrangeovy funkce přes množinu P, tj. jako

φ(y) = inf
[x1,x2]∈P

L(x1, x2, y),

přičemž výrazem regulární rozumíme to, že multiplikátor y0 = 1.
Vzhledem k tomu, že v primární úloze je pouze jedno omezení, bude naše úloha obsa-

hovat pouze jeden multiplikátor. Kdyby primární úloha obsahovala dále omezení na zna-
ménka, museli bychom se rozhodnout, jak s nimi naložit, tj. jestli je brát jako funkcionální
omezení nebo jako součást množiny P. Touto situací se ovšem nyní nemusíme zabývat.
V Lagrangeově funkci tak budeme mít jeden multiplikátor a infimum budeme hledat přes
všechna x1, x2 ∈ R.

Nyní si již můžeme zapsat účelovou funkci jako

φ(y) = inf
x1,x2∈R

L(x1, x2, y) = inf
x1,x2∈R

{x2
1 + x2

2 − 2x1 + y(x2 − x1)}.

Zadaná Lagrangeova funkce je ostře konvexní pro každé y ∈ R, nebot’ se jedná o součet
lineární a kvadratické funkce, jejíž Hessova matice(

2 0
0 2

)
> 0

je pozitivně definitní. Takže stačí v závislosti na hodnotě y najít stacionární bod dané
Lagrangeovy funkce. V tomto případě konvexnost Lagrangeovy funkce nezávisela ani na
hodnotě y, nebot’ dané omezení je lineární. V opačném případě bychom ještě mohli využít
toho, že nás bude zajímat pouze y ≥ 0, a ostatní hodnoty ignorovat.

Nyní najdeme stacionární bod Lagrangeovy funkce, a to pomocí parciálních derivací,
které jsou

Lx1 : 2x1 − 2− y = 0,

Lx2 : 2x2 + y = 0.

Vzhledem k tomu, že v úloze nemáme žádná přímá omezení (P = R2), požadujeme nulo-
vost parciálních derivací. V opačném případě by se mohlo stát, že bychom u proměnných
omezených na znaménko požadovali, aby parciální derivace byly ≥ 0.
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V našem příkladu žádné další podmínky nejsou, v dalším kroku tedy musíme najít
řešení této soustavy. Z parciálních derivací ihned získáme

x1 =
2 + y

2
a x2 = −y

2
, y ∈ R.

Našli jsme tedy stacionární bod Lagrangeovy funkce. V dalším kroku potřebujeme do-
počítat hodnotu infima, což znamená, že Lagrangeovu funkci musíme vyčíslit v nalezeném
bodě. Dosazením stacionárního bodu do Lagrangeovy funkce dostaneme

φ(y) =
(

2 + y
2

)2

+
(
−y

2

)2
− 2

(
2 + y

2

)
+ y

(
−y

2
− 2 + y

2

)
=

=
4 + 4y + y2

4
+

y2

4
− 2− y + y(−y− 1) = −y2

2
− y− 1.

Duální úloha tedy je maximalizovat funkci φ(y), která je

φ(y) = −y2

2
− y− 1→ max, y ≥ 0.

Podmínka y ≥ 0 vychází z toho, že v primární úloze máme dáno jedno nerovnostní ome-
zení. Řešení této úlohy už nebudeme hledat s pomocí Lagrangeovy funkce, nebot’ hle-
dáme maximum, přičemž funkce je konkávní, nebot’ u kvadratického členu je záporné
znaménko. Úlohu tak vyřešíme s využitím derivování a úvahy. Derivací účelové funkce
duální úlohy dostaneme

φ′(y) = −y− 1,

extrém se tak realizuje v bodě y = −1 /∈ [0, ∞). Pro y ≥ 0 je tedy φ′ < 0, z čehož plyne, že
jde o klesající funkci, její maximum tedy nastane v levém krajním bodě intervalu, tj. v bodě
y = 0, který je řešením duální úlohy. V tomto bodě je hodnota duální úlohy φ∗ = −1.

Duální úlohu jsme tedy úspěšně určili a vyřešili. Dalším postupem v příkladu je ově-
ření vztahu duality, který můžeme provést dvěma způsoby. Prvním z nich je teoretická
úvaha, která může probíhat např. následujícím způsobem. Již víme, že účelová funkce
primární úlohy je ostře konvexní, zároveň snadno ověříme, že platí Slaterova podmínka.
Výsledkem těchto podmínek, který jsme konstatovali již v úvodu řešení je, že primární
úloha je regulární úlohou matematického programování. Protože jsme našli řešení duální
úlohy, víme, že primární úloha je jistě řešitelná. Navíc pro regulární úlohu jistě platí vztah
duality, což znamená, že f ∗ = φ∗.

Druhým způsobem ověření vztahu duality je vyřešení primární úlohy a kontrola, že
platí f ∗ = φ∗. Řešení primární úlohy je tématem předchozí kapitoly sbírky, zde ho proto
provedeme méně podrobně. Vzhledem k tomu, že se jedná o regulární úlohu MP, nám
stačí najít stacionární bod Lagrangeovy funkce, který je zároveň řešením. Množina P =

R2, nebot’ se v úloze nevyskytují omezení na znaménka. Vzhledem k platnosti Slaterovy
podmínky bereme y0 = 1. Lagrangeova funkce primární úlohy je potom ve tvaru

L(x1, x2, y) = x2
1 + x2

2 − 2x1 + y(x2 − x1),
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podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : 2x1 − 2− y = 0,

Lx2 : 2x2 + y = 0,

y(x2 − x1) = 0, y ≥ 0.

Tuto soustavu nyní vyřešíme v závislosti na hodnotě multiplikátoru y.

• y = 0

V tomto případě z podmínek stacionárního bodu dostaneme x1 = 1 a x2 = 0, pod-
mínky komplementarity i duality jsou jistě splněny. Vzhledem k tomu, že jsme polo-
žili multiplikátor roven 0 musíme nyní ověřit, že bod patří do přípustné množiny, což
platí. Našli jsme tak řešení, hodnota účelové funkce v tomto bodě je f ∗ = −1 = φ∗.
Ověřili jsme tak platnost vztahu duality.

• y > 0

Vzhledem k tomu, že účelová funkce je ostře konvexní a v předchozím případě jsme
našli řešení primární úlohy, nám tato situace již výsledek dát nemůže. V případě, že
bychom tento případ chtěli i tak prozkoumat, se dostaneme ke sporu y = −1, ověření
tohoto výsledku ponecháme na čtenáři.

N
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Příklad 3.2.5.

Určete duální úlohu k úloze matematického programování

f (x1, x2) = x2
1 + x2

2 + 2x1 → min, x2 + 1 ≤ x1,

a ověřte platnost vztahu duality f ∗ = φ∗.

Řešení. Výpočet zahájíme určením toho, jak bude vypadat účelová funkce duální úlohy. Tu
najdeme jako infimum z příslušné regulární Lagrangeovy funkce přes množinu P, tj. jako

φ(y) = inf
[x1,x2]∈P

L(x1, x2, y),

přičemž výrazem regulární rozumíme to, že multiplikátor y0 = 1.
Vzhledem k tomu, že v primární úloze je pouze jedno omezení, bude naše úloha obsa-

hovat pouze jeden multiplikátor. Kdyby primární úloha obsahovala dále omezení na zna-
ménka, museli bychom se rozhodnout, jak s nimi naložit, tj. jestli je brát jako funkcionální
omezení nebo jako součást množiny P. Touto situací se ovšem nyní nemusíme zabývat.
V Lagrangeově funkci tak budeme mít jeden multiplikátor a infimum budeme hledat přes
všechna x1, x2 ∈ R.

Nyní si již můžeme zapsat účelovou funkci jako

φ(y) = inf
x1,x2∈R

L(x1, x2, y) = inf
x1,x2∈R

{x2
1 + x2

2 + 2x1 + y(x2 − x1 + 1)}.

Zadaná Lagrangeova funkce je ostře konvexní pro každé y ∈ R, nebot’ se jedná o součet
lineární a kvadratické funkce, jejíž Hessova matice(

2 0
0 2

)
> 0

je pozitivně definitní. Takže stačí v závislosti na hodnotě y najít stacionární bod dané
Lagrangeovy funkce. V tomto případě konvexnost Lagrangeovy funkce nezávisela ani na
hodnotě y, nebot’ dané omezení je lineární. V opačném případě bychom ještě mohli využít
toho, že nás bude zajímat pouze y ≥ 0, a ostatní hodnoty ignorovat.

Nyní najdeme stacionární bod Lagrangeovy funkce, a to pomocí parciálních derivací,
které jsou

Lx1 : 2x1 + 2− y = 0,

Lx2 : 2x2 + y = 0.

Vzhledem k tomu, že v úloze nemáme žádná přímá omezení (P = R2), požadujeme nulo-
vost parciálních derivací. V opačném případě by se mohlo stát, že bychom u proměnných
omezených na znaménko požadovali, aby parciální derivace byly ≥ 0.
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V našem příkladu žádné další podmínky nejsou, v dalším kroku tedy musíme najít
řešení této soustavy. Z parciálních derivací ihned získáme

x1 =
y− 2

2
a x2 = −y

2
, y ∈ R.

Našli jsme tedy stacionární bod Lagrangeovy funkce. V dalším kroku potřebujeme do-
počítat hodnotu infima, což znamená, že Lagrangeovu funkci musíme vyčíslit v nalezeném
bodě. Dosazením stacionárního bodu do Lagrangeovy funkce dostaneme

φ(y) =
(

y− 2
2

)2

+
(
−y

2

)2
+ 2

(
y− 2

2

)
+ y

(
−y

2
− y− 2

2
+ 1
)
=

=
y2 − 4y + 4

4
+

y2

4
+ y− 2 + y(−y + 2) = −y2

2
+ 2y− 1.

Duální úloha tedy je maximalizovat funkci φ(y), která je

φ(y) = −y2

2
+ 2y− 1→ max, y ≥ 0.

Podmínka y ≥ 0 vychází z toho, že v primární úloze máme dáno jedno nerovnostní ome-
zení. Řešení této úlohy už nebudeme hledat s pomocí Lagrangeovy funkce, nebot’ hle-
dáme maximum, přičemž funkce je konkávní, nebot’ u kvadratického členu je záporné
znaménko. Úlohu tak vyřešíme s využitím derivování a úvahy. Derivací účelové funkce
duální úlohy dostaneme

φ′(y) = −y + 2,

extrém se tak realizuje v bodě y = 2 ∈ [0, ∞). Vzhledem k tomu, že pro extrém platí y ≥ 0,
jsme rovnou našli řešení duální úlohy. V tomto bodě je hodnota duální úlohy φ∗ = 1.

Duální úlohu jsme tedy úspěšně určili a vyřešili. Dalším postupem v příkladu je ově-
ření vztahu duality, který můžeme provést dvěma způsoby. Prvním z nich je teoretická
úvaha, která může probíhat např. následujícím způsobem. Již víme, že účelová funkce
primární úlohy je ostře konvexní, zároveň snadno ověříme, že platí Slaterova podmínka.
Výsledkem těchto podmínek, který jsme konstatovali již v úvodu řešení je, že primární
úloha je regulární úlohou matematického programování. Protože jsme našli řešení duální
úlohy, víme, že primární úloha je jistě řešitelná. Navíc pro regulární úlohu jistě platí vztah
duality, což znamená, že f ∗ = φ∗.

Druhým způsobem ověření vztahu duality je vyřešení primární úlohy a kontrola, že
platí f ∗ = φ∗. Řešení primární úlohy je tématem předchozí kapitoly sbírky, zde ho proto
provedeme méně podrobně. Vzhledem k tomu, že se jedná o regulární úlohu MP, nám
stačí najít stacionární bod Lagrangeovy funkce, který je zároveň řešením. Množina P =

R2, nebot’ se v úloze nevyskytují omezení na znaménka. Vzhledem k platnosti Slaterovy
podmínky bereme y0 = 1. Lagrangeova funkce primární úlohy je potom ve tvaru

L(x1, x2, y) = x2
1 + x2

2 + 2x1 + y(x2 − x1 + 1),
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podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : 2x1 + 2− y = 0,

Lx2 : 2x2 + y = 0,

y(x2 − x1 + 1) = 0, y ≥ 0.

Tuto soustavu nyní vyřešíme v závislosti na hodnotě multiplikátoru y.

• y = 0

V tomto případě z podmínek stacionárního bodu dostaneme x1 = −1 a x2 = 0,
podmínky komplementarity i duality jsou jistě splněny. Vzhledem k tomu, že jsme
položili multiplikátor roven 0 musíme nyní ověřit, že bod patří do přípustné mno-
žiny. V tomto případě ovšem bod v přípustné množině neleží, nebot’ 0 + 1 � −1.
Situace, ve které je multiplikátor nulový, tak nevede k řešení.

• y > 0

V tomto případě musí z podmínky komplementarity platit x1 = x2 + 1. Tuto hodnotu
nyní dosadíme do Lx1 , čímž dostaneme

2x2 + 4− y = 0,

což nám společně s druhou podmínkou pro stacionární bod Lagrangeovy funkce
dává soustavu v proměnných x2 a y, jejímž řešením je x2 = −1 a y = 2. Pro proměn-
nou x1 dále máme x1 = 0. Tento bod jistě leží v přípustné množině a splňuje všechny
podmínky z Lagrangeova principu. Vzhledem k tomu, že primární úloha je regu-
lární, jsme tak našli její řešení. Hodnota účelové funkce v tomto bodě je f ∗ = 1 = φ∗

a ověření platnosti vztahu duality je tak u konce.

N
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Příklad 3.2.6.

Určete duální úlohu k úloze matematického programování

f (x1, x2) = x2
1 + x2

2 + 2x1 → min, x2 + 1 ≤ x1,

a ověřte platnost vztahu duality f ∗ = φ∗.

Řešení. Výpočet zahájíme určením toho, jak bude vypadat účelová funkce duální úlohy. Tu
najdeme jako infimum z příslušné regulární Lagrangeovy funkce přes množinu P, tj. jako

φ(y) = inf
[x1,x2]∈P

L(x1, x2, y),

přičemž výrazem regulární rozumíme to, že multiplikátor y0 = 1.
Vzhledem k tomu, že v primární úloze je pouze jedno omezení, bude naše úloha obsa-

hovat pouze jeden multiplikátor. Kdyby primární úloha obsahovala dále omezení na zna-
ménka, museli bychom se rozhodnout, jak s nimi naložit, tj. jestli je brát jako funkcionální
omezení nebo jako součást množiny P. Touto situací se ovšem nyní nemusíme zabývat.
V Lagrangeově funkci tak budeme mít jeden multiplikátor a infimum budeme hledat přes
všechna x1, x2 ∈ R.

Nyní si již můžeme zapsat účelovou funkci jako

φ(y) = inf
x1,x2∈R

L(x1, x2, y) = inf
x1,x2∈R

{x2
1 + x2

2 − x1x2 + y(−x1 − x2 + 1)}.

Zadaná účelová funkce primární úlohy je ostře konvexní, nebot’ její Hessova matice(
2 −1
−1 2

)
> 0

je pozitivně definitní. Vzhledem k tomu, že zadané omezení je afinní, je i Lagrangeova-
funkce ostře konvexní pro každé y ∈ R, nebot’ je součtem konvexní a lineární funkce. Stačí
tedy v závislosti na hodnotě y najít stacionární bod dané Lagrangeovy funkce. V tomto pří-
padě konvexnost Lagrangeovy funkce nezávisela ani na hodnotě y, nebot’ dané omezení
je lineární. V opačném případě bychom ještě mohli využít toho, že nás bude zajímat pouze
y ≥ 0, a ostatní hodnoty ignorovat.

Nyní najdeme stacionární bod Lagrangeovy funkce, a to pomocí parciálních derivací,
které jsou

Lx1 : 2x1 − x2 − y = 0,

Lx2 : −x1 + 2x2 − y = 0.

Vzhledem k tomu, že v úloze nemáme žádná přímá omezení (P = R2), požadujeme nulo-
vost parciálních derivací. V opačném případě by se mohlo stát, že bychom u proměnných
omezených na znaménko požadovali, aby parciální derivace byly ≥ 0.
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V našem příkladu žádné další podmínky nejsou, v dalším kroku tedy musíme najít
řešení této soustavy. Porovnáním těchto dvou rovnic dostaneme

2x1 − x2 = −x1 + 2x2, z čehož plyne x1 = x2.

Z parciálních derivací pak získáme

x1 = y = x2, y ∈ R.

Našli jsme tedy stacionární bod Lagrangeovy funkce. V dalším kroku potřebujeme do-
počítat hodnotu infima, což znamená, že Lagrangeovu funkci musíme vyčíslit v nalezeném
bodě. Dosazením stacionárního bodu do Lagrangeovy funkce dostaneme

φ(y) = y2 + y2 − y2 + y(−y− y + 1) = −y2 + y.

Duální úloha tedy je maximalizovat funkci φ(y), která je

φ(y) = −y2 + y→ max, y ≥ 0.

Podmínka y ≥ 0 vychází z toho, že v primární úloze máme dáno jedno nerovnostní ome-
zení. Řešení této úlohy už nebudeme hledat s pomocí Lagrangeovy funkce, nebot’ hle-
dáme maximum, přičemž funkce je konkávní, nebot’ u kvadratického členu je záporné
znaménko. Úlohu tak vyřešíme s využitím derivování a úvahy. Derivací účelové funkce
duální úlohy dostaneme

φ′(y) = −2y + 1,

extrém se tak realizuje v bodě y = 1
2 ∈ [0, ∞). Vzhledem k tomu, že pro extrém platí y ≥ 0,

jsme rovnou našli řešení duální úlohy. V tomto bodě je hodnota duální úlohy φ∗ = 1
4 .

Duální úlohu jsme tedy úspěšně určili a vyřešili. Dalším postupem v příkladu je ově-
ření vztahu duality, který můžeme provést dvěma způsoby. Prvním z nich je teoretická
úvaha, která může probíhat např. následujícím způsobem. Již víme, že účelová funkce
primární úlohy je ostře konvexní, zároveň snadno ověříme, že platí Slaterova podmínka.
Výsledkem těchto podmínek, který jsme konstatovali již v úvodu řešení je, že primární
úloha je regulární úlohou matematického programování. Protože jsme našli řešení duální
úlohy, víme, že primární úloha je jistě řešitelná. Navíc pro regulární úlohu jistě platí vztah
duality, což znamená, že f ∗ = φ∗.

Druhým způsobem ověření vztahu duality je vyřešení primární úlohy a kontrola, že
platí f ∗ = φ∗. Řešení primární úlohy je tématem předchozí kapitoly sbírky, zde ho proto
provedeme méně podrobně. Vzhledem k tomu, že se jedná o regulární úlohu MP, nám
stačí najít stacionární bod Lagrangeovy funkce, který je zároveň řešením. Množina P =

R2, nebot’ se v úloze nevyskytují omezení na znaménka. Vzhledem k platnosti Slaterovy
podmínky bereme y0 = 1. Lagrangeova funkce primární úlohy je potom ve tvaru

L(x1, x2, y) = x2
1 + x2

2 − x1x2 + y(−x1 − x2 + 1),
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podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : 2x1 − x2 − y = 0,

Lx2 : −x1 + 2x2 − y = 0,

y(−x1 − x2 + 1) = 0, y ≥ 0.

Tuto soustavu nyní vyřešíme v závislosti na hodnotě multiplikátoru y.

• y = 0

V tomto případě z první podmínky stacionárního bodu dostaneme 2x1 = x2, dosa-
zením tohoto výrazu do druhé pak dostaneme 3x1 = 0, a tedy x2 = 0. Vzhledem
k tomu, že jsme položili multiplikátor roven 0 musíme nyní ověřit, že bod patří do
přípustné množiny. V tomto případě ovšem bod v přípustné množině neleží, nebot’
0 + 1 � 0. Situace, ve které je multiplikátor nulový, tak nevede k řešení.

• y > 0

V tomto případě musí z podmínky komplementarity platit x1 = −x2 + 1. Tuto hod-
notu nyní dosadíme do Lx1 , čímž dostaneme

−3x2 + 2− y = 0.

Hodnotu x1 dosadíme i do druhé podmínky stacionárního bodu, čímž získáme rov-
nici

3x2 − 1− y = 0,

která nám společně s předchozí rovnicí dává soustavu v proměnných x2 a y, jejímž
řešením je x2 = 1

2 a y = 1
2 . Pro proměnnou x1 dále máme x1 = 1

2 . Tento bod jistě leží
v přípustné množině a splňuje všechny podmínky z Lagrangeova principu. Vzhle-
dem k tomu, že primární úloha je regulární, jsme tak našli její řešení. Hodnota úče-
lové funkce v tomto bodě je f ∗ = 1

4 = φ∗ a ověření platnosti vztahu duality je tak
u konce.

N

© Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek 16. prosince 2020



III. 2. Dualita v matematickém programování 601

Příklad 3.2.7.

Určete duální úlohu k úloze matematického programování

f (x1, x2) = 3x2
1 + 2x1x2 + x2

2 − 2x1 + x2 → min, x1 + 2x2 + 2 ≤ 0,

a ověřte platnost vztahu duality f ∗ = φ∗.

Řešení. Výpočet zahájíme určením toho, jak bude vypadat účelová funkce duální úlohy. Tu
najdeme jako infimum z příslušné regulární Lagrangeovy funkce přes množinu P, tj. jako

φ(y) = inf
[x1,x2]∈P

L(x1, x2, y),

přičemž výrazem regulární rozumíme to, že multiplikátor y0 = 1.
Vzhledem k tomu, že v primární úloze je pouze jedno omezení, bude naše úloha obsa-

hovat pouze jeden multiplikátor. Kdyby primární úloha obsahovala dále omezení na zna-
ménka, museli bychom se rozhodnout, jak s nimi naložit, tj. jestli je brát jako funkcionální
omezení nebo jako součást množiny P. Touto situací se ovšem nyní nemusíme zabývat.
V Lagrangeově funkci tak budeme mít jeden multiplikátor a infimum budeme hledat přes
všechna x1, x2 ∈ R.

Nyní si již můžeme zapsat účelovou funkci jako

φ(y) = inf
x1,x2∈R

L(x1, x2, y) = inf
x1,x2∈R

{3x2
1 + 2x1x2 + x2

2 − 2x1 + x2 + y(x1 + 2x2 + 2)}.

Zadaná účelová funkce primární úlohy je ostře konvexní, nebot’ její Hessova matice(
6 2
2 2

)
> 0

je pozitivně definitní. Vzhledem k tomu, že zadané omezení je afinní, je i Lagrangeova
funkce ostře konvexní pro každé y ∈ R, nebot’ je součtem konvexní a lineární funkce. Stačí
tak v závislosti na hodnotě y najít stacionární bod dané Lagrangeovy funkce. V tomto pří-
padě konvexnost Lagrangeovy funkce nezávisela ani na hodnotě y, nebot’ dané omezení
je lineární. V opačném případě bychom ještě mohli využít toho, že nás bude zajímat pouze
y ≥ 0, a ostatní hodnoty ignorovat.

Nyní najdeme stacionární bod Lagrangeovy funkce, a to pomocí parciálních derivací,
které jsou

Lx1 : 6x1 + 2x2 − 2 + y = 0,

Lx2 : 2x1 + 2x2 + 1 + 2y = 0.

Vzhledem k tomu, že v úloze nemáme žádná přímá omezení (P = R2), požadujeme nulo-
vost parciálních derivací. V opačném případě by se mohlo stát, že bychom u proměnných
omezených na znaménko požadovali, aby parciální derivace byly ≥ 0.
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V našem příkladu žádné další podmínky nejsou, v dalším kroku tedy musíme najít ře-
šení této soustavy, resp. vyjádření proměnných x1 a x2 pomocí y. Odečtením druhé rovnice
od první dostaneme

4x1 − 3− y = 0, z čehož plyne x1 =
y + 3

4
.

Proměnnou x2 pak vyjádříme jako x2 = −5y−5
4 pro y ∈ R.

Našli jsme tedy stacionární bod Lagrangeovy funkce. V dalším kroku potřebujeme do-
počítat hodnotu infima, což znamená, že Lagrangeovu funkci musíme vyčíslit v nalezeném
bodě. Dosazením stacionárního bodu do Lagrangeovy funkce dostaneme

φ(y) = 3
(

y + 3
4

)2

+ 2
(

y + 3
4

)(
−5y− 5

4

)
+

(
−5y− 5

4

)2

− 2
(

y + 3
4

)
+

+

(
−5y− 5

4

)
+ y

(
y + 3

4
+
−5y− 5

2
+ 2
)
= 3

(
y2 + 6y + 9

16

)
+
−5y2 − 20y− 15

8
+

+
25y2 + 50y + 25

16
− y + 3

2
− 5y + 5

4
+ y

(
y + 3− 10y− 10 + 8

4

)
=

3y2

16
−

− 5y2

8
+

25y2

16
− 9y2

4
+

18y
16
− 20y

8
+

50y
16
− y

2
− 5y

4
+

y
4
+

3 · 9
16
− 15

8
+

25
16
− 3

2
− 5

4
=

= −9
8

y2 +
1
4

y− 11
8

.

Duální úloha tedy je maximalizovat funkci φ(y), která je

φ(y) = −9
8

y2 +
1
4

y− 11
8
→ max, y ≥ 0.

Podmínka y ≥ 0 vychází z toho, že v primární úloze máme dáno jedno nerovnostní ome-
zení. Řešení této úlohy už nebudeme hledat s pomocí Lagrangeovy funkce, nebot’ hle-
dáme maximum, přičemž funkce je konkávní, nebot’ u kvadratického členu je záporné
znaménko. Úlohu tak vyřešíme s využitím derivování a úvahy. Derivací účelové funkce
duální úlohy dostaneme

φ′(y) = −18
8

y +
1
4
= 0,

extrém se tak realizuje v bodě y = 1
9 ∈ [0, ∞). Vzhledem k tomu, že pro extrém platí y ≥ 0,

jsme rovnou našli řešení duální úlohy. V tomto bodě je hodnota duální úlohy φ∗ = −49
36 .

Duální úlohu jsme tedy úspěšně určili a vyřešili. Dalším postupem v příkladu je ově-
ření vztahu duality, který můžeme provést dvěma způsoby. Prvním z nich je teoretická
úvaha, která může probíhat např. následujícím způsobem. Již víme, že účelová funkce
primární úlohy je ostře konvexní, zároveň snadno ověříme, že platí Slaterova podmínka.
Výsledkem těchto podmínek, který jsme konstatovali již v úvodu řešení je, že primární
úloha je regulární úlohou matematického programování. Protože jsme našli řešení duální
úlohy, víme, že primární úloha je jistě řešitelná. Navíc pro regulární úlohu jistě platí vztah
duality, což znamená, že f ∗ = φ∗.
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Druhým způsobem ověření vztahu duality je vyřešení primární úlohy a kontrola, že
platí f ∗ = φ∗. Řešení primární úlohy je tématem předchozí kapitoly sbírky, zde ho proto
provedeme méně podrobně. Vzhledem k tomu, že se jedná o regulární úlohu MP, nám
stačí najít stacionární bod Lagrangeovy funkce, který je zároveň řešením. Množina P =

R2, nebot’ se v úloze nevyskytují omezení na znaménka. Vzhledem k platnosti Slaterovy
podmínky bereme y0 = 1. Lagrangeova funkce primární úlohy je potom ve tvaru

L(x1, x2, y) = 3x2
1 + 2x1x2 + x2

2 − 2x1 + x2 + y(x1 + 2x2 + 2),

podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : 6x1 + 2x2 − 2 + y = 0,

Lx2 : 2x1 + 2x2 + 1 + 2y = 0,

y(x1 + 2x2 + 2) = 0, y ≥ 0.

Tuto soustavu nyní vyřešíme v závislosti na hodnotě multiplikátoru y.

• y = 0

V tomto případě z podmínek stacionárního bodu dostaneme soustavu v proměn-
ných x1, x2, jejímž řešením je bod x1 = 3

4 a x2 = −5
4 . Vzhledem k tomu, že jsme

položili multiplikátor roven 0 musíme nyní ověřit, že bod patří do přípustné mno-
žiny. V tomto případě ovšem bod v přípustné množině neleží, nebot’ 3

4 −
10
4 + 8

4 � 0.
Situace, ve které je multiplikátor nulový, tak nevede k řešení.

• y > 0

V tomto případě musí z podmínky komplementarity platit x1 = −2x2− 2. Tuto hod-
notu nyní dosadíme do Lx1 , čímž dostaneme

−10x2 − 14 + y = 0.

Hodnotu x1 dosadíme i do druhé podmínky stacionárního bodu, čímž získáme rov-
nici

−2x2 − 3 + 2y = 0,

která nám společně s předchozí rovnicí dává soustavu v proměnných x2 a y, jejímž
řešením je x2 = −25

18 a y = 1
9 . Pro proměnnou x1 dále máme x1 = 7

9 . Tento bod
jistě leží v přípustné množině a splňuje všechny podmínky z Lagrangeova principu.
Vzhledem k tomu, že primární úloha je regulární, jsme tak našli její řešení. Hodnota
účelové funkce v tomto bodě je f ∗ = −49

36 = φ∗ a ověření platnosti vztahu duality je
tak u konce.

N
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Příklad 3.2.8.

Určete duální úlohu k úloze matematického programování

f (x1, x2) = 3x2
1 + x2

2 + 4x2 − 1→ min, x2
1 + 2x2 ≤ 1,

a ověřte platnost vztahu duality f ∗ = φ∗.

Řešení. Výpočet zahájíme určením toho, jak bude vypadat účelová funkce duální úlohy. Tu
najdeme jako infimum z příslušné regulární Lagrangeovy funkce přes množinu P, tj. jako

φ(y) = inf
[x1,x2]∈P

L(x1, x2, y),

přičemž výrazem regulární rozumíme to, že multiplikátor y0 = 1.
Vzhledem k tomu, že v primární úloze je pouze jedno omezení, bude naše úloha obsa-

hovat pouze jeden multiplikátor. Kdyby primární úloha obsahovala dále omezení na zna-
ménka, museli bychom se rozhodnout, jak s nimi naložit, tj. jestli je brát jako funkcionální
omezení nebo jako součást množiny P. Touto situací se ovšem nyní nemusíme zabývat.
V Lagrangeově funkci tak budeme mít jeden multiplikátor a infimum budeme hledat přes
všechna x1, x2 ∈ R.

Nyní si již můžeme zapsat účelovou funkci jako

φ(y) = inf
x1,x2∈R

L(x1, x2, y) = inf
x1,x2∈R

{3x2
1 + x2

2 + 4x2 − 1 + y(x2
1 + 2x2 − 1)}.

Zadaná účelová funkce primární úlohy je ostře konvexní, nebot’ její Hessova matice(
6 0
0 2

)
> 0

je pozitivně definitní. Vzhledem k tomu, že zadané omezení také obsahuje kvadratický
člen, musíme ho nyní, na rozdíl od předchozích příkladů, také vzít v potaz. Hessova matice
celé funkce je nyní (

6 + 2y 0
0 2

)
> 0 pro y > −3.

V tomto případě tedy konvexnost Lagrangeovy funkce závisí na hodnotě y. Vzhledem
k tomu, že v primární úloze je nerovnostní omezení, budeme v duální požadovat y ≥ 0.
Pro tato y je Hessova matice pozitivně definitní, celkově tak máme ostře konvexní funkci,
což znamená, že nám v dalším kroku bude stačit najít její stacionární bod.

Nyní najdeme stacionární bod Lagrangeovy funkce, a to pomocí parciálních derivací,
které jsou

Lx1 : 6x1 + 2x1y = 0,

Lx2 : 2x2 + 4 + 2y = 0.
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Vzhledem k tomu, že v úloze nemáme žádná přímá omezení (P = R2), požadujeme nulo-
vost parciálních derivací. V opačném případě by se mohlo stát, že bychom u proměnných
omezených na znaménko požadovali, aby parciální derivace byly nezáporné.

V našem příkladu žádné další podmínky nejsou, v dalším kroku tedy musíme najít
řešení této soustavy, resp. vyjádření proměnných x1 a x2 pomocí y. Ze druhé rovnice ihned
dostaneme

x2 =
−2y− 4

2
= −y− 2.

V první rovnici pak vytkneme x1, čímž získáme

2x1(3 + y) = 0, z čehož plyne x1 = 0,

nebot’ uvažujeme pouze y ≥ 0.
Našli jsme tedy stacionární bod Lagrangeovy funkce. V dalším kroku potřebujeme do-

počítat hodnotu infima, což znamená, že Lagrangeovu funkci musíme vyčíslit v nalezeném
bodě. Dosazením stacionárního bodu do Lagrangeovy funkce dostaneme

φ(y) = 0 + (−y− 2)2 + 4(−y− 2)− 1 + y(0 + 2(−y− 2)− 1) =

= y2 + 4y + 4− 4y− 8− 1 + y(−2y− 4− 1) = y2 − 5− 2y2 − 5y = −y2 − 5y− 5

Duální úloha tedy je maximalizovat funkci φ(y), která je

φ(y) = −y2 − 5y− 5→ max, y ≥ 0.

Jak jsme již konstatovali výše, podmínka y ≥ 0 vychází z toho, že v primární úloze máme
dáno jedno nerovnostní omezení. Řešení této úlohy už nebudeme hledat s pomocí Lagran-
geovy funkce, nebot’ hledáme maximum, přičemž funkce je konkávní, nebot’ u kvadra-
tického členu je záporné znaménko. Úlohu tak vyřešíme s využitím derivování a úvahy.
Derivací účelové funkce duální úlohy dostaneme

φ′(y) = −2y− 5 = 0,

extrém se tak realizuje v bodě y = −5
2 /∈ [0, ∞). Pro nezáporná y je hodnota derivace vždy

záporná, funkce je tedy klesající a její maximum najdeme v levém krajním bodě uvažova-
ného intervalu, tj. v bodě y = 0. V tomto bodě je hodnota duální úlohy φ∗ = −5.

Duální úlohu jsme tedy úspěšně určili a vyřešili. Dalším postupem v příkladu je ově-
ření vztahu duality, který můžeme provést dvěma způsoby. Prvním z nich je teoretická
úvaha, která může probíhat např. následujícím způsobem. Již víme, že účelová funkce
primární úlohy je ostře konvexní, zároveň snadno ověříme, že platí Slaterova podmínka.
Výsledkem těchto podmínek, který jsme konstatovali již v úvodu řešení je, že primární
úloha je regulární úlohou matematického programování. Protože jsme našli řešení duální
úlohy, víme, že primární úloha je jistě řešitelná. Navíc pro regulární úlohu jistě platí vztah
duality, což znamená, že f ∗ = φ∗.
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Druhým způsobem ověření vztahu duality je vyřešení primární úlohy a kontrola, že
platí f ∗ = φ∗. Řešení primární úlohy je tématem předchozí kapitoly sbírky, zde ho proto
provedeme méně podrobně. Vzhledem k tomu, že se jedná o regulární úlohu MP, nám
stačí najít stacionární bod Lagrangeovy funkce, který je zároveň řešením. Množina P =

R2, nebot’ se v úloze nevyskytují omezení na znaménka. Vzhledem k platnosti Slaterovy
podmínky bereme y0 = 1. Lagrangeova funkce primární úlohy je potom ve tvaru

L(x1, x2, y) = 3x2
1 + x2

2 + 4x2 − 1 + y(x2
1 + 2x2 − 1),

podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : 6x1 + 2x1y = 0,

Lx2 : 2x2 + 4 + 2y = 0,

y(x2
1 + 2x2 − 1) = 0, y ≥ 0.

Tuto soustavu nyní vyřešíme v závislosti na hodnotě multiplikátoru y.

• y = 0

V tomto případě z podmínek stacionárního bodu dostaneme soustavu v proměn-
ných x1, x2, jejímž řešením je bod x1 = 0 a x2 = −2. Vzhledem k tomu, že jsme po-
ložili multiplikátor roven 0 musíme nyní ověřit, že bod patří do přípustné množiny.
V tomto případě nalezený bod [0,−2] v přípustné množině leží, nebot’ 0− 4− 1 ≤ 0.
Našli jsme tedy bod, který vyhovuje všem podmínkám z Lagrangeova principu.
Vzhledem k tomu, že máme regulární úlohu a účelová funkce je ostře konvexní víme,
že se jistě jedná o řešení. Hodnota účelové funkce v tomto bodě je f ∗ = 4− 8− 1 =

−5 = φ∗. To, že bude hodnota multiplikátoru nulová navíc již víme z řešení du-
ální úlohy. Situace pro kladný multiplikátor k řešení nevede, což čtenář snadno ověří
(dojde ke sporu, kdy y ≤ 0). Ověření platnosti vztahu duality je tedy u konce.

N
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Příklad 3.2.9.

Určete duální úlohu k úloze matematického programování

f (x1, x2) = x2
1 − x1x2 + 2x2

2 − 3x1 + 2x2 → min, x1 + x2 ≤ 1, x1 ≥ 0,

a ověřte platnost vztahu duality f ∗ = φ∗.

Řešení. Výpočet zahájíme určením toho, jak bude vypadat účelová funkce duální úlohy. Tu
najdeme jako infimum z příslušné regulární Lagrangeovy funkce přes množinu P, tj. jako

φ(y) = inf
[x1,x2]∈P

L(x1, x2, y),

přičemž výrazem regulární rozumíme to, že multiplikátor y0 = 1.
Ještě před tím, než účelovou funkci určíme, musíme rozhodnout, jak naložíme se zada-

nými omezeními. Podobně jako při řešení primární úlohy matematického programování
si totiž můžeme vybrat, jaké omezení budeme brát jako funkcionální a jaké jako přímé
(tj. jako součást množiny P). Toto rozhodnutí je velmi důležité, nebot’ při hledání infima
vystupují jednotlivé Lagrangeovy multiplikátory jako parametry, jejich počet tedy může
do značné míry ovlivnit náročnost výpočtu. Ve všeobecnosti si tak jejich počet budeme
chtít co nejvíce snížit, což v tomto případě znamená, že omezení na znaménko x1 ≥ 0 bu-
deme brát jako přímé omezení a omezení x1 + x2 ≤ 1 budeme považovat za funkcionální.
To znamená, že v Lagrangeově funkci budeme mít pouze jeden multiplikátor a infimum
budeme hledat přes všechna x1 ≥ 0 a x2 ∈ R.

Nyní si již můžeme zapsat účelovou funkci jako

φ(y) = inf
[x1,x2]∈P

L(x1, x2, y) = inf
x1≥0,x2∈R

{x2
1 − x1x2 + 2x2

2 − 3x1 + 2x2 + y(x1 + x2 − 1)}.

K nalezení tohoto infima využijeme naše znalosti pro obecnou úlohu matematického pro-
gramování, nebot’ nehledáme na celém R2, ale pouze na poloprostoru určeném x1 ≥ 0.
Naštěstí je zadaná Lagrangeova funkce ostře konvexní, protože se jedná o součet lineární
a kvadratické funkce, jejíž Hessova matice(

2 −1
−1 4

)
> 0

je pozitivně definitní. Takže stačí v závislosti na hodnotě y najít stacionární bod dané
Lagrangeovy funkce. V tomto případě konvexnost Lagrangeovy funkce nezávisela ani na
hodnotě y, nebot’ dané omezení je lineární. V opačném případě bychom ještě mohli využít
toho, že nás bude zajímat pouze y ≥ 0, a ostatní hodnoty ignorovat.

Nyní najdeme stacionární bod Lagrangeovy funkce, a to pomocí parciálních derivací,
které jsou

Lx1 : 2x1 − x2 − 3 + y,

Lx2 : −x1 + 4x2 + 2 + y.
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608 III. Úlohy matematického programování

V našem případě ovšem nehledáme klasický stacionární bod (požadovali bychom nulové
parciální derivace), ale hledáme stacionární bod tak, jak jsme si zavedli pro obecnou úlohu
matematického programování. V tomto případě to znamená, že když hledáme mezi x1 ≥
0, tak požadujeme Lx1 ≥ 0 a = 0 pro x1 > 0. Vzhledem k tomu, že x2 hledáme mezi všemi
reálnými čísly, požadujeme, aby příslušná parciální derivace byla nulová. Celkově tedy
máme

Lx1 : 2x1 − x2 − 3 + y ≥ 0(= 0 pro x1 > 0),

Lx2 : −x1 + 4x2 + 2 + y = 0.

V našem příkladu žádné další podmínky nejsou, v dalším kroku tedy musíme najít
řešení této soustavy. Vzhledem k nerovnosti u Lx1 si řešení rozdělíme na dvě situace v zá-
vislosti na hodnotě x1. Začneme případem, ve kterém je x1 = 0.

• x1 = 0

V tomto případě řešíme soustavu

−x2 − 3 + y ≥ 0,

4x2 + 2 + y = 0.

Ze druhé rovnice plyne, že x2 = −y−2
4 . Po dosazení této hodnoty do první rovnice

dostaneme
y + 2

4
− 3 + y ≥ 0, a tedy 5y− 10 ≥ 0.

Z této nerovnosti vidíme, že musí platit y ≥ 2. V případě, že y ≥ 2, máme stacionární
bod

[
0, −y−2

4

]
. Vzhledem k tomu, že Lagrangeova funkce je ostře konvexní a našli

jsme její stacionární bod, nastává v tomto bodě pro y ≥ 2 hledané minimum. Nyní se
podíváme na případ, kdy x1 > 0.

• x1 > 0

Druhou možností, která může nastat, je x1 > 0. V tomto případě řešíme soustavu
dvou rovnic

2x1 − x2 − 3 + y = 0,

−x1 + 4x2 + 2 + y = 0.

Vynásobíme-li druhou rovnici dvěma a přičteme ji k první rovnici, dostaneme

7x2 + 1 + 3y = 0, a tedy x2 = −3y + 1
7

.

Po dosazení do druhé rovnice a úpravě dostaneme

x1 = 4x2 + 2 + y = −4
3y + 1

7
+ 2 + y =

−4− 12y + 14 + 7y
7

=
10− 5y

7
.
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Našli jsme tedy další stacionární bod. V tomto kroku nesmíme zapomenout na to,
že jsme požadovali, aby x1 > 0. Nyní se proto musíme podívat na to, kdy je tento
požadavek splněn, tj. kdy platí

10− 5y
7

> 0, a tedy y < 2,

což nám doplňuje předchozí případ, kdy nám vyšlo y ≥ 2. V případě, že y < 2,
máme stacionární bod

[
10−5y

7 ,−3y+1
7

]
. Obdobně jako v předchozí situaci se jedná

o infimum Lagrangeovy funkce.

Máme tedy 2 stacionární body. V dalším kroku potřebujeme dopočítat hodnotu infima, což
znamená, že musíme vyčíslit Lagrangeovu funkci v jednotlivých stacionárních bodech. Za-
čneme případem, kdy y ≥ 2, nebot’ díky nulovosti proměnné x1 bude výpočet jednodušší.

• y ≥ 2

V tomto případě do účelové funkce dosadíme stacionární bod
[
0, −y−2

4

]
, hodnota

účelové funkce z duální úlohy je tedy

φ(y) = 0− 0 + 2
(
−y− 2

4

)2

− 3 · 0 + 2
(
−y− 2

4

)
+ y

(
0 +
−y− 2

2
− 1
)
=

=
y2 + 4y + 4

8
− y

2
− 1− 2y + y2

4
− y = −y2

8
− 3

2
y− 1

2
.

• y < 2

V tomto případě postupujeme při výpočtu účelové funkce φ(y) podobně. Dosazením
bodu

[
10−5y

7 ,−3y+1
7

]
dostaneme

φ(y) =
(

10− 5y
7

)2

+

(
10− 5y

7

)(
−3y + 1

7

)
+ 2

(
−3y + 1

7

)2

−

− 3
(

10− 5y
7

)
+ 2

(
−3y + 1

7

)
+ y

(
10− 5y

7
− 3y + 1

7
− 1
)
=

=
25y2 − 100y + 100

49
+
−5y− 15y2 + 10 + 30y

49
+ 2 · 1 + 6y + 9y2

49
+

15y− 30
7

−

− 2 + 6y
7

+ y · −8y + 9
7

− y =
25y2 − 100y + 100 + 25y− 15y2 + 10 + 2

49
+

+
12y + 18y2 + 105y− 210− 14− 42y− 56y2 + 63y− 49y

49
=

=
−28y2 + 14y− 112

49
.

Hodnota účelové funkce pro y < 2 je tedy −28y2+14y−112
49 . V tomto případě můžeme

nerovnost pro y brát i neostře, nebot’ v y = 2 jsou hodnoty φ(y) shodné, a to φ(2) =
−4.
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Duální úloha tedy je maximalizovat funkci φ(y), která je

φ(y) =


−28y2+14y−112

49 , y ∈ [0, 2]
−y2−12y−4

8 , y ∈ [2, ∞)
→ max, y ≥ 0.

Podmínka y ≥ 0 vychází z toho, že v primární úloze máme dáno jedno nerovnostní ome-
zení. Řešení této úlohy už nebudeme hledat s pomocí Lagrangeovy funkce, nebot’ hledáme
maximum, přičemž obě funkce jsou konkávní, nebot’ u kvadratického členu jsou záporná
znaménka. Úlohu tak vyřešíme s využitím základních matematických operací.

• y ∈ [0, 2]

V případě, že y ∈ [0, 2], máme funkci −28y2+14y−112
49 . Její maximum můžeme najít bud’

derivováním nebo pomocí kořenů rovnice. Derivací dostaneme

φ′ =
−28 · 2y + 14

49
= 0,

extrém tedy nastává v bodě y = 14
56 = 1

4 ∈ [0, 2]. Vzhledem k tomu, že toto y leží
v intervalu, který uvažujeme, jsme našli hodnotu maxima. Hodnota tohoto maxima

je rovna φ
(

1
4

)
= −

441
4

49 = −9
4 .

• y ∈ [2, ∞)

V tomto případě uvažujeme, že y ∈ [2, ∞). Máme tedy funkci −y2−12y−4
8 . Její maxi-

mum, stejně jako v předchozím případě, můžeme najít bud’ derivováním nebo po-
mocí kořenů rovnice. Derivováním dostaneme

φ′ =
−2y− 12

8
= 0,

extrém tedy nastává v bodě y = −6 /∈ [2, ∞). Pro y ≥ 0 je derivace funkce záporná,
funkce je tedy klesající a maximum proto najdeme v levém krajním bodě intervalu,
tj. v bodě y = 2. Hodnota v tomto bodě je φ(2) = −32

8 = −4, což je menší než

φ
(

1
4

)
= −9

4 , což jsme dostali v předchozím případě.

Řešením duální úlohy je tedy bod y = 1
4 a hodnota duální úlohy je φ∗ = −9

4 .
Duální úlohu jsme tedy úspěšně určili a vyřešili. V závěru si ještě okomentujeme vztah

řešení primární a duální úlohy. Již víme, že účelová funkce primární úlohy je ostře kon-
vexní a platí „lineární“ podmínka, z čehož plyne, že zadaná úloha je regulární úlohou ma-
tematického programování. Protože jsme našli řešení duální úlohy, tak víme, že primární
úloha je jistě řešitelná. Navíc platí vztah duality, což znamená, že f ∗ = φ∗. Kdybychom
primární úlohu vyřešili pomocí Lagrangeova principu, získali bychom bod

[
5
4 ,−1

4

]
a mul-

tiplikátor odpovídající prvnímu nerovnostnímu omezení by měl hodnotu y = 1
4 . Toto y

je shodné s řešením duální úlohy. Podrobnější ověření platnosti vztahu duality pomocí
řešení primární úlohy ponecháme na čtenáři. N
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Příklad 3.2.10.

Určete duální úlohu k úloze matematického programování

f (x1, x2) = x2
1 + 6x2

2 + 2x1 − 8x2 → min, 2x2 − x1 ≤ 1, x2 ≥ 0,

a ověřte platnost vztahu duality f ∗ = φ∗.

Řešení. Výpočet zahájíme určením toho, jak bude vypadat účelová funkce duální úlohy. Tu
najdeme jako infimum z příslušné regulární Lagrangeovy funkce přes množinu P, tj. jako

φ(y) = inf
[x1,x2]∈P

L(x1, x2, y),

přičemž výrazem regulární rozumíme to, že multiplikátor y0 = 1.
Ještě před tím, než účelovou funkci určíme, musíme rozhodnout, jak naložíme se zada-

nými omezeními. Podobně jako při řešení primární úlohy matematického programování
si totiž můžeme vybrat, jaké omezení budeme brát jako funkcionální a jaké jako přímé (tj.
jako součást množiny P). Toto rozhodnutí je velmi důležité, nebot’ při hledání infima vy-
stupují jednotlivé Lagrangeovy multiplikátory jako parametry, jejich počet tedy může do
značné míry ovlivnit náročnost výpočtu. Ve všeobecnosti si tak jejich počet budeme chtít co
nejvíce snížit, což v tomto případě znamená, že omezení na znaménko x2 ≥ 0 budeme brát
jako přímé omezení a omezení 2x2 − x1 ≤ 1 budeme považovat za funkcionální. To zna-
mená, že v Lagrangeově funkci budeme mít pouze jeden multiplikátor a infimum budeme
hledat přes všechna x1 ∈ R a x2 ≥ 0.

Nyní si již můžeme zapsat účelovou funkci jako

φ(y) = inf
[x1,x2]∈P

L(x1, x2, y) = inf
x1∈R,x2≥0

{x2
1 + 6x2

2 + 2x1 − 8x2 + y(2x2 − x1 − 1)}.

K nalezení tohoto infima využijeme naše znalosti pro obecnou úlohu matematického pro-
gramování, nebot’ nehledáme na celém R2, ale pouze na poloprostoru určeném x2 ≥ 0.
Naštěstí je zadaná Lagrangeova funkce ostře konvexní, protože se jedná o součet lineární
a kvadratické funkce, jejíž Hessova matice(

2 0
0 6

)
> 0

je pozitivně definitní. Takže stačí v závislosti na hodnotě y najít stacionární bod dané
Lagrangeovy funkce. V tomto případě konvexnost Lagrangeovy funkce nezávisela ani na
hodnotě y, nebot’ dané omezení je lineární. V opačném případě bychom ještě mohli využít
toho, že nás bude zajímat pouze y ≥ 0, a ostatní hodnoty ignorovat.

Nyní najdeme stacionární bod Lagrangeovy funkce, a to pomocí parciálních derivací,
které jsou

Lx1 : 2x1 + 2− y,

Lx2 : 12x2 − 8 + 2y.
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V našem případě ovšem nehledáme klasický stacionární bod (požadovali bychom nulové
parciální derivace), ale hledáme stacionární bod tak, jak jsme si zavedli pro obecnou úlohu
matematického programování. V tomto případě to znamená, že když hledáme mezi x2 ≥
0, tak požadujeme Lx2 ≥ 0 a = 0 pro x2 > 0. Vzhledem k tomu, že x1 hledáme mezi všemi
reálnými čísly, požadujeme, aby příslušná parciální derivace byla nulová. Celkově tedy
máme

Lx1 : 2x1 + 2− y = 0,

Lx2 : 12x2 − 8 + 2y ≥ 0 (= 0 pro x2 > 0).

V našem příkladu žádné další podmínky nejsou, v dalším kroku tedy musíme najít
řešení této soustavy. Vzhledem k nerovnosti u Lx2 si řešení rozdělíme na dvě situace v zá-
vislosti na hodnotě x2. Začneme případem, ve kterém je x2 = 0.

• x2 = 0

V tomto případě řešíme soustavu

2x1 + 2− y = 0,

−8 + 2y ≥ 0.

Z první rovnice plyne, že x1 = y−2
2 . Z nerovnosti pak vidíme, že musí platit y ≥ 4.

V případě, že y ≥ 4, máme stacionární bod
[

y−2
2 , 0

]
. Vzhledem k tomu, že Lagran-

geova funkce je ostře konvexní a našli jsme její stacionární bod, nastává v tomto bodě
pro y ≥ 4 hledané minimum. Nyní se podíváme na případ, kdy x2 > 0.

• x2 > 0

Druhou možností, která může nastat, je x2 > 0. V tomto případě řešíme soustavu
dvou rovnic

2x1 + 2− y = 0,

12x2 − 8 + 2y = 0.

Z této soustavy ihned vidíme, že

x1 =
y− 2

2
a x2 =

8− 2y
12

=
4− y

6
.

Našli jsme tedy další stacionární bod. V tomto kroku nesmíme zapomenout na to,
že jsme požadovali, aby x2 > 0. Nyní se proto musíme podívat na to, kdy je tento
požadavek splněn, tj. kdy platí

4− y
6

> 0, a tedy y < 4,

což nám doplňuje předchozí případ, kdy nám vyšlo y ≥ 4. V případě, že y < 4, máme
stacionární bod

[
y−2

2 , 4−y
6

]
. Obdobně jako v předchozí situaci se jedná o infimum

Lagrangeovy funkce.
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Máme tedy 2 stacionární body. V dalším kroku potřebujeme dopočítat hodnotu infima,
což znamená, že musíme vyčíslit Lagrangeovu funkci v jednotlivých stacionárních bodech.
Začneme případem, kdy y ≥ 4, nebot’ díky nulovosti proměnné x2 bude výpočet jedno-
dušší.

• y ≥ 4

V tomto případě do účelové funkce dosadíme stacionární bod
[

y−2
2 , 0

]
, hodnota úče-

lové funkce z duální úlohy je tedy

φ(y) =
(

y− 2
2

)2

+ 2
(

y− 2
2

)
+ y

(
−y− 2

2
− 1
)
=

=
y2 − 4y + 4

4
+ y− 2− y(y− 2)

2
− y = −y2

4
− 1.

• y < 4

V tomto případě postupujeme při výpočtu účelové funkce φ(y) podobně. Dosazením
bodu

[
y−2

2 , 4−y
6

]
dostaneme

φ(y) =
(

y− 2
2

)2

+ 6
(

4− y
6

)2

+ 2
(

y− 2
2

)
− 8

(
4− y

6

)
+

+ y
(

4− y
3
− y− 2

2
− 1
)
=

y2 − 4y + 4
4

+ 6
(

16− 8y + y2

36

)
+ y− 2− 16

3
+

4y
3
+

+ y
(

4
3
− y

3
− y

2

)
=

y2

4
− y + 1 +

8
3
− 4y

3
+

y2

6
+ y− 2− 16

3
+

+
4y
3

+
4y
3
− y2

3
− y2

2
= −5y2

12
+

4y
3
− 11

3
.

Hodnota účelové funkce pro y < 4 je tedy −5y2

12 + 4y
3 −

11
3 .

Duální úloha tedy je maximalizovat funkci φ(y), která je

φ(y) =

−
5y2

12 + 4y
3 −

11
3 , y ∈ [0, 4)

− y2

4 − 1, y ∈ [4, ∞)
→ max, y ≥ 0.

Podmínka y ≥ 0 vychází z toho, že v primární úloze máme dáno jedno funkcionální nerov-
nostní omezení. Řešení této úlohy už nebudeme hledat s pomocí Lagrangeovy funkce, ne-
bot’ hledáme maximum, přičemž obě funkce jsou konkávní, nebot’ u kvadratického členu
jsou záporná znaménka. Úlohu tak vyřešíme s využitím základních matematických ope-
rací.

• y ∈ [0, 4)
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V případě, že y ∈ [0, 4), máme funkci −5y2

12 + 4y
3 −

11
3 . Její maximum můžeme najít

například derivováním. Derivací dostaneme

φ′ = −5y
6

+
4
3
= 0,

extrém tedy nastává v bodě y = 24
15 = 8

5 ∈ [0, 4). Vzhledem k tomu, že toto y leží
v intervalu, který uvažujeme, jsme našli hodnotu maxima. Hodnota tohoto maxima
je rovna φ

(8
5

)
= −13

5 = −2, 6.

• y ∈ [4, ∞)

V tomto případě uvažujeme, že y ∈ [4, ∞). Máme tedy funkci− y2

4 − 1. Její maximum,
stejně jako v předchozím případě, můžeme najít bud’ derivováním nebo pomocí ko-
řenů rovnice. Derivováním dostaneme

φ′ = −y
2
= 0,

extrém tedy nastává v bodě y = 0 /∈ [4, ∞). Pro y ≥ 0 je derivace funkce záporná,
funkce je tedy klesající a maximum proto najdeme v levém krajním bodě intervalu,
tj. v bodě y = 4. Hodnota v tomto bodě je φ(4) = −16

4 − 1 = −5, což je menší než
φ
(8

5

)
= −9

4 , což jsme dostali v předchozím případě.

Řešením duální úlohy je tedy bod y = 8
5 a hodnota duální úlohy je φ∗ = −13

5 .
Duální úlohu jsme tedy úspěšně určili a vyřešili. V závěru si ještě okomentujeme vztah

řešení primární a duální úlohy. Již víme, že účelová funkce primární úlohy je ostře kon-
vexní a platí Slaterova podmínka, z čehož plyne, že zadaná úloha je regulární úlohou ma-
tematického programování. Protože jsme našli řešení duální úlohy, tak víme, že primární
úloha je jistě řešitelná. Navíc platí vztah duality, což znamená, že f ∗ = φ∗. Kdybychom
primární úlohu vyřešili pomocí Lagrangeova principu, získali bychom bod

[
−1

5 , 2
5

]
a mul-

tiplikátor odpovídající prvnímu nerovnostnímu omezení by měl hodnotu y = 8
5 . Toto y

je shodné s řešením duální úlohy. Podrobnější ověření platnosti vztahu duality pomocí
řešení primární úlohy ponecháme na čtenáři. N
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Příklad 3.2.11.

Určete duální úlohu k úloze matematického programování

f (x1, x2) = x2
1 + 6x2

2 + 2x1 − 8x2 → min, 2x2 − x1 + 2 ≤ 0, x2 ≥ 0,

a ověřte platnost vztahu duality f ∗ = φ∗.

Řešení. Zadání této úlohy se příliš neliší od zadání úlohy předchozí, účelová funkce pri-
mární úlohy je dokonce totožná. Na rozdíl od předchozího příkladu proto vynecháme
úvodní teoretickou úvahu, která se od předchozího příkladu neliší, a výpočet zahájíme
zapsáním účelové funkce, která je

φ(y) = inf
[x1,x2]∈P

L(x1, x2, y) = inf
x1∈R,x2≥0

{x2
1 + 6x2

2 + 2x1 − 8x2 + y(2x2 − x1 + 2)}.

Stejně jako v předchozím příkladu víme, že stačí v závislosti na hodnotě y najít stacionární
bod dané Lagrangeovy funkce, který najdeme pomocí parciálních derivací, které jsou

Lx1 : 2x1 + 2− y = 0,

Lx2 : 12x2 − 8 + 2y ≥ 0 (= 0 pro x2 > 0),

přičemž nerovnost opět vyžadujeme kvůli omezení na znaménko druhé proměnné. Vzhle-
dem k tomu, že se změnilo pouze omezení, a to pouze v hodnotě konstanty, již známe
řešení této soustavy, nebot’ se neliší od řešení v předchozím příkladu. Máme tedy pro

• x2 = 0

stacionární bod
[

y−2
2 , 0

]
. Vzhledem k tomu, že Lagrangeova funkce je ostře konvexní

a našli jsme její stacionární bod, nastává v tomto bodě pro y ≥ 4 hledané minimum.
Dále víme, že pro

• x2 > 0

máme stacionární bod
[

y−2
2 , 4−y

6

]
, a to v pro y < 4. V tomto bodě opět nastává hle-

dané minimum.

Máme tedy 2 stacionární body. V dalším kroku potřebujeme dopočítat hodnotu infima,
což znamená, že musíme vyčíslit Lagrangeovu funkci v jednotlivých stacionárních bodech.
Zde se již výpočet oproti předchozímu příkladu liší, nebot’ se kvůli jinému omezení liší
účelová funkce. Začneme případem, kdy y ≥ 4, nebot’ díky nulovosti proměnné x2 bude
výpočet jednodušší.

• y ≥ 4
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V tomto případě do účelové funkce dosadíme stacionární bod
[

y−2
2 , 0

]
, hodnota úče-

lové funkce z duální úlohy je tedy

φ(y) =
(

y− 2
2

)2

+ 2
(

y− 2
2

)
+ y

(
−y− 2

2
+ 2
)
=

=
y2 − 4y + 4

4
+ y− 2 + y

(
− (y)

2
+ 3
)
= −y2

4
+ 3y− 1.

• y < 4

V tomto případě postupujeme při výpočtu účelové funkce φ(y) podobně. Dosazením
bodu

[
y−2

2 , 4−y
6

]
dostaneme

φ(y) =
(

y− 2
2

)2

+ 6
(

4− y
6

)2

+ 2
(

y− 2
2

)
− 8

(
4− y

6

)
+

+ y
(

4− y
3
− y− 2

2
+ 2
)
=

y2 − 4y + 4
4

+ 6
(

16− 8y + y2

36

)
+ y− 2− 16

3
+

4y
3
+

+ y
(

13
3
− y

3
− y

2

)
=

y2

4
− y + 1 +

8
3
− 4y

3
+

y2

6
+ y− 2− 16

3
+

+
4y
3

+
13y

3
− y2

3
− y2

2
= −5y2

12
+

13y
3
− 11

3
.

Hodnota účelové funkce pro y < 4 je tedy −5y2

12 + 13y
3 −

11
3 .

Duální úloha tedy je maximalizovat funkci φ(y), která je

φ(y) =

−
5y2

12 + 13y
3 −

11
3 , y ∈ [0, 4)

− y2

4 + 3y− 1, y ∈ [4, ∞)
→ max, y ≥ 0.

Vzhledem k tomu, že hodnota v krajním bodě φ(4) = 7 je stejná pro obě funkce, můžeme
interval v první situaci uvažovat i uzavřený. Podmínka y ≥ 0 vychází z toho, že v pri-
mární úloze máme dáno jedno funkcionální nerovnostní omezení. Řešení této úlohy už
nebudeme hledat s pomocí Lagrangeovy funkce, nebot’ hledáme maximum, přičemž obě
funkce jsou konkávní, nebot’ u kvadratického členu jsou záporná znaménka. Úlohu tak
vyřešíme s využitím základních matematických operací.

• y ∈ [0, 4]

V případě, že y ∈ [0, 4], máme funkci −5y2

12 + 13y
3 −

11
3 . Její maximum můžeme najít

například derivováním. Derivací dostaneme

φ′ = −5y
6

+
13
3

= 0,

extrém tedy nastává v bodě y = 26
5 = 5, 2 /∈ [0, 4]. Vzhledem k tomu, že toto y neleží

v intervalu, který uvažujeme, nemůžeme tento bod brát jako hledané maximum. Pro
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y ∈ [0, 4] je derivace vždy kladná, funkce je tedy na intervalu rostoucí. Maximum
tedy nastane v pravém krajním bodě intervalu, tj. v bodě y = 4. Hodnota tohoto
maxima je rovna φ (4) = 7.

• y ∈ [4, ∞)

V tomto případě uvažujeme, že y ∈ [4, ∞). Máme tedy funkci − y2

4 + 3y − 1. Její
maximum, stejně jako v předchozím případě, můžeme najít bud’ derivováním nebo
pomocí kořenů rovnice. Derivováním dostaneme

φ′ = −y
2
+ 3 = 0,

extrém tedy nastává v bodě y = 6 ∈ [4, ∞). Našli jsme tak bod maxima. Hodnota v
tomto bodě je φ(6) = −36

4 + 18− 1 = −5, což je větší než φ (6) = 8, což jsme dostali
v předchozím případě.

Řešením duální úlohy je tedy bod y = 6 a hodnota duální úlohy je φ∗ = 8.
Duální úlohu jsme tedy úspěšně určili a vyřešili. V závěru si ještě okomentujeme vztah

řešení primární a duální úlohy. Již víme, že účelová funkce primární úlohy je ostře kon-
vexní a platí Slaterova podmínka, z čehož plyne, že zadaná úloha je regulární úlohou ma-
tematického programování. Protože jsme našli řešení duální úlohy, tak víme, že primární
úloha je jistě řešitelná. Navíc platí vztah duality, což znamená, že f ∗ = φ∗. Kdybychom
primární úlohu vyřešili pomocí Lagrangeova principu, získali bychom bod [2, 0] a mul-
tiplikátor odpovídající prvnímu nerovnostnímu omezení by měl hodnotu y = 6. Toto y
je shodné s řešením duální úlohy. Podrobnější ověření platnosti vztahu duality pomocí
řešení primární úlohy ponecháme na čtenáři. N
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Příklad 3.2.12.

Určete duální úlohu k úloze matematického programování

f (x1, x2) = 4x2
1 + 3x1x2 + x2

2 + 2x1 − 5x2 → min, 2x1 − 3x2 + 5 ≤ 0, x2 ≥ 0,

a ověřte platnost vztahu duality f ∗ = φ∗.

Řešení. Výpočet zahájíme určením toho, jak bude vypadat účelová funkce duální úlohy. Tu
najdeme jako infimum z příslušné regulární Lagrangeovy funkce přes množinu P, tj. jako

φ(y) = inf
[x1,x2]∈P

L(x1, x2, y),

přičemž výrazem regulární rozumíme to, že multiplikátor y0 = 1.
Ještě před tím, než účelovou funkci určíme, musíme rozhodnout, jak naložíme se zada-

nými omezeními. Podobně jako při řešení primární úlohy matematického programování
si totiž můžeme vybrat, jaké omezení budeme brát jako funkcionální a jaké jako přímé (tj.
jako součást množiny P). Toto rozhodnutí je velmi důležité, nebot’ při hledání infima vy-
stupují jednotlivé Lagrangeovy multiplikátory jako parametry, jejich počet tedy může do
značné míry ovlivnit náročnost výpočtu. Ve všeobecnosti si tak jejich počet budeme chtít
co nejvíce snížit, což v tomto případě znamená, že omezení na znaménko x2 ≥ 0 budeme
brát jako přímé omezení a omezení 2x1 − 3x2 + 5 ≤ 0 budeme považovat za funkcionální.
To znamená, že v Lagrangeově funkci budeme mít pouze jeden multiplikátor a infimum
budeme hledat přes všechna x1 ∈ R a x2 ≥ 0.

Nyní si již můžeme zapsat účelovou funkci jako

φ(y) = inf
[x1,x2]∈P

L(x1, x2, y) = inf
x1∈R,x2≥0

{4x2
1 + 3x1x2 + x2

2 + 2x1 − 5x2 + y(2x1 − 3x2 + 5)}.

K nalezení tohoto infima využijeme naše znalosti pro obecnou úlohu matematického pro-
gramování, nebot’ nehledáme na celém R2, ale pouze na poloprostoru určeném x2 ≥ 0.
Naštěstí je zadaná Lagrangeova funkce ostře konvexní, protože se jedná o součet lineární
a kvadratické funkce, jejíž Hessova matice(

8 3
3 2

)
> 0

je pozitivně definitní. Takže stačí v závislosti na hodnotě y najít stacionární bod dané
Lagrangeovy funkce. V tomto případě konvexnost Lagrangeovy funkce nezávisela ani na
hodnotě y, nebot’ dané omezení je lineární. V opačném případě bychom ještě mohli využít
toho, že nás bude zajímat pouze y ≥ 0, a ostatní hodnoty ignorovat.

Nyní najdeme stacionární bod Lagrangeovy funkce, a to pomocí parciálních derivací,
které jsou

Lx1 : 8x1 + 3x2 + 2 + 2y,

Lx2 : 3x1 + 2x2 − 5− 3y.
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V našem případě ovšem nehledáme klasický stacionární bod (požadovali bychom nulové
parciální derivace), ale hledáme stacionární bod tak, jak jsme si zavedli pro obecnou úlohu
matematického programování. V tomto případě to znamená, že když hledáme mezi x2 ≥
0, tak požadujeme Lx2 ≥ 0 a = 0 pro x2 > 0. Vzhledem k tomu, že x1 hledáme mezi všemi
reálnými čísly, požadujeme, aby příslušná parciální derivace byla nulová. Celkově tedy
máme

Lx1 : 8x1 + 3x2 + 2 + 2y = 0,

Lx2 : 3x1 + 2x2 − 5− 3y ≥ 0 (= 0 pro x2 > 0).

V našem příkladu žádné další podmínky nejsou, v dalším kroku tedy musíme najít
řešení této soustavy. Vzhledem k nerovnosti u Lx2 si řešení rozdělíme na dvě situace v zá-
vislosti na hodnotě x2. Začneme případem, ve kterém je x2 = 0.

• x2 = 0

V tomto případě řešíme soustavu

8x1 + 2 + 2y = 0,

3x1 − 5− 3y ≥ 0.

Z první rovnice plyne, že x1 = −2+2y
8 . Když do nerovnosti dosadíme nalezené x1,

dostaneme
−6

8
− 6y

8
− 5− 3y ≥ 0, a tedy y ≤ −23

15
,

což je spor s tím, že při řešení duální úlohy nás zajímá pouze y ≥ 0. Tato situace tak
k řešení nevede a nyní se podíváme na případ, kdy x2 > 0.

• x2 > 0

Druhou možností, která může nastat, je x2 > 0. V tomto případě řešíme soustavu
dvou rovnic

8x1 + 3x2 + 2 + 2y = 0,

3x1 + 2x2 − 5− 3y = 0.

Tuto soustavu můžeme řešit například následujícím způsobem. Nejprve vynásobíme
první rovnici číslem −2 a druhou rovnici číslem 3 a poté tyto rovnice sečteme, čímž
získáme

−7x1 − 19− 13y = 0.

Z toho můžeme vyjádřit x1 jako

x1 =
−19− 13y

7
.
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Hodnotu x2 poté dopočítáme z druhé rovnice jako

x2 =
5
2
+

3y
2
− 3x1

2
=

5
2
+

3y
2

+
57
14

+
39y
14

=
92
14

+
60y
14

=
30y + 46

7
.

Vzhledem k tomu, že jsme v předchozím případě nedostali řešení, můžeme tuto
funkci uvažovat pro všechna y ≥ 0. Máme tedy stacionární bod

[
−19−13y

7 , 30y+46
7

]
,

který je infimem Lagrangeovy funkce.

Na rozdíl od předchozích příkladů máme nyní pouze 1 stacionární bod. V dalším kroku
potřebujeme dopočítat hodnotu infima, což znamená, že musíme Lagrangeovu funkci
v nalezeném bodě vyčíslit. Dosazením bodu

[
−19−13y

7 , 30y+46
7

]
, do Lagrangeovy funkce

dostaneme

φ(y) = 4
(
−19− 13y

7

)2

+ 3
(
−19− 13y

7

)(
30y + 46

7

)
+

(
30y + 46

7

)2

+

+ 2
(
−19− 13y

7

)
− 5

(
30y + 46

7

)
+ 2y

(
−19− 13y

7

)
− 3y

(
30y + 46

7

)
+ 5y =

= 4
(

361 + 494y + 169y2

49

)
+

3
49

(−874− 598y− 570y− 390y2)+

+

(
2116 + 2760y + 900y2

49

)
+

2
7
(−19− 13y)− 5

7
(46 + 30y) +

2
7
(−19y− 13y2)−

− 3
7
(46y + 30y2) + 5y =

1444
49

+
1976
49

y +
676
49

y2 − 2622
49
− 3504

49
y− 1170

49
y2 +

2116
49

+

+
2760
49

y +
900
49

y2 − 38
7
− 26

7
y− 230

7
− 150

7
y− 38

7
y− 26

7
y2 − 138

7
y− 90

7
y2 + 5y =

= −58
7

y2 − 141
7

y− 134
7

.

Duální úloha tedy je maximalizovat funkci φ(y), která je

φ(y) = −1
7
(58y2 + 141y + 134)→ max, y ≥ 0.

Podmínka y ≥ 0 vychází z toho, že v primární úloze máme dáno jedno funkcionální ne-
rovnostní omezení. Řešení této úlohy už nebudeme hledat s pomocí Lagrangeovy funkce,
nebot’ hledáme maximum, a funkce je konkávní, nebot’ u kvadratického členu je záporné
znaménko.

Úlohu tak vyřešíme derivováním, kterým dostaneme

φ′ = −1
7
(116y + 141) = 0, a tedy y = −141

116
< 0.

Extrém tedy nastává v bodě y = −141
116 /∈ [0, ∞). Pro y ≥ 0 je derivace funkce záporná,

funkce je tedy klesající a maximum proto najdeme v levém krajním bodě intervalu, tj.
v bodě y = 0. Hodnota v tomto bodě je φ(0) = −134

7 .
Řešením duální úlohy je tedy bod y = 0 a hodnota duální úlohy je φ∗ = −134

7 .
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Duální úlohu jsme tedy úspěšně určili a vyřešili. V závěru si ještě okomentujeme vztah
řešení primární a duální úlohy. Již víme, že účelová funkce primární úlohy je ostře kon-
vexní a platí Slaterova podmínka, z čehož plyne, že zadaná úloha je regulární úlohou ma-
tematického programování. Protože jsme našli řešení duální úlohy, tak víme, že primární
úloha je jistě řešitelná. Teoreticky jsme tak ověřili, že platí vztah duality, což znamená, že
f ∗ = φ∗.

Toto ověření nyní provedeme ještě výpočtem primární úlohy. Řešení primární úlohy je
tématem předchozí kapitoly sbírky, zde ho proto provedeme méně podrobně. Vzhledem
k tomu, že se jedná o regulární úlohu MP, nám stačí najít stacionární bod Lagrangeovy
funkce, který je zároveň řešením. Množinu P uvažujeme jako P = R2

,+, nebot’ se v úloze
vyskytuje omezení na znaménko u proměnné x2. Vzhledem k platnosti Slaterovy pod-
mínky bereme y0 = 1. Lagrangeova funkce primární úlohy je potom ve tvaru

L(x1, x2, y) = 4x2
1 + 3x1x2 + x2

2 + 2x1 − 5x2 + y(2x1 − 3x2 + 5),

podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : 8x1 + 3x2 + 2 + 2y = 0,

Lx2 : 3x1 + 2x2 − 5− 3y ≥ 0 (= 0 pro x2 > 0),

y(2x1 − 3x2 + 5) = 0, y ≥ 0.

Tuto soustavu nyní vyřešíme v závislosti na hodnotě proměnné x2.

• x2 > 0

V tomto případě získáme z podmínek stacionárního bodu soustavu rovnic

Lx1 : 8x1 + 3x2 + 2 + 2y = 0,

Lx2 : 3x1 + 2x2 − 5− 3y = 0,

y(2x1 − 3x2 + 5) = 0, y ≥ 0.

V případě, že je multiplikátor nulový, pak dostaneme

8x1 + 3x2 + 2 = 0 a 3x1 + 2x2 − 5 = 0,

podrobnější řešení této soustavy ponecháme na čtenáři. Řešením je bod
[
−19

7 , 46
7

]
,

který splňuje všechny podmínky z Lagrangeova principu. Vzhledem k tomu, že jsme
položili multiplikátor roven nule, musíme nyní ověřit, že bod leží v přípustné mno-
žině, což platí, nebot’

2
(
−19

7

)
− 3

(
46
7

)
+ 5 = −141

7
≤ 0.

Vzhledem k tomu, že účelová funkce je ostře konvexní, jsme se dostali do situace,
kdy jsme našli řešení a víme, že úloha má právě jedno řešení. V dalším výpočtu proto
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nemusíme pokračovat. Řešením primární úlohy je bod
[
−19

7 , 46
7

]
. Hodnota účelové

funkce v tomto bodě je f ∗ = −134
7 = φ∗ a ověření platnosti vztahu duality je tak

u konce.

N
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Příklad 3.2.13.

Určete duální úlohu k úloze matematického programování

f (x1, x2) = 4x2
1 + 4x1x2 + x2

2 − 2x1 + 3x2 → min, x1 − 3x2 ≤ 4, x1 ≥ 0,

a ověřte platnost vztahu duality f ∗ = φ∗.

Řešení. Výpočet zahájíme určením toho, jak bude vypadat účelová funkce duální úlohy. Tu
najdeme jako infimum z příslušné regulární Lagrangeovy funkce přes množinu P, tj. jako

φ(y) = inf
[x1,x2]∈P

L(x1, x2, y),

přičemž výrazem regulární rozumíme to, že multiplikátor y0 = 1.
Ještě před tím, než účelovou funkci určíme, musíme rozhodnout, jak naložíme se zada-

nými omezeními. Podobně jako při řešení primární úlohy matematického programování
si totiž můžeme vybrat, jaké omezení budeme brát jako funkcionální a jaké jako přímé (tj.
jako součást množiny P). Toto rozhodnutí je velmi důležité, nebot’ při hledání infima vy-
stupují jednotlivé Lagrangeovy multiplikátory jako parametry, jejich počet tedy může do
značné míry ovlivnit náročnost výpočtu. Ve všeobecnosti si tak jejich počet budeme chtít
co nejvíce snížit, což v tomto případě znamená, že omezení na znaménko x1 ≥ 0 budeme
brát jako přímé omezení a omezení x1 − 3x2 − 4 ≤ 0 budeme považovat za funkcionální.
To znamená, že v Lagrangeově funkci budeme mít pouze jeden multiplikátor a infimum
budeme hledat přes všechna x1 ≥ 0 a x2 ∈ R.

Nyní si již můžeme zapsat účelovou funkci jako

φ(y) = inf
[x1,x2]∈P

L(x1, x2, y) = inf
x1∈R,x2≥0

{4x2
1 + 4x1x2 + x2

2 − 2x1 + 3x2 + y(x1 − 3x2 − 4)}.

K nalezení tohoto infima využijeme naše znalosti pro obecnou úlohu matematického pro-
gramování, nebot’ nehledáme na celém R2, ale pouze na poloprostoru určeném x1 ≥ 0.
Naštěstí je zadaná Lagrangeova funkce konvexní, protože se jedná o součet lineární a kva-
dratické funkce, jejíž Hessova matice (

8 4
4 2

)
≥ 0

je pozitivně definitní. Takže stačí v závislosti na hodnotě y najít stacionární bod dané
Lagrangeovy funkce. V tomto případě konvexnost Lagrangeovy funkce nezávisela ani na
hodnotě y, nebot’ dané omezení je lineární. V opačném případě bychom ještě mohli využít
toho, že nás bude zajímat pouze y ≥ 0, a ostatní hodnoty ignorovat.

Nyní najdeme stacionární bod Lagrangeovy funkce, a to pomocí parciálních derivací,
které jsou

Lx1 : 8x1 + 4x2 − 2 + y,

Lx2 : 4x1 + 2x2 + 3− 3y.
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V našem případě ovšem nehledáme klasický stacionární bod (požadovali bychom nulové
parciální derivace), ale hledáme stacionární bod tak, jak jsme si zavedli pro obecnou úlohu
matematického programování. V tomto případě to znamená, že když hledáme mezi x1 ≥
0, tak požadujeme Lx1 ≥ 0 a = 0 pro x1 > 0. Vzhledem k tomu, že x2 hledáme mezi všemi
reálnými čísly, požadujeme, aby příslušná parciální derivace byla nulová. Celkově tedy
máme

Lx1 : 8x1 + 4x2 − 2 + y ≥ 0 (= 0 pro x1 > 0)

Lx2 : 4x1 + 2x2 + 3− 3y = 0.

V našem příkladu žádné další podmínky nejsou, v dalším kroku tedy musíme najít
řešení této soustavy. Vzhledem k nerovnosti u Lx1 si řešení rozdělíme na dvě situace v zá-
vislosti na hodnotě x1. Začneme případem, ve kterém je x1 = 0.

• x1 = 0

V tomto případě řešíme soustavu

4x2 − 2 + y ≥ 0,

2x2 + 3− 3y = 0.

Z druhé rovnice plyne, že x2 = 3y−3
2 . Když do nerovnosti dosadíme nalezené x2,

dostaneme
2(3y− 3)− 2 + y ≥ 0, a tedy y ≥ 8

7
.

V případě, že y ≥ 8
7 , máme stacionární bod

[
0, 3y−3

2

]
. Vzhledem k tomu, že Lagran-

geova funkce je ostře konvexní a našli jsme její stacionární bod, nastává v tomto bodě
pro y ≥ 8

7 hledané minimum. Nyní se podíváme na případ, kdy x1 > 0.

• x1 > 0

Druhou možností, která může nastat, je x1 > 0. V tomto případě řešíme soustavu
dvou rovnic

8x1 + 4x2 − 2 + y = 0,

4x1 + 2x2 + 3− 3y = 0.

Tuto soustavu můžeme řešit například následujícím způsobem. Nejprve vynásobíme
druhou rovnici číslem −2 a poté tyto rovnice sečteme, čímž získáme

−8 + 7y = 0, a tedy y =
8
7

.

Toto y nyní dosadíme do obou rovnic, čímž získáme soustavu

8x1 + 4x2 −
6
7
= 0 a 4x1 + 2x2 −

3
7
= 0,

jejíž řešení můžeme zapsat např. jako bod [ 3
28 −

x2
2 , x2]. V tomto případě tedy hodnota

bodu nezáleží na y, ale na x2.
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Máme tedy dva stacionární body a v dalším kroku potřebujeme dopočítat hodnotu
infima. To znamená, že musíme Lagrangeovu funkci v nalezených bodě vyčíslit. Řešení si
jako obvykle rozdělíme na dvě situace odpovídající dvěma nalezeným bodům

• y ≥ 8
7

V tomto případě máme stacionární bod
[
0, 3y−3

2

]
. Jeho dosazením do Lagrangeovy

funkce dostaneme

φ(y) = 0 + 0 +
(

3y− 3
2

)2

+ 3
(

3y− 3
2

)
+ y

(
−3 · 3y− 3

2
− 4
)
=

=
9y2 − 18y + 9

4
+

18y− 18
4

+
−18y2 + 18y

4
− 4y = −9y2

4
+

9y
2
− 4y− 9

4
=

= −9y2

4
+

y
2
− 9

4
.

• y ∈
[
0, 8

7

]
V tomto případě máme stacionární bod [ 3

28 −
x2
2 , x2] a hodnotu y = 8

7 . Dosazením do
Lagrangeovy funkce dostaneme

φ(y) = 4
(

3
28
− x2

2

)2

+ 4x2

(
3

28
− x2

2

)
+ x2

2 − 2
(

3
28
− x2

2

)
+ 3x2+

+
8
7
·
(

3
28
− x2

2
− 3x2 − 4

)
= 4

(
3

28

)2

− 12
28

x2 + 4 · x2
2

4
+

12
28

x2 − 2x2
2 + x2

2 −
6
28

+

+ x2 + 3x2 +
8
7
· 3

28
− 8

14
x2 −

24
7

x2 −
32
7

=

(
1 + 3− 8

14
− 24

7

)
x2 + 4

(
3

28

)2

−

− 6
28

+
8
7
· 3

28
− 32

7
= −905

196
.

Tento výsledek nám říká, že pro y ∈
[
0, 8

7

]
stacionární bod neexistuje. Zvolíme-li

např. x1 = − x2
2 , pak pro x2 → −∞ je x1 → ∞ a platí

L(x1, x2, y) = (2x1 + x2)
2 + x1(y− 2) + x2(3− 3y)− 4y =

= 0− x2

2
(y− 2) + x2(3− 3y)− 4y = x2(3− 3y− y

2
− 1)− 4y =

= x2(4−
7
2

y)− 4y→ −∞,

nebot’ 4y je konstantní a 4− 7
2 y > 0 pro y < 8

7 ,což je případ, který uvažujeme. Infi-
mum je tedy pro y ∈ [0, 8/7) rovno −∞.

V případě, že y = 8
7 dostaneme pro stacionární bod

[
0, 3y−3

2

]
hodnotu −905

196 , tj. stejný

výsledek, kte kterému jsme došli zde. Pro hodnotu y = 8
7 tak můžeme uvažovat

výsledek jako v předchozí situaci.
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Výsledkem tohoto případu je proto duální úloha ve tvaru: maximalizovat funkci φ(y),
která je

φ(y) = −9
4

y2 +
y
2
− 9

4
→ max, y ≥ 8

7
.

Podmínka y ≥ 8
7 vychází z toho, že v primární úloze máme dáno jedno funkcionální ne-

rovnostní omezení, multiplikátor je tedy omezen na znaménko. Hodnota 8
7 pak vychází

z toho, že pro y < 8
7 neexistuje stacionární bod Lagrangeovy funkce. Řešení této úlohy už

nebudeme hledat s pomocí Lagrangeovy funkce, nebot’ hledáme maximum, a funkce je
konkávní, nebot’ u kvadratického členu je záporné znaménko.

Úlohu tak vyřešíme derivováním, kterým dostaneme

φ′ = −9
2

y +
1
2
= 0, a tedy y =

1
9

/∈ [8/7, ∞).

Pro y ≥ 8
7 je derivace funkce záporná, funkce je tedy klesající a maximum proto najdeme

v levém krajním bodě intervalu, tj. v bodě y = 8
7 . Hodnota v tomto bodě je φ

(8
7

)
= −905

196 .
Řešením duální úlohy je tedy bod y = 8

7 a hodnota duální úlohy je φ∗ = −905
196 .

Duální úlohu jsme tedy úspěšně určili a vyřešili. V závěru si ještě okomentujeme vztah
řešení primární a duální úlohy. Již víme, že účelová funkce primární úlohy je konvexní
a platí Slaterova podmínka, z čehož plyne, že zadaná úloha je regulární úlohou matema-
tického programování. Protože jsme našli řešení duální úlohy, tak víme, že primární úloha
je jistě řešitelná. Teoreticky jsme tak ověřili, že platí vztah duality, což znamená, že f ∗ = φ∗.

Toto ověření nyní provedeme ještě výpočtem primární úlohy. Řešení primární úlohy je
tématem předchozí kapitoly sbírky, zde ho proto provedeme méně podrobně. Vzhledem
k tomu, že se jedná o regulární úlohu MP, nám stačí najít stacionární bod Lagrangeovy
funkce, který je zároveň řešením. Množinu P uvažujeme jako P = R2

+,, nebot’ se v úloze
vyskytuje omezení na znaménko u proměnné x1. Vzhledem k platnosti Slaterovy pod-
mínky bereme y0 = 1. Lagrangeova funkce primární úlohy je potom ve tvaru

L(x1, x2, y) = 4x2
1 + 4x1x2 + x2

2 − 2x1 + 3x2 + y(x1 − 3x2 − 4),

podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : 8x1 + 4x2 − 2 + y ≥ 0 (= 0 pro x1 > 0),

Lx2 : 4x1 + 2x2 + 3− 3y = 0

y(x1 − 3x2 − 4) = 0, y ≥ 0.

Tuto soustavu nyní vyřešíme v závislosti na hodnotě proměnné x1.

• x1 = 0

V tomto případě musí z podmínky komplementarity platit bud’ y = 0 nebo x2 = −4
3 .
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V případě, že by byl multiplikátor nulový, dostáváme z druhé rovnice pro x2 hod-
notu x2 = −3

2 . Dosadíme-li tuto hodnotu do nerovnosti, dostaneme

4 · −3
2
− 2 ≥ 0,

, což jistě neplatí. Situace s nulovým multiplikátorem tak k řešení jistě nevede.

V případě, že by platilo x2 = −4
3 dostaneme ze druhé rovnice pro multiplikátor hod-

notu y = 1
9 . Dosadíme-li nalezené hodnoty do nerovnosti z Lagrangeova principu,

dostaneme se opět ke sporu, nebot’

−16
3
− 2 +

1
9
� 0.

V bodě řešení tak bude proměnná x1 nenulová.

• x1 > 0

V tomto případě získáme z podmínek stacionárního bodu soustavu rovnic

Lx1 : 8x1 + 4x2 − 2 + y = 0,

Lx2 : 4x1 + 2x2 + 3− 3y = 0,

y(x1 − 3x2 − 4) = 0, y ≥ 0.

Řešení si opět rozdělíme na dvě situace v závislosti na hodnotě multiplikátoru.

V případě, že je multiplikátor nulový, pak dostaneme

8x1 + 4x2 − 2 = 0 a 4x1 + 2x2 + 3 = 0.

Vynásobením druhé rovnice číslem −2 a jejím přičtením k první rovnici dostaneme
−8 = 0, což je jistě spor. Ani v této situaci jsme tam nenašli řešení.

V případě, že multiplikátor je nenulový, řešíme soustavu tří rovnic o třech nezná-
mých, jejíž podrobnější řešení ponecháme na čtenáři. Jejím řešením je bod

[
65
98 ,−109

98

]
s hodnotou multiplikátoru y = 8

7 . Tento bod splňuje všechny podmínky z Lagrange-
ova principu a jistě leží v přípustné množině. Našli jsme tedy řešení úlohy. Hodnota
primární úlohy je f ∗ = −905

196 = φ∗, ověření platnosti vztahu duality je tak u konce.

N

16. prosince 2020 © Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek
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Příklad 3.2.14.

Určete duální úlohu k úloze matematického programování

f (x1, x2) = x2
1 + x2

2 → min, −x1 − x2 + 4 ≤ 0, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0,

a ověřte platnost vztahu duality f ∗ = φ∗.

Řešení. Výpočet zahájíme určením toho, jak bude vypadat účelová funkce duální úlohy. Tu
najdeme jako infimum z příslušné regulární Lagrangeovy funkce přes množinu P, tj. jako

φ(y) = inf
[x1,x2]∈P

L(x1, x2, y),

přičemž výrazem regulární rozumíme to, že multiplikátor y0 = 1.
Ještě před tím, než účelovou funkci určíme, musíme rozhodnout, jak naložíme se zada-

nými omezeními. Podobně jako při řešení primární úlohy matematického programování
si totiž můžeme vybrat, jaké omezení budeme brát jako funkcionální a jaké jako přímé (tj.
jako součást množiny P). Toto rozhodnutí je velmi důležité, nebot’ při hledání infima vy-
stupují jednotlivé Lagrangeovy multiplikátory jako parametry, jejich počet tedy může do
značné míry ovlivnit náročnost výpočtu. Ve všeobecnosti si tak jejich počet budeme chtít co
nejvíce snížit, což v tomto případě znamená, že omezení na znaménka budeme brát jako
přímá omezení a omezení −x1 − x2 + 4 ≤ 0 budeme považovat za funkcionální. To zna-
mená, že v Lagrangeově funkci budeme mít pouze jeden multiplikátor a infimum budeme
hledat přes všechna x1 ≥ 0 a x2 ≥ 0.

Nyní si již můžeme zapsat účelovou funkci jako

φ(y) = inf
[x1,x2]∈P

L(x1, x2, y) = inf
x1≥0,x2≥0

{x2
1 + x2

2 + y(−x1 − x2 + 4)}.

Vzhledem k tomu, že se v úloze nevyskytuje žádný smíšený člen, si tento výraz dále mů-
žeme rozepsat jako součet

φ(y) = inf
x1≥0
{x2

1 − yx1}+ inf
x2≥0
{x2

2 − yx2}+ 4y.

Vzhledem k tomu, že zadaná Lagrangeova funkce je ostře konvexní (její Hessova matice je
pozitivně definitní), stačí v závislosti na hodnotě y najít stacionární bod dané Lagrangeovy
funkce. V tomto případě konvexnost Lagrangeovy funkce nezávisela ani na hodnotě y,
nebot’ dané omezení je lineární. V opačném případě bychom ještě mohli využít toho, že
nás bude zajímat pouze y ≥ 0, a ostatní hodnoty ignorovat.

Na rozdíl od předchozích příkladů můžeme nyní najít infimum jako součet infim přes
jednotlivé proměnné. Pro první výraz derivací podle x1 dostaneme

(x2
1 − yx1)

′ = 2x1 − y,
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což položíme rovno nule, čímž získáme extrém x1 = y
2 pro y ≥ 0. V případě, že je y < 0, pro

x1 platí x1 = 0, nebot’ tato proměnná je omezená na znaménko. Našli jsme tedy hledané
minimum.

Pro druhou část postupujeme obdobně. Derivací podle x2 dostaneme

(x2
2 − yx2)

′ = 2x2 − y,

z čehož opět položením rovno nule a úpravou získáme x2 = y
2 pro y ≥ 0 a x2 = 0 pro

y < 0.
Celkem tedy máme 2 stacionární body, a to

[ y
2 , y

2

]
pro y ≥ 0 a [0, 0] pro y < 0. V dal-

ším kroku potřebujeme dopočítat hodnotu infima, což znamená, že musíme Lagrangeovu
funkci v nalezených bodech vyčíslit. Pro y < 0 ihned dostaneme funkci

φ(y) = 0 + 0 + 4y = 4y.

Pro y ≥ 0 pak máme

φ(y) = −y2

4
− y2

4
+ 4y = −y2

2
+ 4y.

Vzhledem k tomu, že jedním z omezení v duální úloze je omezení na znaménko y ≥ 0, je
duální úloha v tomto případě maximalizovat funkci φ(y), která je

φ(y) = −y2

2
+ 4y→ max, y ≥ 0.

Řešení této úlohy už nebudeme hledat s pomocí Lagrangeovy funkce, nebot’ hledáme ma-
ximum, a funkce je konkávní, nebot’ u kvadratického členu je záporné znaménko.

Úlohu tak vyřešíme derivováním, kterým dostaneme

φ′ = −y + 4 = 0, a tedy y = 4.

Extrém tedy nastává v bodě y = 4 ∈ [0, ∞). Našli jsme tak maximum, hodnota duální
úlohy je φ∗ = −16

2 + 16 = 8.
Duální úlohu jsme tedy úspěšně určili a vyřešili. V závěru si ještě okomentujeme vztah

řešení primární a duální úlohy. Již víme, že účelová funkce primární úlohy je ostře kon-
vexní a platí Slaterova podmínka (např. bod [3, 3]), z čehož plyne, že zadaná úloha je re-
gulární úlohou matematického programování. Protože jsme našli řešení duální úlohy, tak
víme, že primární úloha je jistě řešitelná. Teoreticky jsme tak ověřili, že platí vztah duality,
což znamená, že f ∗ = φ∗.

Toto ověření nyní provedeme ještě výpočtem primární úlohy. Řešení primární úlohy je
tématem předchozí kapitoly sbírky, zde ho proto provedeme méně podrobně. Vzhledem
k tomu, že se jedná o regulární úlohu MP, nám stačí najít stacionární bod Lagrangeovy
funkce, který je zároveň řešením. Množinu P uvažujeme jako P = R2

++, nebot’ se v úloze
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vyskytuje omezení na znaménka u obou proměnných. Vzhledem k platnosti Slaterovy
podmínky bereme y0 = 1. Lagrangeova funkce primární úlohy je potom ve tvaru

L(x1, x2, y) = x2
1 + x2

2 + y(−x1 − x2 + 4),

podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : 2x1 − y ≥ 0 (= 0 pro x1 > 0),

Lx2 : 2x2 − y ≥ 0 (= 0 pro x2 > 0),

y(−x1 − x2 + 4) = 0, y ≥ 0.

Tuto soustavu nyní vyřešíme v závislosti na hodnotě proměnných x1 a x2.

• x1 = 0 a x2 = 0

Tento bod sice splní všechny podmínky z Lagrangeova principu s nulovým multipli-
kátorem, jistě však neleží v přípustné množině.

• x1 = 0 a x2 > 0

Z první rovnice plyne, že −y ≥ 0, a tedy y ≤ 0, což společně s podmínkou duality
dává y = 0. Ze druhé rovnice dostaneme 2x2 = 0, což je ve sporu s předpokladem.

• x1 > 0 a x2 = 0

Z druhé rovnice plyne, že −y ≥ 0, a tedy y ≤ 0, což společně s podmínkou duality
dává y = 0. Z první rovnice dostaneme 2x1 = 0, což je ve sporu s předpokladem.

• x1 > 0 a x2 > 0

V tomto případě máme soustavu rovnic, ze které plyne x1 = x2. V případě nulového
multiplikátoru bychom se dostali do situace, kdy x1 = x2 = 0, v řešení tak musí
platit y ≥ 0. Z podmínky komplementarity pak dostaneme x1 = x2 = 2, z libovolné
rovnice stacionárního bodu pak multiplikátor vyčíslíme jako y = 4, což odpovídá
výsledku duální úlohy. Hodnota primární úlohy je tedy f ∗ = 4+ 4 = 8 = φ∗, ověření
platnosti vztahu duality je tak u konce.

N
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Příklad 3.2.15.

Určete duální úlohu k úloze matematického programování

f (x1, x2) = 2x2
1 + x1x2 + x2

2 − 4x1 + 2x2 → min, 3x1 + x2 ≤ 2, x1 ≥ 0,

a ověřte platnost vztahu duality f ∗ = φ∗.

Řešení. Výpočet zahájíme určením toho, jak bude vypadat účelová funkce duální úlohy. Tu
najdeme jako infimum z příslušné regulární Lagrangeovy funkce přes množinu P, tj. jako

φ(y) = inf
[x1,x2]∈P

L(x1, x2, y),

přičemž výrazem regulární rozumíme to, že multiplikátor y0 = 1.
Ještě před tím, než účelovou funkci určíme, musíme rozhodnout, jak naložíme se zada-

nými omezeními. Podobně jako při řešení primární úlohy matematického programování
si totiž můžeme vybrat, jaké omezení budeme brát jako funkcionální a jaké jako přímé (tj.
jako součást množiny P). Toto rozhodnutí je velmi důležité, nebot’ při hledání infima vy-
stupují jednotlivé Lagrangeovy multiplikátory jako parametry, jejich počet tedy může do
značné míry ovlivnit náročnost výpočtu. Ve všeobecnosti si tak jejich počet budeme chtít co
nejvíce snížit, což v tomto případě znamená, že omezení na znaménko x1 ≥ 0 budeme brát
jako přímé omezení a omezení 3x1 + x2 ≤ 2 budeme považovat za funkcionální. To zna-
mená, že v Lagrangeově funkci budeme mít pouze jeden multiplikátor a infimum budeme
hledat přes všechna x1 ≥ 0 a x2 ∈ R.

Nyní si již můžeme zapsat účelovou funkci jako

φ(y) = inf
[x1,x2]∈P

L(x1, x2, y) = inf
x1≥0,x2∈R

{2x2
1 + x1x2 + x2

2 − 4x1 + 2x2 + y(3x1 + x2 − 2)}.

K nalezení tohoto infima využijeme naše znalosti pro obecnou úlohu matematického pro-
gramování, nebot’ nehledáme na celém R2, ale pouze na poloprostoru určeném osou x2.
Naštěstí je zadaná Lagrangeova funkce ostře konvexní, protože se jedná o součet lineární
a kvadratické funkce, jejíž matice (

2 1
2

1
2 1

)
> 0

(kvadratické formy) je pozitivně definitní. Takže stačí v závislosti na hodnotě y najít staci-
onární bod dané Lagrangeovy funkce. V tomto případě konvexnost Lagrangeovy funkce
nezávisela ani na hodnotě y, nebot’ dané omezení je lineární. V opačném případě bychom
ještě mohli využít toho, že nás bude zajímat pouze y ≥ 0, a ostatní hodnoty ignorovat.

Nyní najdeme stacionární bod Lagrangeovy funkce, a to pomocí parciálních derivací,
které jsou

Lx1 : 4x1 + x2 − 4 + 3y,

Lx2 : x1 + 2x2 + 2 + y.
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V našem případě ovšem nehledáme klasický stacionární bod (požadovali bychom nulové
parciální derivace), ale hledáme stacionární bod tak, jak jsme si zavedli pro obecnou úlohu
matematického programování. V tomto případě to znamená, že když hledáme mezi x1 ≥
0, tak požadujeme Lx1 ≥ 0 a = 0 pro x1 > 0. Vzhledem k tomu, že x2 hledáme mezi všemi
reálnými čísly, požadujeme, aby příslušná parciální derivace byla nulová. Celkově tedy
máme

Lx1 : 4x1 + x2 − 4 + 3y ≥ 0(= 0 pro x1 > 0),

Lx2 : x1 + 2x2 + 2 + y = 0.

V našem příkladu žádné další podmínky nejsou, v dalším kroku tedy musíme najít
řešení této soustavy. Vzhledem k nerovnosti u Lx1 si řešení rozdělíme na dvě situace v zá-
vislosti na hodnotě x1. Začneme případem, ve kterém je x1 = 0.

• x1 = 0

V tomto případě řešíme soustavu

x2 − 4 + 3y ≥ 0,

2x2 + 2 + y = 0.

Ze druhé rovnice plyne, že x2 = −y−2
2 . Po dosazení této hodnoty do první rovnice

dostaneme
−y− 2

2
− 4 + 3y ≥ 0, a tedy

5
2

y− 5 ≥ 0.

Z této nerovnosti vidíme, že musí platit y ≥ 2. V případě, že y ≥ 2, máme stacionární
bod

[
0, −y−2

2

]
. Vzhledem k tomu, že Lagrangeova funkce je ostře konvexní a našli

jsme její stacionární bod, nastává v tomto bodě pro y ≥ 2 hledané minimum. Nyní se
podíváme na případ, kdy x1 > 0.

• x1 > 0

Druhou možností, která může nastat, je x1 > 0. V tomto případě řešíme soustavu
dvou rovnic

4x1 + x2 − 4 + 3y = 0,

x1 + 2x2 + 2 + y = 0.

Z druhé rovnice můžeme vyjádřit x2 = −2−y−x1
2 . Po dosazení do první rovnice do-

staneme
4x1 +

−2− y− x1

2
− 4 + 3y = 0, a tedy

7
2

x1 +
5
2

y = 5,

neboli
x1 = −5

7
y +

10
7

.
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Nyní toto x1 dosadíme do vztahu pro x2, protože chceme mít x1 i x2 vyjádřené pouze
pomocí y. Máme tak

x2 =
−2− y− x1

2
= −1− y

2
+

5
14

y− 5
7
= −12

7
− y

7
.

V tomto kroku nesmíme zapomenout na to, že jsme požadovali, aby x1 > 0. Nyní se
proto musíme podívat na to, kdy je tento požadavek splněn, tj. kdy platí

−5
7

y +
10
7

> 0, a tedy y < 2,

což nám doplňuje předchozí případ, kdy nám vyšlo y ≥ 2. V případě, že y < 2,
máme stacionární bod

[
−5

7 y + 10
7 ,−12

7 −
y
7

]
. Obdobně jako v předchozí situaci se

jedná o infimum Lagrangeovy funkce.

Máme tedy 2 stacionární body. V dalším kroku potřebujeme dopočítat hodnotu infima, což
znamená, že musíme vyčíslit Lagrangeovu funkci v jednotlivých stacionárních bodech.
Začneme případem, kdy y ≥ 2.

• y ≥ 2

V tomto případě do účelové funkce dosadíme stacionární bod
[
0, −y−2

2

]
, hodnota

účelové funkce z duální úlohy je tedy

φ(y) =
(
−y− 2

2

)2

+ 2
(
−y− 2

2

)
+ y

(
−y− 2

2

)
− 2y =

=
y2 + 4y + 4

4
− y− 2− y2

2
− y− 2y = −y2

4
− 3y− 1.

• y < 2

V tomto případě postupujeme při výpočtu účelové funkce φ(y) podobně. Dosazením
bodu

[
−5

7 y + 10
7 ,−12

7 −
y
7

]
dostaneme

φ(y) = 2
(
−5

7
y +

10
7

)2

+

(
−5

7
y +

10
7

)(
−12

7
− y

7

)
+

(
−12

7
− y

7

)2

−

− 4
(
−5

7
y +

10
7

)
+ 2

(
−12

7
− y

7

)
+ 3y

(
−5

7
y +

10
7

)
+ y

(
−12

7
− y

7

)
− 2y =

= 2
(

25
49

y2 − 100
49

y +
100
49

)
+

60
49

y +
5

49
y2− 120

49
− 10

49
y +

144
49

+
24
49

y +
1

49
y2 +

20
7

y−

− 40
7
− 24

7
− 2

7
y− 15

7
y2 +

30
7

y− 12
7

y− 1
7

y2 − 2y = −8
7

y2 +
4
7

y− 32
7

.

Hodnota účelové funkce pro y < 2 je tedy−8
7 y2 + 4

7 y− 32
7 . V tomto případě můžeme

nerovnost pro y brát i neostře, nebot’ v y = 2 jsou hodnoty φ(y) shodné, a to φ(2) =
−8.
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Duální úloha tedy je maximalizovat funkci φ(y), která je

φ(y) =

−
y2

4 − 3y− 1, y ≥ 2

−8
7 y2 + 4

7 y− 32
7 , y ≤ 2

→ max, y ≥ 0.

Podmínka y ≥ 0 vychází z toho, že v primární úloze máme dáno jedno nerovnostní ome-
zení. Řešení této úlohy už nebudeme hledat s pomocí Lagrangeovy funkce, nebot’ hledáme
maximum, přičemž obě funkce jsou konkávní, nebot’ u kvadratického členu jsou záporná
znaménka. Úlohu tak vyřešíme s využitím základních matematických operací.

• y ≥ 2

V případě, že y ≥ 2, máme funkci − y2

4 − 3y − 1. Její maximum můžeme najít bud’
derivováním nebo pomocí kořenů rovnice, které jsou

y1,2 =
3±

√
9− 4 · 1 · 1

4

−2 · 1
4

=
3±
√

8
−1

2

= −6∓ 2
√

8 < 0.

Vzhledem k tomu, že jsou oba kořeny záporné, nabývá funkce svého maxima pro
y < 0. Pro y > 0 je tak funkce jistě klesající, její maximum tedy leží v levém krajním
bodě intervalu, který uvažujeme, tj. v bodě y = 2. Hodnota tohoto maxima je rovna
φ(2) = −8.

• y ≤ 2

V tomto případě uvažujeme, že y ≤ 2, zároveň však ze zadání úlohy víme, že y ≥ 0,
maximum tedy hledáme na intervalu [0, 2]. V tomto případě máme funkci −8

7 y2 +
4
7 y− 32

7 . Její maximum, stejně jako v předchozím případě, můžeme najít bud’ derivo-
váním nebo pomocí kořenů rovnice, které jsou

y1,2 =
−4

7 ±
√

16
49 − 4 · 32

7 ·
8
7

2 · (−8
7)

.

V tomto případě je ovšem výraz pod odmocninou záporný, kvadratický polynom
tedy nemá reálné kořeny. Z toho víme, že parabola leží pouze pod horizontální osou,
její vrchol ovšem neznáme. Najdeme ho proto s využitím derivování, kterým dosta-
neme −16

7 y + 4
7 = 0, a tedy y = 1

4 ∈ [0, 2]. V tomto bodě, který leží v uvažovaném
intervalu, nastává hledané maximum. Hodnota v tomto bodě je φ(1

4) = −9
2 , což je

větší než φ(2) = −8, což jsme dostali v předchozím případě.

Řešením duální úlohy je tedy bod y = 1
4 a hodnota duální úlohy je φ∗ = −9

2 .
Duální úlohu jsme tedy úspěšně určili a vyřešili. V závěru si ještě okomentujeme vztah

řešení primární a duální úlohy. Již víme, že účelová funkce primární úlohy je ostře kon-
vexní a platí Slaterova podmínka, z čehož plyne, že zadaná úloha je regulární úlohou ma-
tematického programování. Protože jsme našli řešení duální úlohy, tak víme, že primární
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úloha je jistě řešitelná. Navíc platí vztah duality, což znamená, že f ∗ = φ∗. Kdybychom
primární úlohu vyřešili pomocí Lagrangeova principu, získali bychom bod

[5
4 ,−7

4

]
a mul-

tiplikátor odpovídající prvnímu nerovnostnímu omezení by měl hodnotu y = 1
4 . Toto y je

shodné s řešením duální úlohy. N
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Příklad 3.2.16.

Určete duální úlohu k úloze matematického programování

f (x1, x2) = x2
1 + x2

2 + 3x1 → min, x2
2 − x1 + x2 ≤ 1, x1 ≥ 0,

a ověřte platnost vztahu duality f ∗ = φ∗.
Nápověda: polynom 2z3 + 3z2 − 2 má jediný reálný kořen z ≈ 0, 67765.

Řešení. Výpočet zahájíme určením toho, jak bude vypadat účelová funkce duální úlohy. Tu
najdeme jako infimum z příslušné regulární Lagrangeovy funkce přes množinu P, tj. jako

φ(y) = inf
[x1,x2]∈P

L(x1, x2, y),

přičemž výrazem regulární rozumíme to, že multiplikátor y0 = 1.
Ještě před tím, než účelovou funkci určíme, musíme rozhodnout, jak naložíme se zada-

nými omezeními. Podobně jako při řešení primární úlohy matematického programování
si totiž můžeme vybrat, jaké omezení budeme brát jako funkcionální a jaké jako přímé (tj.
jako součást množiny P). Toto rozhodnutí je velmi důležité, nebot’ při hledání infima vy-
stupují jednotlivé Lagrangeovy multiplikátory jako parametry, jejich počet tedy může do
značné míry ovlivnit náročnost výpočtu. Ve všeobecnosti si tak jejich počet budeme chtít
co nejvíce snížit, což v tomto případě znamená, že omezení na znaménko x1 ≥ 0 budeme
brát jako přímé omezení a omezení x2

2 − x1 + x2 ≤ 1 budeme považovat za funkcionální.
To znamená, že v Lagrangeově funkci budeme mít pouze jeden multiplikátor a infimum
budeme hledat přes všechna x1 ≥ 0 a x2 ∈ R.

Nyní si již můžeme zapsat účelovou funkci jako

φ(y) = inf
[x1,x2]∈P

L(x1, x2, y) = inf
x1≥0,x2∈R

{x2
1 + x2

2 + 3x1 + y(x2
2 − x1 + x2 − 1)}.

K nalezení tohoto infima využijeme naše znalosti pro obecnou úlohu matematického pro-
gramování, nebot’ nehledáme na celém R2, ale pouze na poloprostoru určeném osou x2.
Zadaná Lagrangeova funkce je pro y ≥ 0 ostře konvexní, protože se jedná o součet lineární
a kvadratické funkce, jejíž Hessova matice(

2 0
0 2 + 2y

)
> 0

je pozitivně definitní. Takže stačí v závislosti na hodnotě y najít stacionární bod dané
Lagrangeovy funkce. V tomto případě konvexnost Lagrangeovy funkce závisí na hodnotě
y. Využili jsme proto toho, že nás zajímá pouze y ≥ 0, a ostatní hodnoty ignorujeme.

Nyní najdeme stacionární bod Lagrangeovy funkce, a to pomocí parciálních derivací,
které jsou

Lx1 : 2x1 + 3− y,

Lx2 : 2x2 + 2yx2 + y.
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V našem případě ovšem nehledáme klasický stacionární bod (požadovali bychom nulové
parciální derivace), ale hledáme stacionární bod tak, jak jsme si zavedli pro obecnou úlohu
matematického programování. V tomto případě to znamená, že když hledáme mezi x1 ≥
0, tak požadujeme Lx1 ≥ 0 a = 0 pro x1 > 0. Vzhledem k tomu, že x2 hledáme mezi všemi
reálnými čísly, požadujeme, aby příslušná parciální derivace byla nulová. Celkově tedy
máme

Lx1 : 2x1 + 3− y ≥ 0 (= 0 pro x1 > 0),

Lx2 : 2x2 + 2yx2 + y = 0.

V našem příkladu žádné další podmínky nejsou, v dalším kroku tedy musíme najít
řešení této soustavy. Vzhledem k nerovnosti u Lx1 si řešení rozdělíme na dvě situace v zá-
vislosti na hodnotě x1. Začneme případem, ve kterém je x1 = 0.

• x1 = 0

V tomto případě řešíme soustavu

3− y ≥ 0,

2x2 + 2yx2 + y = 0.

Z nerovnosti plyne, že y ≤ 3. Ze druhé rovnice si x2 vyjádříme jako x2 = −y
2(1+y) .

Vzhledem k tomu, že uvažujeme pouze y ≥ 0, je toto x2 < 0. Celkem tedy máme
stacionární bod

[
0, −y

2(1+y)

]
. Vzhledem k tomu, že Lagrangeova funkce je konvexní

a našli jsme její stacionární bod, nastává v tomto bodě pro y ∈ [0, 3] hledané mini-
mum. Nyní se podíváme na případ, kdy x1 > 0.

• x1 > 0

Druhou možností, která může nastat, je x1 > 0. V tomto případě řešíme soustavu
dvou rovnic

2x1 + 3− y = 0,

2x2 + 2yx2 + y = 0.

Z první rovnice můžeme x1 vyjádřit jako x1 = y−3
2 . Z druhé rovnice obdobně jako

v předchozím případě dostaneme x2 = −y
2(1+y) . V tomto kroku nesmíme zapomenout

na to, že jsme požadovali, aby x1 > 0. Nyní se proto musíme podívat na to, kdy je
tento požadavek splněn, tj. kdy platí

y− 3
2

> 0, a tedy y > 3,

což nám doplňuje předchozí případ, kdy nám vyšlo y ≤ 3. V případě, že y > 3, máme
stacionární bod

[
y−3

2 , −y
2(1+y)

]
. Obdobně jako v předchozí situaci se jedná o infimum

Lagrangeovy funkce.
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Máme tedy 2 stacionární body. V dalším kroku potřebujeme dopočítat hodnotu infima, což
znamená, že musíme vyčíslit Lagrangeovu funkci v jednotlivých stacionárních bodech.
Začneme případem, kdy y ≤ 3.

• y ≤ 3

V tomto případě do účelové funkce dosadíme stacionární bod
[
0, −y

2(1+y)

]
, hodnota

účelové funkce z duální úlohy je tedy

φ(y) = 0 +
(
−y

2(1 + y)

)2

+ 3 · 0 + y

((
−y

2(1 + y)

)2

− 0− y
2(1 + y)

− 1

)
=

=
y2

4(1 + y)2 +
y3

4(1 + y)2 −
y2

2(1 + y)
− y =

y2 + y3 − 2y2(1 + y)− 4y(1 + y)2

4(1 + y)2 =

=
y2 + y3 − 2y2 − 2y3 − 4y− 8y2 − 4y3

4(1 + y)2 =
−5y3 − 9y2 − 4y

4(1 + y)2 =

= − (5y2 + 4y)(1 + y)
4(1 + y)2 = −5y2 + 4y

4(1 + y)
.

• y > 3

V tomto případě postupujeme při výpočtu účelové funkce φ(y) podobně. Dosazením
bodu

[
y−3

2 , −y
2(1+y)

]
dostaneme

φ(y) =
(

y− 3
2

)2

+

(
−y

2(1 + y)

)2

+ 3
(

y− 3
2

)
+

+ y

((
−y

2(1 + y)

)2

− y− 3
2
− y

2(1 + y)
− 1

)
=

y2 − 6y + 9
4

+
y2

4(1 + y)2 +
3y− 9

2
+

+
y3

4(1 + y)2 −
y2 − 3y

2
− y2

2(1 + y)
− y =

(y2 − 6y + 9)(1 + y)2 + y2

4(1 + y)2 +

+
2(3y− 9)(1 + y)2 + y3 − 2(y2 − 3y)(1 + y)2 − 2y2(1 + y)− 4y(1 + y)

4(1 + y)2 =

=
(1 + y)(y2 − 6y + 9 + y3 − 6y2 + 9y + 6y− 18 + 6y2 − 18y− 2y2 + 6y− 2y3)

4(1 + y)2 +

+
(1 + y)(6y2 − 2y2 − 4y− 4y2) + y2 + y3

4(1 + y)2 =

=
(1 + y)(−y3 − y2 − 7y− 9) + y2(1 + y)

4(1 + y)2 = −y3 + 7y + 9
4(1 + y)

.

Hodnota účelové funkce pro y > 3 je tedy − y3+7y+9
4(1+y) . V tomto případě můžeme ne-

rovnost pro y brát i neostře, nebot’ v y = 3 jsou hodnoty φ(y) shodné, a to φ(3) =

−57
16 .
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Duální úloha tedy je maximalizovat funkci φ(y), která je

φ(y) =

−
5y2+4y
4(1+y) , y ∈ [0, 3]

− y3+7y+9
4(1+y) , y ≥ 3

→ max, y ≥ 0.

Podmínka y ≥ 0 vychází z toho, že v primární úloze máme dáno jedno nerovnostní ome-
zení. Řešení této úlohy už nebudeme hledat s pomocí Lagrangeovy funkce, ale stejně jako
v předchozích příkladech využijeme základní matematické operace.

• y ∈ [0, 3]

Derivací funkce φ dostaneme

φ′ = − (10y + 4)(1 + y)− (5y2 + 4y) · 1
4(1 + y)2 = −5y2 + 10y + 4

4(1 + y)2 .

Polynom 5y2 + 10y + 4 má kořeny

y1,2 =
−10±

√
100− 80

10
= −1±

√
20

10
= −1±

√
5

5
< 0

. Pro y ∈ [0, 3] má derivace záporné znaménko, funkce je tak na tomto intervalu
klesající a maximum nastává v levém krajním bodě, tj. v y = 0. Hodnota tohoto
maxima je rovna φ(0) = 0.

• y ≥ 3

V tomto případě máme funkci − y3+7y+9
4(1+y) . Její maximum, stejně jako v předchozím

případě, můžeme najít bud’ derivováním, kterým dostaneme

φ′ = − (3y2 + 7)(1 + y)− (y3 + 7y + 9) · 1
4(1 + y)2 = −2y3 + 3y2 − 2

4(1 + y)2 .

Z nápovědy v zadání víme, že polynom 2y3 + 3y2 − 2 má pouze jeden reálný kořen,
a to y ≈ 0, 67765. Pro y > 0, 67765 má derivace záporné znaménko, φ(y) je tedy
na uvažovaném intervalu klesající funkce a maximum opět nastává v levém krajním
bodě, tj. v y = 3. Hodnota tohoto maxima je rovna φ(3) = −53

17 , což je menší než
φ(0) = 0, což jsme dostali v předchozím případě.

Řešením duální úlohy je tedy bod y = 0 a hodnota duální úlohy je φ∗ = 0.
Duální úlohu jsme tedy úspěšně určili a vyřešili. V závěru si ještě okomentujeme vztah

řešení primární a duální úlohy. Již víme, že účelová funkce primární úlohy je ostře kon-
vexní a platí Slaterova podmínka, z čehož plyne, že zadaná úloha je regulární úlohou ma-
tematického programování. Protože jsme našli řešení duální úlohy, tak víme, že primární
úloha je jistě řešitelná. Navíc platí vztah duality, což znamená, že f ∗ = φ∗. Kdybychom
primární úlohu vyřešili pomocí Lagrangeova principu, získali bychom bod [0, 0] a mul-
tiplikátor odpovídající prvnímu nerovnostnímu omezení by měl hodnotu y = 0. Toto y je
shodné s řešením duální úlohy. N
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Příklad 3.2.17.

Určete duální úlohu k úloze matematického programování

f (x1, x2) = 2x2
1 + x1x2 + x2

2 − x2 → min, x2
1 − 2x2 + x1 ≤ 2, x1 ≥ 0,

a ověřte platnost vztahu duality f ∗ = φ∗.

Řešení. Výpočet zahájíme určením toho, jak bude vypadat účelová funkce duální úlohy. Tu
najdeme jako infimum z příslušné regulární Lagrangeovy funkce přes množinu P, tj. jako

φ(y) = inf
[x1,x2]∈P

L(x1, x2, y),

přičemž výrazem regulární rozumíme to, že multiplikátor y0 = 1.
Ještě před tím, než účelovou funkci určíme, musíme rozhodnout, jak naložíme se zada-

nými omezeními. Podobně jako při řešení primární úlohy matematického programování
si totiž můžeme vybrat, jaké omezení budeme brát jako funkcionální a jaké jako přímé (tj.
jako součást množiny P). Toto rozhodnutí je velmi důležité, nebot’ při hledání infima vy-
stupují jednotlivé Lagrangeovy multiplikátory jako parametry, jejich počet tedy může do
značné míry ovlivnit náročnost výpočtu. Ve všeobecnosti si tak jejich počet budeme chtít
co nejvíce snížit, což v tomto případě znamená, že omezení na znaménko x1 ≥ 0 budeme
brát jako přímé omezení a omezení x2

1 − 2x2 + x1 ≤ 2 budeme považovat za funkcionální.
To znamená, že v Lagrangeově funkci budeme mít pouze jeden multiplikátor a infimum
budeme hledat přes všechna x1 ≥ 0 a x2 ∈ R.

Nyní si již můžeme zapsat účelovou funkci jako

φ(y) = inf
[x1,x2]∈P

L(x1, x2, y) = inf
x1≥0,x2∈R

{2x2
1 + x1x2 + x2

2 − x2 + y(x2
1 − 2x2 + x1 − 2)}.

K nalezení tohoto infima využijeme naše znalosti pro obecnou úlohu matematického pro-
gramování, nebot’ nehledáme na celém R2, ale pouze na poloprostoru určeném osou x2.
Zadaná Lagrangeova funkce je pro y ≥ 0 ostře konvexní, protože se jedná o součet lineární
a kvadratické funkce, jejíž Hessova matice(

4 + 2y 1
2 2

)
> 0

je pro y ≥ 0 pozitivně definitní. Takže stačí v závislosti na hodnotě y najít stacionární
bod dané Lagrangeovy funkce. V tomto případě konvexnost Lagrangeovy funkce závisí
na hodnotě y. Využili jsme proto toho, že nás zajímá pouze y ≥ 0, a ostatní hodnoty igno-
rujeme.

Nyní najdeme stacionární bod Lagrangeovy funkce, a to pomocí parciálních derivací,
které jsou

Lx1 : 4x1 + x2 + 2yx1 + y,

Lx2 : x1 + 2x2 − 1− 2y.
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V našem případě ovšem nehledáme klasický stacionární bod (požadovali bychom nulové
parciální derivace), ale hledáme stacionární bod tak, jak jsme si zavedli pro obecnou úlohu
matematického programování. V tomto případě to znamená, že když hledáme mezi x1 ≥
0, tak požadujeme Lx1 ≥ 0 a = 0 pro x1 > 0. Vzhledem k tomu, že x2 hledáme mezi všemi
reálnými čísly, požadujeme, aby příslušná parciální derivace byla nulová. Celkově tedy
máme

Lx1 : 4x1 + x2 + 2yx1 + y ≥ 0(= 0 pro x1 > 0),

Lx2 : x1 + 2x2 − 1− 2y = 0.

V našem příkladu žádné další podmínky nejsou, v dalším kroku tedy musíme najít
řešení této soustavy. Vzhledem k nerovnosti u Lx1 si řešení rozdělíme na dvě situace v zá-
vislosti na hodnotě x1. Začneme případem, ve kterém je x1 = 0.

• x1 = 0

V tomto případě řešíme soustavu

x2 + y ≥ 0,

2x2 − 1− 2y = 0.

Z rovnice můžeme rovnou vyjádřit x2 = 2y+1
2 . Z nerovnosti pak víme, že platí y ≥

−x2, a tedy

y ≥ −2y + 1
2

, z čehož plyne y ≥ −1
4

,

což vzhledem k tomu, že uvažujeme y ≥ 0, platí vždy. Celkem tedy máme staci-
onární bod

[
0, 2y+1

2

]
. Vzhledem k tomu, že Lagrangeova funkce je konvexní a našli

jsme její stacionární bod, nastává v tomto bodě hledané minimum. Nyní se podíváme
na případ, kdy x1 > 0.

• x1 > 0

Druhou možností, která může nastat, je x1 > 0. V tomto případě řešíme soustavu
dvou rovnic

4x1 + x2 + 2yx1 + y = 0,

x1 + 2x2 − 1− 2y = 0.

Z první rovnice můžeme x1 vyjádřit jako x1 = − x2+y
4+2y . Dosazením tohoto výrazu do

druhé rovnice postupně dostaneme

− x2 + y
4 + 2y

+ 2x2 − 1− 2y = 0,

−x2 − y + 2x2(4 + 2y)− 4− 2y− 2y(4 + 2y) = 0,

−x2 − y + 8x2 + 4x2y− 4− 2y− 8y− 4y2 = 0,

x2(7 + 4y)− 4y2 − 11y− 4 = 0, x2 =
4y2 + 11y + 4

7 + 4y
.
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Nyní musíme vyjádřit x1 pouze s využitím y, za x2 tedy dosadíme, tj.

x1 = − x2 + y
4 + 2y

= −
4y2+11y+4

7+4y + y

4 + 2y
= −4y2 + 11y + 4 + 7y + 4y2

(4 + 2y)(7 + 4y)
=

= − 8y2 + 18y + 4
(4 + 2y)(7 + 4y)

.

V tomto kroku nesmíme zapomenout na to, že jsme požadovali, aby x1 > 0. Nyní se
proto musíme podívat na to, kdy je tento požadavek splněn, tj. kdy platí

− 8y2 + 18y + 4
(4 + 2y)(7 + 4y)

> 0

. Vzhledem k tomu, že uvažujeme pouze y ≥ 0, je jmenovatel vždy kladný. Stačí nám
tedy zjistit, kdy je hodnota čitatele záporná, a tedy x1 je kladné. Polynom

8y2 + 18y + 4

má dva kořeny, y1 = −2 a y2 = −1
4 . Pro hodnoty y ≥ 0 je čitatel vždy kladný, tj.

x1 > 0 pouze pro y ≤ 0 (konkrétně pro y ∈
(
−7

4 ,−1
4

]
. Vzhledem k tomuto výsledku

jsme pro případ x1 > 0 nenašli stacionární bod.

Máme tedy pouze 1 stacionární bod. V dalším kroku potřebujeme dopočítat hodnotu in-
fima, což znamená, že musíme v tomto bodě vyčíslit Lagrangeovu funkci. Dosazením
bodu

[
0, 2y+1

2

]
dostaneme

φ(y) = 2 · 0 + 0 · x2 +

(
2y + 1

2

)2

−
(

2y + 1
2

)
+ y

(
0− 2 · 2y + 1

2
+ 0− 2

)
=

=
1 + 4y + 4y2

4
− 1

2
− y− y− 2y2 − 2y = −y2 − 3y− 1

4
.

Duální úloha tedy je maximalizovat funkci φ(y), která je

φ(y) = −y2 − 3y− 1
4
→ max, y ≥ 0.

Podmínka y ≥ 0 vychází z toho, že v primární úloze máme dáno jedno nerovnostní ome-
zení. Řešení této úlohy získáme s využitím derivování, čímž dostaneme

φ′ = −2y− 3 = 0, a tedy y = −3
2

.

Pro y ≥ 0 má derivace záporné znaménko, funkce je tak na intervalu [0, ∞) klesající
a maximum nastává v levém krajním bodě, tj. v y = 0. Hodnota tohoto maxima je rovna
φ(0) = −1

4 = φ∗.
Duální úlohu jsme tedy úspěšně určili a vyřešili. V závěru si ještě okomentujeme vztah

řešení primární a duální úlohy. Již víme, že účelová funkce primární úlohy je konvexní
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a platí Slaterova podmínka, z čehož plyne, že zadaná úloha je regulární úlohou matema-
tického programování. Protože jsme našli řešení duální úlohy, tak víme, že primární úloha
je jistě řešitelná. Navíc platí vztah duality, což znamená, že f ∗ = φ∗. Kdybychom primární
úlohu vyřešili pomocí Lagrangeova principu, získali bychom bod

[
0, 1

2

]
a multiplikátor

odpovídající prvnímu nerovnostnímu omezení by měl hodnotu y = 0. Toto y je shodné
s řešením duální úlohy. N
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Příklad 3.2.18.

Určete duální úlohu k úloze matematického programování

f (x1, x2) = 2x2
1 + x1x2 + x2

2 + x2 → min, x2
1 − 2x2 + x1 ≤ 2, x1 ≥ 0,

a ověřte platnost vztahu duality f ∗ = φ∗.
Nápověda: platí 16z4 + 53z3 + 17z2 − 48z + 14 = (7 + 4z)(4z3 + 7z2 − 8z + 2) a poly-
nom 16z3 + 72z2 + 105z + 17 má jediný reálný kořen z ≈ −0, 18422.

Řešení. Výpočet zahájíme určením toho, jak bude vypadat účelová funkce duální úlohy. Tu
najdeme jako infimum z příslušné regulární Lagrangeovy funkce přes množinu P, tj. jako

φ(y) = inf
[x1,x2]∈P

L(x1, x2, y),

přičemž výrazem regulární rozumíme to, že multiplikátor y0 = 1.
Ještě před tím, než účelovou funkci určíme, musíme rozhodnout, jak naložíme se zada-

nými omezeními. Podobně jako při řešení primární úlohy matematického programování
si totiž můžeme vybrat, jaké omezení budeme brát jako funkcionální a jaké jako přímé (tj.
jako součást množiny P). Toto rozhodnutí je velmi důležité, nebot’ při hledání infima vy-
stupují jednotlivé Lagrangeovy multiplikátory jako parametry, jejich počet tedy může do
značné míry ovlivnit náročnost výpočtu. Ve všeobecnosti si tak jejich počet budeme chtít
co nejvíce snížit, což v tomto případě znamená, že omezení na znaménko x1 ≥ 0 budeme
brát jako přímé omezení a omezení x2

1 − 2x2 + x1 ≤ 2 budeme považovat za funkcionální.
To znamená, že v Lagrangeově funkci budeme mít pouze jeden multiplikátor a infimum
budeme hledat přes všechna x1 ≥ 0 a x2 ∈ R.

Nyní si již můžeme zapsat účelovou funkci jako

φ(y) = inf
[x1,x2]∈P

L(x1, x2, y) = inf
x1≥0,x2∈R

{2x2
1 + x1x2 + x2

2 + x2 + y(x2
1 − 2x2 + x1 − 2)}.

K nalezení tohoto infima využijeme naše znalosti pro obecnou úlohu matematického pro-
gramování, nebot’ nehledáme na celém R2, ale pouze na poloprostoru určeném osou x2.
Zadaná Lagrangeova funkce je pro y ≥ 0 ostře konvexní, protože se jedná o součet lineární
a kvadratické funkce, jejíž Hessova matice(

4 + 2y 1
2 2

)
> 0

je pro y ≥ 0 pozitivně definitní. Takže stačí v závislosti na hodnotě y najít stacionární
bod dané Lagrangeovy funkce. V tomto případě konvexnost Lagrangeovy funkce závisí
na hodnotě y. Využili jsme proto toho, že nás zajímá pouze y ≥ 0, a ostatní hodnoty igno-
rujeme.
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Nyní najdeme stacionární bod Lagrangeovy funkce, a to pomocí parciálních derivací,
které jsou

Lx1 : 4x1 + x2 + 2yx1 + y,

Lx2 : x1 + 2x2 + 1− 2y.

V našem případě ovšem nehledáme klasický stacionární bod (požadovali bychom nulové
parciální derivace), ale hledáme stacionární bod tak, jak jsme si zavedli pro obecnou úlohu
matematického programování. V tomto případě to znamená, že když hledáme mezi x1 ≥
0, tak požadujeme Lx1 ≥ 0 a = 0 pro x1 > 0. Vzhledem k tomu, že x2 hledáme mezi všemi
reálnými čísly, požadujeme, aby příslušná parciální derivace byla nulová. Celkově tedy
máme

Lx1 : 4x1 + x2 + 2yx1 + y ≥ 0 (= 0 pro x1 > 0),

Lx2 : x1 + 2x2 + 1− 2y = 0.

V našem příkladu žádné další podmínky nejsou, v dalším kroku tedy musíme najít
řešení této soustavy. Vzhledem k nerovnosti u Lx1 si řešení rozdělíme na dvě situace v zá-
vislosti na hodnotě x1. Začneme případem, ve kterém je x1 = 0.

• x1 = 0

V tomto případě řešíme soustavu

x2 + y ≥ 0,

2x2 + 1− 2y = 0.

Z rovnice můžeme rovnou vyjádřit x2 = 2y−1
2 . Z nerovnosti pak víme, že platí y ≥

−x2, a tedy

y ≥ −2y− 1
2

, z čehož plyne y ≥ 1
4

.

Celkem tedy pro y ≥ 1
4 máme stacionární bod

[
0, 2y−1

2

]
. Vzhledem k tomu, že

Lagrangeova funkce je konvexní a našli jsme její stacionární bod, nastává v tomto
bodě hledané minimum. Nyní se podíváme na případ, kdy x1 > 0.

• x1 > 0

Druhou možností, která může nastat, je x1 > 0. V tomto případě řešíme soustavu
dvou rovnic

4x1 + x2 + 2yx1 + y = 0,

x1 + 2x2 + 1− 2y = 0.
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Z první rovnice můžeme x1 vyjádřit jako x1 = − x2+y
4+2y . Dosazením tohoto výrazu do

druhé rovnice postupně dostaneme

− x2 + y
4 + 2y

+ 2x2 + 1− 2y = 0,

−x2 − y + 2x2(4 + 2y) + 4 + 2y− 2y(4 + 2y) = 0,

−x2 − y + 8x2 + 4x2y + 4 + 2y− 8y− 4y2 = 0,

x2(7 + 4y)− 4y2 − 7y + 4 = 0, x2 =
4y2 + 7y− 4

7 + 4y
.

Nyní musíme vyjádřit x1 pouze s využitím y, za x2 tedy dosadíme, tj.

x1 = − x2 + y
4 + 2y

= −
4y2+7y−4

7+4y + y

4 + 2y
= −4y2 + 7y− 4 + 7y + 4y2

(4 + 2y)(7 + 4y)
=

= − 8y2 + 14y− 4
(4 + 2y)(7 + 4y)

= −
8
(

y− 1
4

)
(y + 2)

(4 + 2y)(7 + 4y)
= −4y− 1

7 + 4y
.

V tomto kroku nesmíme zapomenout na to, že jsme požadovali, aby x1 > 0. Nyní se
proto musíme podívat na to, kdy je tento požadavek splněn, tj. kdy platí

−4y− 1
7 + 4y

> 0

. Vzhledem k tomu, že uvažujeme pouze y ≥ 0, je jmenovatel vždy kladný. Stačí nám
tedy zjistit, kdy je hodnota čitatele záporná, a tedy x1 je kladné. Čitatel je záporný pro
y < 1

4 , což nám doplňuje předchozí příklad. Máme tedy druhý stacionární bod, a to[
−4y−1

7+4y , 4y2+7y−4
7+4y

]
pro y ∈

[
0, 1

4

)
.

Máme tedy dva stacionární body. V dalším kroku potřebujeme dopočítat hodnotu infima,
což znamená, že musíme v nalezených bodech vyčíslit Lagrangeovu funkci. Nejprve se
podíváme na situaci pro y ≥ 1

4 .

• y ≥ 1
4

V tomto případě do účelové funkce dosadíme stacionární bod
[
0, 2y−1

2

]
, hodnota

účelové funkce z duální úlohy je tedy

φ(y) = 2 · 0 + 0 · x2 +

(
2y− 1

2

)2

−
(

2y− 1
2

)
+ y

(
0− 2 · 2y− 1

2
+ 0− 2

)
=

= y2 − y +
1
4
+ y− 1

2
− 2y2 − y = −y2 − y− 1

4
.

• y ∈
[
0, 1

4

)
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V tomto případě do účelové funkce dosadíme stacionární bod
[
−4y−1

7+4y , 4y2+7y−4
7+4y

]
,

hodnota účelové funkce z duální úlohy je tedy

φ(y) = 2
(
−4y− 1

7 + 4y

)2

+

(
−4y− 1

7 + 4y

)(
4y2 + 7y− 4

7 + 4y

)
+

(
4y2 + 7y− 4

7 + 4y

)2

+

+

(
4y2 + 7y− 4

7 + 4y

)
+ y

((
−4y− 1

7 + 4y

)2

− 2 · 4y2 + 7y− 4
7 + 4y

− 4y− 1
7 + 4y

− 2

)
=

= 2 · 16y2 − 8y + 1
(7 + 4y)2 +

16y4 + 49y2 + 16 + 56y3 − 32y2 − 56y
(7 + 4y)2 +

4y2 + 7y− 4
7 + 4y

−

− 16y3 + 28y2 − 16y− 4y2 − 7y + 4
(7 + 4y)2 +

16y3 − 8y2 + y
(7 + 4y)2 − 8y3 + 14y2 − 8y

7 + 4y
−

− 4y2 − y
7 + 4y

− 2y =
32y2 − 16y + 2 + 16y4 + 49y2 + 16 + 56y3 − 32y2

(7 + 4y)2 +

+
−56y− 16y3 − 28y2 + 16y + 4y2 + 7y− 4 + 16y3 − 8y2 + y

(7 + 4y)2 +

+
4y2 + 7y− 4− 8y3 − 14y2 + 8y− 4y2 + y

4y + 7
− 2y =

16y4 + 56y3 + 17y2 − 48y + 14
(7 + 4y)2 +

+
−8y3 − 14y2 + 16y− 4

4y + 7
− 2y =

(4y3 + 7y2 − 8y + 2)(7 + 4y)
(7 + 4y)2 +

+
−8y3 − 14y2 + 16y− 4

4y + 7
− 2y =

=
4y3 + 7y2 − 8y + 2− 8y3 − 14y2 + 16y− 4− 8y2 − 14y

4y + 7
=

=
−4y3 − 15y2 − 6y− 2

7 + 4y
.

Duální úloha tedy je maximalizovat funkci φ(y), která je

φ(y) =

−y2 − y− 1
4 , y ≥ 1

4
−4y3−15y2−6y−2

7+4y , y ∈ [0, 1/4)
→ max, y ≥ 0.

Podmínka y ≥ 0 vychází z toho, že v primární úloze máme dáno jedno nerovnostní ome-
zení. Řešení této úlohy získáme již klasicky s využitím derivování.

• y ≥ 1
4

V tomto případě derivací dostaneme

φ′ = −2y− 1 = 0, a tedy y = −1
2

.

Pro y ≥ 1
4 má derivace záporné znaménko, funkce je tak na uvažovaném intervalu

klesající a maximum nastává v levém krajním bodě, tj. v y = 1
4 . Hodnota tohoto

maxima je rovna φ
(

1
4

)
= − 9

16 .
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648 III. Úlohy matematického programování

• y ∈ [0, 1/4)

V tomto případě derivací dostaneme

φ′ =
(−12y2 − 30y− 6)(7 + 4y) + 4(4y3 + 15y2 + 6y + 2)

(7 + 4y)2 .

Nyní se zaměříme na polynom v čitateli, který postupně upravíme na

−84y2 − 210y− 42− 48y3 − 120y2 − 24y + 16y3 + 60y2 + 24y + 8 = 0,

−32y3 − 144y2 − 210y− 34 = 0,

16y3 + 72y2 + 105y + 17 = 0.

Jediný reálný kořen tohoto polynomu je≈ −0, 18422, jak víme z nápovědy ze zadání.
Pro y ∈ [0, 1/4) má derivace záporné znaménko, funkce je tak na uvažovaném inter-
valu klesající a maximum nastává v levém krajním bodě, tj. v y = 0. Hodnota tohoto
maxima je rovna φ (0) = −2

7 , což je větší než φ
(

1
4

)
, které jsme získali v předchozím

případě. Řešením duální úlohy je tedy bod y∗ = 0 s hodnotou φ∗ = −2
7 .

Duální úlohu jsme tedy úspěšně určili a vyřešili. V závěru si ještě okomentujeme vztah
řešení primární a duální úlohy. Již víme, že účelová funkce primární úlohy je konvexní
a platí Slaterova podmínka, z čehož plyne, že zadaná úloha je regulární úlohou matema-
tického programování. Protože jsme našli řešení duální úlohy, tak víme, že primární úloha
je jistě řešitelná. Navíc platí vztah duality, což znamená, že f ∗ = φ∗. Kdybychom primární
úlohu vyřešili pomocí Lagrangeova principu, získali bychom bod

[
1
7 ,−4

7

]
a multiplikátor

odpovídající prvnímu nerovnostnímu omezení by měl hodnotu y = 0. Toto y je shodné
s řešením duální úlohy. N
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Příklad 3.2.19.

Určete duální úlohu k úloze matematického programování

f (x1, x2) = 8x1 + 18x2 → min, x1 + 3x2 ≥ 2, 2x1 + 4x2 ≥ 1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0,

a ověřte platnost vztahu duality f ∗ = φ∗.

Řešení. Výpočet zahájíme určením toho, jak bude vypadat účelová funkce duální úlohy. Tu
najdeme jako infimum z příslušné regulární Lagrangeovy funkce přes množinu P, tj. jako

φ(y) = inf
[x1,x2]∈P

L(x1, x2, y),

přičemž výrazem regulární rozumíme to, že multiplikátor y0 = 1.
Ještě před tím, než účelovou funkci určíme, musíme rozhodnout, jak naložíme se zada-

nými omezeními. Podobně jako při řešení primární úlohy matematického programování
si totiž můžeme vybrat, jaké omezení budeme brát jako funkcionální a jaké jako přímé (tj.
jako součást množiny P). Toto rozhodnutí je velmi důležité, nebot’ při hledání infima vy-
stupují jednotlivé Lagrangeovy multiplikátory jako parametry, jejich počet tedy může do
značné míry ovlivnit náročnost výpočtu. Ve všeobecnosti si tak jejich počet budeme chtít
co nejvíce snížit, což v tomto případě znamená, že omezení na znaménka x1 ≥ 0 a x2 ≥ 0
budeme brát jako přímá omezení a omezení x1 + 3x2 ≥ 2 a 2x1 + 4x2 ≥ 1 budeme považo-
vat za funkcionální. To znamená, že v Lagrangeově funkci budeme mít dva multiplikátory
a infimum budeme hledat přes všechna x1 ≥ 0 a x2 ≥ 0.

Nyní si již můžeme zapsat účelovou funkci jako

φ(y) = inf
[x1,x2]∈P

L(x1, x2, y) =

= inf
x1≥0,x2≥0

{8x1 + 18x2 + y1(−x1 − 3x2 + 2) + y2(−2x1 − 4x2 + 1)}.

K nalezení tohoto infima využijeme naše znalosti pro obecnou úlohu matematického pro-
gramování, nebot’ nehledáme na celém R2, ale pouze na R2

++.
Zadaná Lagrangeova funkce je afinní, a tedy konvexní, protože se jedná o součet line-

árních funkcí. Takže stačí v závislosti na hodnotě y1, y2 najít stacionární bod dané Lagran-
geovy funkce. Při řešení se zajímáme pouze o hodnoty y1 ≥ 0 a y2 ≥ 0, nebot’ jsou v úloze
2 nerovnostní omezení.

Vzhledem k tomu, že se v úloze nevyskytuje žádný smíšený člen, si tento výraz dále
můžeme rozepsat jako součet

φ(y) = inf
x1≥0
{8x1 − x1y1 − 2x1y2}+ inf

x2≥0
{18x2 − 3x2y1 − 4x2y2}+ 2y1 + y2.

Infimum tedy najseme jako součet infim přes jednotlivé proměnné. Pro y1 a y2 splňující
podmínku 8− y1 − 2y2 ≥ 0 je

inf
x1≥0
{8x1 − x1y1 − 2x1y2} = 0,
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v opačném případě, že x1 → ∞ platí inf = −∞. Hledané infimum je tedy rovno nule, a to
pro x1 = 0. Pro druhou proměnnou postupujeme obdobně. Pro y1 a y2 splňující podmínku
18− 3y1 − 4y2 ≥ 0 je

inf
x2≥0
{18x2 − 3x2y1 − 4x2y2} = 0,

v případě, že x2 → ∞ platí inf = −∞. Hledané infimum je tedy rovno nule, a to pro x2 = 0.
Celkový výsledek získáme sečtením těchto infim. Podmínky na stacionární bod φ(y) jsme
získáli standardně s využitím parciálních derivací, máme tedy

Lx1 : 8− y1 − 2y2 ≥ 0,

Lx2 : 18− 3y1 − 4y2 ≥ 0.

Celkem máme

φ(y) =

2y1 + y2, 8− y1 − 2y2 ≥ 0, 18− 3y1 − 4y2 ≥ 0,

−∞, jinak.

Duální úloha tedy je maximalizovat funkci φ(y), která je

φ(y) = 2y1 + y2 → max, 8− y1 − 2y2 ≥ 0, 18− 3y1 − 4y2 ≥ 0, y1,2 ≥ 0.

Podmínka y1,2 ≥ 0 vychází z toho, že v primární úloze máme dáno dvě nerovnostní ome-
zení. Počet nerovnostních omezení v duální úloze pak souvisí s počtem proměnných ome-
zených na znaménko v úloze primární. Řešení této úlohy získáme s využitím Lagrangeova
principu. Vzhledem k tomu, že jsme zvyklí řešit úlohu minimalizace, si duální úlohu pře-
vedeme do tohoto tvaru. V Lagrangeově funkci tak bude 2y1 + y2 vystupovat se záporným
znaménkem. Lagrangeova funkce je tedy ve tvaru

L(y1, y2, λ1, λ2) = −2y1 − y2 + λ1(−8 + y1 + 2y2) + λ2(−18 + 3y1 + 4y2).

Podmínky z Lagrangeova principu jsou

Ly1 : −2 + λ1 + 3λ2 ≥ 0 (= 0 pro y1 > 0),

Ly2 : −1 + 2λ1 + 4λ2 ≥ 0 (= 0 pro y2 > 0),

λ1(−8 + y1 + 2y2) = 0,

λ2(−18 + 3y1 + 4y2) = 0, λ1,2 ≥ 0.

Řešení si, jak jsme již zvyklí z předchozí kapitoly, rozdělíme na několik situací v závislosti
na hodnotách proměnných (nyní yi).

• y1 > 0, y2 > 0

V tomto případě máme pro multiplikátory λ1, λ2 soustavu rovnic, jejímž řešením je
λ1 = −5

2 , λ2 = 3
2 . Záporná hodnota multiplikátoru je ovšem ve sporu s předpoklady,

touto možností tak řešení nenajdeme.
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• y1 = 0, y2 = 0

V tomto případě musí z podmínek komplementarity platit λ1 = λ2 = 0, dosazením
těchto hodnot do nerovnostních omezení však dojdeme ke sporu. Ani touto volbou
jsme tak nenašli řešení soustavy.

• y1 = 0, y2 > 0

V tomto případě máme podmínky komplementarity ve tvaru

λ1(−8 + 2y2) = 0 a λ2(−18 + 4y2) = 0.

Musí tedy platit bud’ y2 = 4 a λ2 = 0, nebo y2 = 9
2 a λ1 = 0.

V případě, že y2 = 4 a λ2 = 0 dostaneme pro λ1 hodnotu λ1 = 1
2 . Dosazením

nalezených hodnot do první podmínky z Lagrangeova principu získáme −2 + 1
2 +

3 · 0 = −3
2 � 0, což je spor.

V případě, že y2 = 9
2 a λ1 = 0 dostaneme pro λ2 hodnotu λ2 = 1

4 . Dosazením
nalezených hodnot do první podmínky z Lagrangeova principu získáme −2 + 0 +

3 · 1
4 = −5

4 � 0, což je opět spor. Řešení duální úlohy tak najdeme v poslední možné
situaci.

• y1 > 0, y2 = 0

V tomto případě máme podmínky komplementarity ve tvaru

λ1(−8 + y1) = 0 a λ2(−18 + 3y1) = 0.

Musí tedy platit bud’ y1 = 8 a λ2 = 0, nebo y1 = 6 a λ1 = 0.

V případě, že y1 = 8 a λ2 = 0 dostaneme pro λ1 hodnotu λ1 = −2. To je ve sporu
s požadavkem nezápornosti multiplikátoru.

V případě, že y1 = 6 a λ1 = 0 dostaneme pro λ2 hodnotu λ2 = 2
3 . Dosazením

nalezených hodnot do druhé podmínky z Lagrangeova principu získáme−1+ 2 · 0+
4 · 2

3 = 5
3 ≥ 0, našli jsme tedy bod, který vyhovuje všem podmínkám Lagrangeova

principu. Tento bod [6, 0] jistě leží v přípustné množině.

Řešením duální úlohy je tedy bod [6, 0] s hodnotou φ∗ = 12.
Duální úlohu jsme tedy úspěšně určili a vyřešili. V závěru si ještě okomentujeme vztah

řešení primární a duální úlohy. Již víme, že účelová funkce primární úlohy je ostře kon-
vexní a platí Slaterova podmínka (např. bod [3, 3]), z čehož plyne, že zadaná úloha je re-
gulární úlohou matematického programování. Protože jsme našli řešení duální úlohy, tak
víme, že primární úloha je jistě řešitelná. Teoreticky jsme tak ověřili, že platí vztah duality,
což znamená, že f ∗ = φ∗.

Toto ověření nyní provedeme ještě výpočtem primární úlohy. Řešení primární úlohy je
tématem předchozí kapitoly sbírky, zde ho proto provedeme méně podrobně. Vzhledem
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k tomu, že se jedná o regulární úlohu MP, nám stačí najít stacionární bod Lagrangeovy
funkce, který je zároveň řešením. Množinu P uvažujeme jako P = R2

++, nebot’ se v úloze
vyskytují omezení na znaménka obou proměnných. Vzhledem k platnosti Slaterovy pod-
mínky bereme y0 = 1. Lagrangeova funkce primární úlohy je potom ve tvaru

L(x1, x2, y1, y2) = 8x1 + 18x2 + y1(2− x1 − 3x2) + y2(1− 2x1 − 4x2),

podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : 8− y1 − 2y2 ≥ 0 (= 0 pro x1 > 0),

Lx2 : 18− 3y1 − 4y2 ≥ 0 (= 0 pro x2 > 0),

y1(2− x1 − 3x2) = 0,

y2(1− 2x1 − 4x2) = 0, y1,2 ≥ 0.

Tuto soustavu nyní vyřešíme v závislosti na hodnotě proměnných x1 a x2.

• x1 = 0 a x2 = 0

Tento bod sice splní všechny podmínky z Lagrangeova principu s nulovými mul-
tiplikátory, jistě však neleží v přípustné množině.

• x1 = 0 a x2 > 0

V tomto případě řešíme soustavu

8− y1 − 2y2 ≥ 0, 18− 3y1 − 4y2 = 0, y1(2− 3x2) = 0, y2(1− 4x2) = 0.

Situace, kdy y1 = y2 = 0 nemůže nastat, nebot’ 18 6= 0. Nemůže také nastat situace,
kdy jsou oba multiplikátory kladné.

V případě, že y1 = 0 a y2 > 0, a tedy platí x2 = 1
4 , dostaneme y2 = 18

4 . Dosadíme-li
tuto hodnotu do první nerovnosti, dojdeme ke sporu, nebot’ 8− 2 · 18

4 � 0.

V případě, že y2 = 0 a y1 > 0, a tedy platí x2 = 2
3 , dostaneme y1 = 6. Dosadíme-

li tuto hodnotu do první nerovnosti, dojdeme k 8− 6 + 0 ≥ 0. Nalezený bod [0, 2
3 ]

tak splňuje všechny podmínky z Lagrangeova principu. Čtenář snadno ověří, že bod
splňuje i podmínku z druhého omezení ohraničujícího přípustnou množinu.

• x1 > 0 a x2 = 0

V tomto případě řešíme soustavu

8− y1 − 2y2 = 0, 18− 3y1 − 4y2 ≥ 0, y1(2− x1) = 0, y2(1− 2x1) = 0.

Situace, kdy y1 = y2 = 0 nemůže nastat, nebot’ 8 6= 0. Nemůže také nastat situace,
kdy jsou oba multiplikátory kladné.
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V případě, že y1 > 0 a y2 = 0, dostaneme x1 = 2. Hodnotu y1 pak vypočítáme
jako y1 = 8. Dosazením této hodnoty do nerovnosti se dostaneme ke sporu, nebot’
18− 24 � 0.

V případě, že y1 = 0 a y2 > 0, dostaneme x1 = 1
2 . Hodnotu y2 pak vypočítáme

jako y2 = 4. Tento bod sice splňuje podmínky z Lagrangeova principu, neleží však
v přípustné množině, nebot’ 2− 1 � 0.

• x1 > 0 a x2 > 0

V tomto případě řešíme soustavu

8− y1 − 2y2 = 0, 18− 3y1 − 4y2 = 0, y1(2− x1 − 3x2) = 0, y2(1− 2x1 − 4x2) = 0.

Ze soustavy pro multiplikátory dostaneme y1 = 2, y2 = 3. Hodnoty proměnných
pak dopočítáme jako x1 = −5

2 , x2 = 3
2 . Tento bod jistě neleží v přípustné množině,

nebot’ proměnná x1 je omezená na znaménko.

Celkem jsme tedy našli jeden bod vyhovující všem podmínkám z Lagrangeova principu,
a to bod

[
0, 2

3

]
s hodnotami multiplikátorů [6, 0], což odpovídá výsledku duální úlohy. Hod-

nota primární úlohy je tedy f ∗ = 6 = φ∗ a ověření platnosti vztahu duality je u konce. N
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Příklad 3.2.20.

Určete duální úlohu k úloze matematického programování

f (x1, x2) = x1 + x2 → min, x1 + 2x2 ≥ 3, 2x1 + x2 ≥ 3, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0,

a ověřte platnost vztahu duality f ∗ = φ∗.

Řešení. Výpočet zahájíme určením toho, jak bude vypadat účelová funkce duální úlohy. Tu
najdeme jako infimum z příslušné regulární Lagrangeovy funkce přes množinu P, tj. jako

φ(y) = inf
[x1,x2]∈P

L(x1, x2, y),

přičemž výrazem regulární rozumíme to, že multiplikátor y0 = 1.
Ještě před tím, než účelovou funkci určíme, musíme rozhodnout, jak naložíme se zada-

nými omezeními. Podobně jako při řešení primární úlohy matematického programování
si totiž můžeme vybrat, jaké omezení budeme brát jako funkcionální a jaké jako přímé (tj.
jako součást množiny P). Toto rozhodnutí je velmi důležité, nebot’ při hledání infima vy-
stupují jednotlivé Lagrangeovy multiplikátory jako parametry, jejich počet tedy může do
značné míry ovlivnit náročnost výpočtu. Ve všeobecnosti si tak jejich počet budeme chtít
co nejvíce snížit, což v tomto případě znamená, že omezení na znaménka x1 ≥ 0 a x2 ≥ 0
budeme brát jako přímá omezení a omezení x1 + 2x2 ≥ 3 a 2x1 + x2 ≥ 3 budeme považo-
vat za funkcionální. To znamená, že v Lagrangeově funkci budeme mít dva multiplikátory
a infimum budeme hledat přes všechna x1 ≥ 0 a x2 ≥ 0.

Nyní si již můžeme zapsat účelovou funkci jako

φ(y) = inf
[x1,x2]∈P

L(x1, x2, y) =

= inf
x1≥0,x2≥0

{x1 + x2 + y1(−x1 − 2x2 + 3) + y2(−2x1 − x2 + 3)}.

K nalezení tohoto infima využijeme naše znalosti pro obecnou úlohu matematického pro-
gramování, nebot’ nehledáme na celém R2, ale pouze na R2

++.
Zadaná Lagrangeova funkce je afinní, a tedy konvexní, protože se jedná o součet line-

árních funkcí. Takže stačí v závislosti na hodnotě y1, y2 najít stacionární bod dané Lagran-
geovy funkce. Při řešení se zajímáme pouze o hodnoty y1 ≥ 0 a y2 ≥ 0, nebot’ jsou v úloze
2 nerovnostní omezení.

Vzhledem k tomu, že se v úloze nevyskytuje žádný smíšený člen, si tento výraz dále
můžeme rozepsat jako součet

φ(y) = inf
x1≥0
{x1 − x1y1 − 2x1y2}+ inf

x2≥0
{x2 − 2x2y1 − x2y2}+ 3y1 + 3y2.

Infimum tedy najseme jako součet infim přes jednotlivé proměnné. Pro y1 a y2 splňující
1− y1 − 2y2 ≥ 0 je

inf
x1≥0
{x1 − x1y1 − 2x1y2} = 0,
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v případě, že x1 → ∞ platí inf = −∞. Hledané infimum je tedy rovno nule. Pro druhou
proměnnou postupujeme obdobně. Pro y1 a y2 splňující 1− 2y1 − y2 ≥ 0 je

inf
x2≥0
{x2 − 2x2y1 − x2y2} = 0,

v případě, že x2 → ∞ platí inf = −∞. Hledané infimum je tedy rovno nule. Celkový
výsledek získáme sečtením těchto infim. Podmínky na stacionární bod φ(y) jsme získali
standardně parciálními derivacemi, máme tedy

Lx1 : 1− y1 − 2y2 ≥ 0,

Lx2 : 1− 2y1 − y2 ≥ 0.

Celkem tak máme

φ(y) =

3y1 + 3y2, 1− y1 − 2y2 ≥ 0, 1− 2y1 − y2 ≥ 0,

−∞, jinak.

Duální úloha tedy je maximalizovat funkci φ(y), která je

φ(y) = 3y1 + 3y2 → max, 1− y1 − 2y2 ≥ 0, 1− 2y1 − y2 ≥ 0, y1,2 ≥ 0.

Podmínka y1,2 ≥ 0 vychází z toho, že v primární úloze máme dáno dvě nerovnostní ome-
zení. Počet nerovnostních omezení v duální úloze pak souvisí s počtem proměnných ome-
zených na znaménko v úloze primární. Řešení této úlohy získáme s využitím Lagrange-
ova principu. Vzhledem k tomu, že jsme zvyklí řešit úlohu minimalizace, si duální úlohu
převedeme do tohoto tvaru. V Lagrangeově funkci tak bude 3y1 + 3y2 vystupovat se zá-
porným znaménkem. Podmínky upravíme standardně do tvaru gi(y) ≤ 0. Lagrangeova
funkce je tedy ve tvaru

L(y1, y2, λ1, λ2) = −3y1 − 3y2 + λ1(−1 + y1 + 2y2) + λ2(−1 + 2y1 + y2).

Podmínky z Lagrangeova principu jsou

Ly1 : −3 + λ1 + 2λ2 ≥ 0 (= 0 pro y1 > 0),

Ly2 : −3 + 2λ1 + λ2 ≥ 0 (= 0 pro y2 > 0),

λ1(−1 + y1 + 2y2) = 0,

λ2(−1 + 2y1 + y2) = 0, λ1,2 ≥ 0.

Řešení si, jak jsme již zvyklí z předchozí kapitoly, rozdělíme na několik situací v závislosti
na hodnotách proměnných (nyní yi).

• y1 = 0, y2 = 0

V tomto případě musí z podmínek komplementarity platit λ1 = λ2 = 0, dosazením
těchto hodnot do nerovnostních omezení však dojdeme ke sporu. Touto volbou jsme
tak nenašli řešení soustavy.
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• y1 = 0, y2 > 0

V tomto případě máme podmínky komplementarity ve tvaru

λ1(−1 + 2y2) = 0 a λ2(−1 + y2) = 0.

Musí tedy platit bud’ y2 = 1
2 a λ2 = 0, nebo y2 = 1 a λ1 = 0.

V případě, že y2 = 1
2 a λ2 = 0 dostaneme pro λ1 hodnotu λ1 = 3

2 . Dosazením
nalezených hodnot do první podmínky z Lagrangeova principu získáme −3 + 3

2 +

2 · 0 = −3
2 � 0, což je spor.

V případě, že y2 = 1 a λ1 = 0 dostaneme pro λ2 hodnotu λ2 = 3. Tento bod sice spl-
ňuje podmínky z Lagrangeova principu, neleží ovšem v přípustné množině, nebot’
−1 + 0 + 2 � 0, což jsme museli ověřit kvůli položení prvního multiplikátoru rovno
nule. Řešení duální úlohy tak nenajdeme ani pro tuto situaci.

• y1 > 0, y2 = 0

V tomto případě máme podmínky komplementarity ve tvaru

λ1(−1 + y1) = 0 a λ2(−1 + 2y1) = 0.

Musí tedy platit bud’ y1 = 1 a λ2 = 0, nebo y1 = 1
2 a λ1 = 0.

V případě, že y1 = 1 a λ2 = 0 dostaneme pro λ1 hodnotu λ1 = 3. Vzhledem k zane-
dbání druhého omezení nyní musíme ověřit, že nalezený bod se nachází v přípustné
množině, což neplatí, nebot’ −1 + 2 + 0 � 0.

V případě, že y1 = 1
2 a λ1 = 0 dostaneme pro λ2 hodnotu λ2 = 3

2 . Dosazením
nalezených hodnot do druhé podmínky z Lagrangeova principu získáme −3 + 2 ·
0 + 3

2 = −3
2 � 0. Ani tato možnost tedy nevede k řešení.

• y1 > 0, y2 > 0

V tomto případě máme pro multiplikátory λ1, λ2 soustavu rovnic, jejímž řešením je
λ1 = 1, λ2 = 1. Kvůli nenulovosti multiplikátorů pak z podmínek komplementarity
dostaneme soustavu pro y1 a y2, která má řešení y1 = y2 = 1

3 . Tento bod jistě leží
v přípustné množině a splňuje všechny podmínky z Lagrangeova principu. Našli
jsme tak řešení, kterým je bod

[
1
3 , 1

3

]
s hodnotou φ∗ = 2.

Duální úlohu jsme tedy úspěšně určili a vyřešili. V závěru si ještě okomentujeme vztah
řešení primární a duální úlohy. Již víme, že účelová funkce primární úlohy je ostře kon-
vexní a platí Slaterova podmínka (např. bod [3, 3]), z čehož plyne, že zadaná úloha je re-
gulární úlohou matematického programování. Protože jsme našli řešení duální úlohy, tak
víme, že primární úloha je jistě řešitelná. Teoreticky jsme tak ověřili, že platí vztah duality,
což znamená, že f ∗ = φ∗.
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Toto ověření nyní provedeme ještě výpočtem primární úlohy. Řešení primární úlohy je
tématem předchozí kapitoly sbírky, zde ho proto provedeme méně podrobně. Vzhledem
k tomu, že se jedná o regulární úlohu MP, nám stačí najít stacionární bod Lagrangeovy
funkce, který je zároveň řešením. Množinu P uvažujeme jako P = R2

++, nebot’ se v úloze
vyskytují omezení na znaménka obou proměnných. Vzhledem k platnosti Slaterovy pod-
mínky bereme y0 = 1. Lagrangeova funkce primární úlohy je potom ve tvaru

L(x1, x2, y1, y2) = x1 + x2 + y1(3− x1 − 2x2) + y2(3− 2x1 − x2),

podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : 1− y1 − 2y2 ≥ 0 (= 0 pro x1 > 0),

Lx2 : 1− 2y1 − y2 ≥ 0 (= 0 pro x2 > 0),

y1(3− x1 − 2x2) = 0,

y2(3− 2x1 − x2) = 0, y1,2 ≥ 0.

Tuto soustavu nyní vyřešíme v závislosti na hodnotě proměnných x1 a x2.

• x1 = 0 a x2 = 0

Tento bod sice splní všechny podmínky z Lagrangeova principu s nulovými mul-
tiplikátory, jistě však neleží v přípustné množině.

• x1 = 0 a x2 > 0

V tomto případě řešíme soustavu

1− y1 − 2y2 ≥ 0, 1− 2y1 − y2 = 0, y1(3− 2x2) = 0, y2(3− x2) = 0.

Kvůli podmínkám komplementarity mohou v tomto případě nastat pouze 2 situace,
a to bud’ x2 = 3

2 a y2 = 0 nebo x2 = 3 a y1 = 0.

V případě, že x2 = 3
2 a y2 = 0, dostaneme y1 = 1

2 . Tento bod splňuje podmínky
z Lagrangeova principu, neleží ovšem v přípustné množině, což čtenář snadno ověří.
Došli jsme tak ke sporu.

V případě, že x2 = 3 a y1 = 0, dostaneme y2 = 1. Dosadíme-li tuto hodnotu do první
nerovnosti, dojdeme k 1− 0− 2 � 0. Opět jsme se tak dostali ke sporu a v řešení
pokračujeme dále.

• x1 > 0 a x2 = 0

V tomto případě řešíme soustavu

1− y1 − 2y2 = 0, 1− 2y1 − y2 ≥ 0, y1(3− x1) = 0, y2(3− 2x1) = 0.

Opět mohou nastat pouze dvě situace, a to bud’ x1 = 3 a y2 = 0 nebo x1 = 3
2 a y1 = 0.
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V případě, že x1 = 3 a y2 = 0, dostaneme y1 = 1. Dosazením této hodnoty do
nerovnosti se dostaneme ke sporu, nebot’ 1− 2 � 0.

V případě, že x1 = 3
2 a y1 = 0, dostaneme y2 = 1

2 . Tento bod sice splňuje podmínky
z Lagrangeova principu, neleží však v přípustné množině, nebot’ 3

2 � 3.

• x1 > 0 a x2 > 0

V tomto případě řešíme soustavu

1− y1 − 2y2 = 0, 1− 2y1 − y2 = 0, y1(3− x1 − 2x2) = 0, y2(3− 2x1 − x2) = 0.

Ze soustavy pro multiplikátory dostaneme y1 = 1
3 , y2 = 1

3 . Hodnoty proměnných
pak dopočítáme jako x1 = x2 = 1. Tento bod jistě leží v přípustné množině. Našli
jsme tak jediný bod vyhovující všem podmínkám Lagrangeova principu, a to bod
[1, 1], který je řešením úlohy. Hodnota úlohy je f ∗ = 2 = φ∗ a ověření platnosti
vztahu duality je u konce.

N
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Příklad 3.2.21.

Určete duální úlohu k úloze matematického programování

f (x1, x2) = x2
1 + x2

2 → min, x1 + x2 ≤ 1, x1 − x2 + 2 ≤ 0,

a ověřte platnost vztahu duality f ∗ = φ∗.

Řešení. Výpočet zahájíme určením toho, jak bude vypadat účelová funkce duální úlohy. Tu
najdeme jako infimum z příslušné regulární Lagrangeovy funkce přes množinu P, tj. jako

φ(y) = inf
[x1,x2]∈P

L(x1, x2, y),

přičemž výrazem regulární rozumíme to, že multiplikátor y0 = 1.
Vzhledem k tomu, že v primární úloze jsou pouze dvě omezení, bude naše úloha obsa-

hovat pouze dva multiplikátory. Kdyby primární úloha obsahovala dále omezení na zna-
ménka, museli bychom se rozhodnout, jak s nimi naložit, tj. jestli je brát jako funkcionální
omezení nebo jako součást množiny P. Touto situací se ovšem nyní nemusíme zabývat.
V Lagrangeově funkci tak budeme mít dva multiplikátory a infimum budeme hledat přes
všechna x1, x2 ∈ R.

Nyní si již můžeme zapsat účelovou funkci jako

φ(y) = inf
x1,x2∈R

L(x1, x2, y1, y2) = inf
x1,x2∈R

{x2
1 + x2

2 + y1(x1 + x2 − 1) + y2(x1 − x2 + 2)}.

Zadaná účelová funkce primární úlohy je ostře konvexní, nebot’ její Hessova matice(
2 0
0 2

)
> 0

je pozitivně definitní. Vzhledem k tomu, že zadané omezení je lineární, nezmění konvex-
nost této funkce. Vzhledem k tomu, že v primární úloze jsou dvě nerovnostní omezení,
budeme v duální požadovat y1 ≥ 0 a y2 ≥ 0, a to i přesto, že na hodnotě y1 a y2 nezávisí
konvexnost dané funkce. Celkově tak máme ostře konvexní funkci, což znamená, že nám
v dalším kroku bude stačit najít její stacionární bod.

Nyní najdeme stacionární bod Lagrangeovy funkce, a to pomocí parciálních derivací,
které jsou

Lx1 : 2x1 + y1 + y2 = 0,

Lx2 : 2x2 + y1 − y2 = 0.

Vzhledem k tomu, že v úloze nemáme žádná přímá omezení (P = R2), požadujeme nulo-
vost parciálních derivací. V opačném případě by se mohlo stát, že bychom u proměnných
omezených na znaménko požadovali, aby parciální derivace byly nezáporné.
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V našem příkladu žádné další podmínky nejsou, v dalším kroku tedy musíme najít
řešení této soustavy, resp. vyjádření proměnných x1 a x2 pomocí y1 a y2. Z rovnic ihned
dostaneme

x1 =
−y1 − y2

2
a x2 =

y2 − y1

2
.

Našli jsme tedy stacionární bod Lagrangeovy funkce. V dalším kroku potřebujeme do-
počítat hodnotu infima, což znamená, že Lagrangeovu funkci musíme vyčíslit v nalezeném
bodě. Dosazením stacionárního bodu do Lagrangeovy funkce dostaneme

φ(y) =
(
−y1 − y2

2

)2

+

(
y2 − y1

2

)2

+ y1

(
−y1 − y2

2
+

y2 − y1

2
− 1
)
+

+ y1

(
−y1 − y2

2
− y2 − y1

2
+ 2
)
=

y2
1 + 2y1y2 + y2

2
4

+
y2

2 − 2y1y2 + y2
1

4
− y2

1 − y1−

− y2
2 + 2y2 = −

y2
1

2
− y2

2
2
− y1 + 2y2.

Duální úloha tedy je maximalizovat funkci φ(y), která je

φ(y1, y2) = −
y2

1
2
− y2

2
2
− y1 + 2y2 → max, y1 ≥ 0, y2 ≥ 0.

Jak jsme již konstatovali výše, podmínky yi ≥ 0 vychází z toho, že v primární úloze máme
dána dvě nerovnostní omezení. Řešení této úlohy už nebudeme hledat s pomocí Lagran-
geovy funkce, nebot’ hledáme maximum, přičemž funkce je konkávní, nebot’ její Hessova
matice je negativně definitní. Úlohu tak vyřešíme s využitím derivování a úvahy. Parciál-
ními derivacemi a jejich položením rovno nule dostaneme

φ′y1
= −2y1

2
− 1 = 0 a φ′y2

= −2y2

2
+ 2 = 0.

Extrém se tak realizuje v bodě [−1, 2] /∈ R2
++. Pro nezáporná y1 je hodnota příslušné par-

ciální derivace vždy záporná, funkce je tedy klesající a její maximum najdeme v levém
krajním bodě uvažovaného intervalu, tj. v bodě y1 = 0. Řešením příkladu je tedy bod
[0, 2]. V tomto bodě je hodnota duální úlohy φ∗ = 2.

Duální úlohu jsme tedy úspěšně určili a vyřešili. Dalším postupem v příkladu je ově-
ření vztahu duality, který můžeme provést dvěma způsoby. Prvním z nich je teoretická
úvaha, která může probíhat např. následujícím způsobem. Již víme, že účelová funkce
primární úlohy je ostře konvexní, zároveň snadno ověříme, že platí Slaterova podmínka.
Výsledkem těchto podmínek, který jsme konstatovali již v úvodu řešení je, že primární
úloha je regulární úlohou matematického programování. Protože jsme našli řešení duální
úlohy, víme, že primární úloha je jistě řešitelná. Navíc pro regulární úlohu jistě platí vztah
duality, což znamená, že f ∗ = φ∗.

Druhým způsobem ověření vztahu duality je vyřešení primární úlohy a kontrola, že
platí f ∗ = φ∗, tento způsob již ponecháme na čtenáři. N
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Příklad 3.2.22.

Určete duální úlohu k úloze matematického programování

f (x1, x2, x3) = 4x2
3 + 2x2 − 6x1 → min,

2x1 + 2x2 + x3 ≤ 0, −2x1 + 4x2 + x2
3 = 0, x2 ≥ 0,

a ověřte platnost vztahu duality f ∗ = φ∗.

Řešení. N
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Příklad 3.2.23.

Určete duální úlohu k úloze matematického programování

f (x1, x2) =
√

1 + x2
1 + x2

2 → min, x1 + x2 ≤ 1,

a ověřte platnost vztahu duality f ∗ = φ∗.

Řešení. N
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Příklad 3.2.24.

Určete duální úlohu k úloze matematického programování

f (x1, x2) = x1 + ex2 → min, 3x1 − 2 ex2 ≥ 10, x2 ≥ 0,

a ověřte platnost vztahu duality f ∗ = φ∗.

Řešení. Výpočet zahájíme určením toho, jak bude vypadat účelová funkce duální úlohy. Tu
najdeme jako infimum z příslušné regulární Lagrangeovy funkce přes množinu P, tj. jako

φ(y) = inf
[x1,x2]∈P

L(x1, x2, y),

přičemž výrazem regulární rozumíme to, že multiplikátor y0 = 1.
Ještě před tím, než účelovou funkci určíme, musíme rozhodnout, jak naložíme se zada-

nými omezeními. Podobně jako při řešení primární úlohy matematického programování
si totiž můžeme vybrat, jaké omezení budeme brát jako funkcionální a jaké jako přímé (tj.
jako součást množiny P). Toto rozhodnutí je velmi důležité, nebot’ při hledání infima vy-
stupují jednotlivé Lagrangeovy multiplikátory jako parametry, jejich počet tedy může do
značné míry ovlivnit náročnost výpočtu. V tomto příkladu, na rozdíl od předchozích úloh,
budeme i omezení na znaménko považovat za funkcionální. To znamená, že v Lagrange-
ově funkci budeme mít dva multiplikátory a infimum budeme hledat přes všechna x1 ∈ R

a x2 ∈ R.
Nyní si již můžeme zapsat účelovou funkci jako

φ(y) = inf
[x1,x2]∈P

L(x1, x2, y) = inf
[x1,x2]∈R2

{x1 + ex2 +y(−3x1 + 2 ex2 +10)− y2x2}.

Vzhledem k tomu, že se v úloze nevyskytuje žádný smíšený člen, si tento výraz dále mů-
žeme rozepsat jako součet

φ(y) = inf
x1∈R
{x1 − 3x1y1}+ inf

x2∈R
{ex2 +2y1 ex2 −y2x2}+ 10y.

Při řešení budeme uvažovat y1 ≥ 0 a y2 ≥ 0, nebot’ v primární úloze máme dvě nerov-
nostní omezení. Vzhledem k tomu, že zadaná Lagrangeova funkce je ostře konvexní, stačí
v závislosti na hodnotě y najít stacionární bod.

Na rozdíl od předchozích příkladů můžeme nyní najít infimum jako součet infim přes
jednotlivé proměnné. Pro první část součtu platí, že pro y1 = 1

3 je infimum rovno 0, jinak je
infimum −∞. Podmínku y1 = 1

3 jsme získali parciální derivací x1 − 3x1y1 podle x1 a jejím
položením rovno nule.

Pro druhý výraz derivací podle x2 dostaneme

(1 + 2y1) ex2 −y2 = 0,
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664 III. Úlohy matematického programování

výraz obsahující proměnnou pak vyjádříme jako ex2 = y2
1+2y1

pro y2 6= 0. Pro x2 pak platí
x2 = ln y2

1+2y1
. Hodnota infima pak je

(1 + 2y1) ex2 −y2x2 = (1 + 2y1)
y2

1 + 2y1
− y2 · ln

y2

1 + 2y1
= y2 − y2 ln

y2

1 + 2y1
.

V případě, že je y2 = 0, pro x2 platí

(1 + 2y1) ex2 = 0,

pro x2 → ∞ je infimum tohoto výrazu rovno 0.
Celkem tedy dostáváme duální úlohu ve tvaru

φ(y1, y2) = 0 + y2 − y2 ln
y2

1 + 2y1
+ 10y1 → max, y1 =

1
3

, y2 ≥ 0.

Neostrá nerovnost v případě druhé proměnné je zde proto, že pro y2 → 0+ je

y2 − y2 ln
y2

1 + 2y1
→ 0.

Vzhledem k rovnostní podmínce u y1 můžeme duální úlohu ještě upravit (dosazením
za y1) na

φ(y2) = y2

(
1− ln

y2

1 + 2
3

)
+

10
3
→ max, y2 ≥ 0.

Dalším krokem může ještě být úprava na

φ(y2) = y2

(
1− ln y2 + ln

5
3

)
+

10
3
→ max, y2 ≥ 0.

Řešení této úlohy nyní najdeme pomocí Lagrangeovy funkce, která je ve tvaru

L(y2, λ) = y2

(
1− ln y2 + ln

5
3

)
+

10
3
− λy2,

přičemž multiplikátor zde vystupuje kvůli omezení na znaménko. Parciální derivací podle
y2 dostaneme

Ly2 : 1− ln y2 + ln
5
3
+ y2

(
− 1

y2

)
− λ = 0,

nebot’ omezení na znaménko považujeme za funkcionální. Podmínka komplementarity je
ve tvaru

λy2 = 0,

přičemž λ ≥ 0. Pro λ = 0 máme 1− ln y2 + ln 5
3 − 1 = 0, a tedy

ln y2 = ln
5
3

, z čehož plyne y2 =
5
3

.

Hodnota duální úlohy v tomto bodě je φ(1/3, 5/3) = 5
3

(
1− ln 5

3 + ln 5
3

)
+ 10

3 = 5.
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V opačném případě máme y2 = 0, hodnota duální úlohy by tak byla φ(1/3, 0) = 10
3 .

Řešením duální úlohy je tedy bod
[

1
3 , 5

3

]
, nebot’ hledáme maximum. Hodnota úlohy je

φ∗ = 5.
Duální úlohu jsme tedy úspěšně určili a vyřešili. V závěru si ještě okomentujeme vztah

řešení primární a duální úlohy. Již víme, že účelová funkce primární úlohy je ostře kon-
vexní a platí Slaterova podmínka (např. bod [10, 1]), z čehož plyne, že zadaná úloha je
regulární úlohou matematického programování. Protože jsme našli řešení duální úlohy,
tak víme, že primární úloha je jistě řešitelná. Teoreticky jsme tak ověřili, že platí vztah
duality, což znamená, že f ∗ = φ∗.

Toto ověření nyní provedeme ještě výpočtem primární úlohy. Řešení primární úlohy je
tématem předchozí kapitoly sbírky, zde ho proto provedeme méně podrobně. Vzhledem
k tomu, že se jedná o regulární úlohu MP, nám stačí najít stacionární bod Lagrangeovy
funkce, který je zároveň řešením. Množinu P uvažujeme jako P = R2

.+, nebot’ se v úloze
vyskytuje omezení na znaménko u druhé proměnné. Vzhledem k platnosti Slaterovy pod-
mínky bereme y0 = 1. Lagrangeova funkce primární úlohy je potom ve tvaru

L(x1, x2, y) = x1 + ex2 +y(10− 3x1 + 2 ex2),

podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : 1− 3y = 0,

Lx2 : ex2 +y(2 ex2) ≥ 0 (= 0 pro x2 > 0),

y(10− 3x1 + 2 ex2) = 0, y ≥ 0.

Z první rovnice ihned vidíme, že y = 1
3 . V případě, že x2 > 0 pak ze druhé podmínky

dostáváme
ex2 + y(2 ex2) = ex2 +

2
3
(ex2) = 0,

neboli 5
3 ex2 = 0, což nelze. Musí tedy platit x2 = 0. Z podmínky komplementarity pak

dostáváme 10− 3x1 + 2 e0 = 0, a tedy 3x1 = 12 a x1 = 4. Řešením primární úlohy je bod
[0, 4], který splňuje všechny podmínky z Lagrangeova principu. Hodnota primární úlohy
je tedy f ∗ = 5 = φ∗ a ověření platnosti vztahu duality je u konce. N
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Příklad 3.2.25.

Určete duální úlohu k úloze matematického programování

f (x1, x2) = −
√

x1 −
√

3x2 → min, x1 + x2 ≤ 4, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0,

a ověřte platnost vztahu duality f ∗ = φ∗.

Řešení. Výpočet zahájíme určením toho, jak bude vypadat účelová funkce duální úlohy. Tu
najdeme jako infimum z příslušné regulární Lagrangeovy funkce přes množinu P, tj. jako

φ(y) = inf
[x1,x2]∈P

L(x1, x2, y),

přičemž výrazem regulární rozumíme to, že multiplikátor y0 = 1.
V primární úloze máme v tomto případě tři omezení, z čehož jedno budeme považovat

za funkcionální a dvě budeme brát jako součást množiny P. V Lagrangeově funkci tak
budeme mít pouze jeden multiplikátor a infimum budeme hledat přes všechna x1, x2 ≥ 0.

Nyní si již můžeme zapsat účelovou funkci jako

φ(y) = inf
x1≥0,x2≥0

L(x1, x2, y) = inf
x1≥0,x2≥0

{−
√

x1 −
√

3x2 + y(x1 + x2 − 4)}.

Zadaná účelová funkce primární úlohy je ostře konvexní, nebot’ její Hessova matice
1

4x
3
2
1

0

0
√

3

4x
3
2
2

 > 0

je pozitivně definitní. Vzhledem k tomu, že zadané omezení je lineární, nezmění konvex-
nost této funkce. V primární úloze je zadáno nerovnostní omezení, v duální úloze tak bu-
deme požadovat y ≥ 0 a to i přesto, že na hodnotě y nezávisí konvexnost dané funkce.
Celkově tak máme ostře konvexní funkci, což znamená, že nám v dalším kroku bude sta-
čit najít její stacionární bod.

Nyní najdeme stacionární bod Lagrangeovy funkce, a to pomocí parciálních derivací,
které jsou

Lx1 : − 1
2
√

x1
+ y ≥ 0 (= 0 pro x1 > 0),

Lx2 : − 3
2
√

3x2
+ y ≥ 0 (= 0 pro x2 > 0).

Protože v úloze máme obě proměnné omezené na znaménko, požadujeme, aby parciální
derivace byly nezáporné. V případě, že y = 0 je hledané infimum −∞, což můžeme zís-
kat způsobem, který již známe z předchozích příkladů, a to rozepsáním na součet infim.
V dalším výpočtu se proto zaměříme na situaci, kdy se podmínky realizují jako rovnosti.
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Řešíme tedy soustavu rovnic, ze které dostaneme

√
x1 =

1
2y

, a tedy x1 =
1

4y2 ,

a √
3x2 =

3
2y

, a tedy x2 =
3

4y2 .

Pro případ, kdy y ≥ 0 jsme tedy našli stacionární bod Lagrangeovy funkce. V dalším
kroku potřebujeme dopočítat hodnotu infima, což znamená, že Lagrangeovu funkci mu-
síme vyčíslit v nalezeném bodě. Dosazením stacionárního bodu do Lagrangeovy funkce
dostaneme

φ(y) = − 1
2y
− 3

2y
+ y

(
1

4y2 +
3

4y2 − 4
)
= − 4

2y
+

4
4y
− 4y = − 4

4y
− 4y = −1

y
− 4y.

V případě, kdy y = 0, máme φ(y) = −∞.
Duální úloha tedy je maximalizovat funkci φ(y), která je

φ(y) = −1
y
− 4y→ max, y > 0.

Řešení této úlohy už nebudeme hledat s pomocí Lagrangeovy funkce, nebot’ hledáme
maximum, přičemž funkce je konkávní, nebot’ její Hessova matice je negativně definitní.
Úlohu tak vyřešíme s využitím derivování. Tím získáme

φ′y =
1
y2 − 4 = 0 a tedy y2 =

1
4

.

Protože uvažujeme pouze kladné hodnoty y, zajímá nás pouze y = 1
2 . Extrém se tak reali-

zuje v bodě 1
2 > 0. Řešením příkladu je tedy y∗ = 1

2 V tomto bodě je hodnota duální úlohy
φ∗ = −4.

Duální úlohu jsme tedy úspěšně určili a vyřešili. Dalším postupem v příkladu je ově-
ření vztahu duality, který můžeme provést dvěma způsoby. Prvním z nich je teoretická
úvaha, která může probíhat např. následujícím způsobem. Již víme, že účelová funkce pri-
mární úlohy je ostře konvexní, zároveň snadno ověříme, že platí Slaterova podmínka, a to
např. v bodě [1, 1]. Výsledkem těchto podmínek, který jsme konstatovali již v úvodu řešení
je, že primární úloha je regulární úlohou matematického programování. Protože jsme našli
řešení duální úlohy, víme, že primární úloha je jistě řešitelná. Navíc pro regulární úlohu
jistě platí vztah duality, což znamená, že f ∗ = φ∗.

Druhým způsobem ověření vztahu duality je vyřešení primární úlohy a kontrola, že
platí f ∗ = φ∗. Řešení primární úlohy je tématem předchozí kapitoly sbírky, zde ho proto
provedeme méně podrobně. Vzhledem k tomu, že se jedná o regulární úlohu MP, nám
stačí najít stacionární bod Lagrangeovy funkce, který je zároveň řešením. Množinu P uva-
žujeme jako P = R2

++, nebot’ se v úloze vyskytují omezení na znaménka u obou pro-
měnných. Vzhledem k platnosti Slaterovy podmínky bereme y0 = 1. Lagrangeova funkce
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668 III. Úlohy matematického programování

primární úlohy je potom ve tvaru

L(x1, x2, y) = −
√

x1 −
√

3x2 + y(x1 + x2 − 4),

podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : − 1
2
√

x1
+ y ≥ 0 (= 0 pro x1 > 0),

Lx2 : − 3
2
√

3x2
+ y ≥ 0 (= 0 pro x2 > 0),

y(x1 + x2 − 4) = 0, y ≥ 0.

Z první rovnice ihned vidíme, že y = 1
3 . Uvažujme nejprve x1 > 0 a x2 > 0. V tomto

případě zkombinováním prvních dvou podmínek dostaneme rovnost

1
2
√

x1
=

3
2
√

3x2
,

kterou upravíme na

x1 =
1
3

x2.

Z podmínky komplementarity víme, že musí platit bud’ y = 0 nebo x1 + x2 − 4 = 0.
Nulovost multiplikátoru v tomto případě není možná, máme tedy soustavu dvou rovnic
v proměnných x1 a x2, jejímž řešením je bod [1, 3]. Tento bod splňuje všechny požadavky
z Lagrangeova principu a vzhledem k tomu, že máme regulární úlohu matematického pro-
gramování, můžeme výpočet ukončit s tvrzením, že jsme našli hledané minimum. Hod-
nota primární úlohy je tedy f ∗ = −1− 3 = −4 = φ∗ a ověření platnosti vztahu duality je
u konce. N
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Příklad 3.2.26.

Určete duální úlohu k úloze matematického programování

f (x1, x2, x3) = x1 − 4x2 + x4
3 → min, x1 + x2 + x2

3 ≤ 2, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0,

a ověřte platnost vztahu duality f ∗ = φ∗.

Řešení. Výpočet zahájíme určením toho, jak bude vypadat účelová funkce duální úlohy. Tu
najdeme jako infimum z příslušné regulární Lagrangeovy funkce přes množinu P, tj. jako

φ(y) = inf
[x1,x2,x3]∈P

L(x1, x2, x3, y),

přičemž výrazem regulární rozumíme to, že multiplikátor y0 = 1.
V primární úloze máme v tomto případě tři omezení, z čehož jedno budeme považovat

za funkcionální a dvě budeme brát jako součást množiny P. V Lagrangeově funkci tak
budeme mít pouze jeden multiplikátor a infimum budeme hledat přes všechna x1, x2 ≥ 0.

Nyní si již můžeme zapsat účelovou funkci jako

φ(y) = inf
x1≥0,x2≥0,x3∈R

L(x1, x2, x3y) = inf
x1≥0,x2≥0,x3∈R

{x1 − 4x2 + x4
3 + y(x1 + x2 + x2

3 − 2)}.

Zadaná účelová funkce primární úlohy je konvexní, nebot’ její Hessova matice 0 0 0
0 0 0
0 0 12x2

3

 ≥ 0

je pozitivně definitní. Vzhledem k tomu, že zadané omezení obsahuje kvadratický člen,
musíme nyní uvážit, zda je funkce φ(y) také konvexní. Vzhledem k tomu, že primární
úloha obsahuje nerovnostní omezení, budeme v duální úloze požadovat y ≥ 0. Pro y ≥ 0
je funkce jistě konvexní, nebot’ u kvadratického členu bude znaménko plus. Celkově tak
máme konvexní funkci, což znamená, že nám v dalším kroku bude stačit najít její stacio-
nární bod.

Podobně jako v předchozích příkladech můžeme využít toho, že infimum můžeme zís-
kat jako součet infim přes jednotlivé proměnné. Máme tedy

φ(y) = inf
x1≥0
{x1 + yx1}+ inf

x2≥0
{−4x2 + yx2}+ inf

x3∈R
{x4

3 + yx2
3} − 2y.

Nyní vypočteme jednotlivá infima. Derivací podle x1 dostaneme

1 + y = 0,

extrém tedy nastává v bodě y = −1 < 0. Záporná y ovšem neuvažujeme, hledané infimum
je proto inf1 = 0 pro x1 = 0.
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Pro druhou část derivací podle příslušné proměnné dostaneme

y− 4 ≥ 0,

pro y ≥ 4 je tedy infimum rovno nule. V opačném případě (y ∈ [0, 4)) je infimum rovno
−∞.

Pro třetí část derivací dostaneme

4x3
3 + 2x3y = 0, neboli0.5cm2x3(x2

3 + y) = 0.

Tato rovnost nastane v případě, že x3 = 0 nebo y = −x2
3 < 0, což nelze.

Nyní najdeme stacionární bod Lagrangeovy funkce, a to pomocí parciálních derivací,
které jsou

Lx1 : − 1
2
√

x1
+ y ≥ 0 (= 0 pro x1 > 0),

Lx2 : − 3
2
√

3x2
+ y ≥ 0 (= 0 pro x2 > 0).

Protože v úloze máme obě proměnné omezené na znaménko, požadujeme, aby parciální
derivace byly nezáporné. V případě, že y = 0 je hledané infimum −∞, což můžeme zís-
kat způsobem, který již známe z předchozích příkladů, a to rozepsáním na součet infim.
V dalším výpočtu se proto zaměříme na situaci, kdy se podmínky realizují jako rovnosti.

Řešíme tedy soustavu rovnic, ze které dostaneme

√
x1 =

1
2y

, a tedy x1 =
1

4y2 ,

a √
3x2 =

3
2y

, a tedy x2 =
3

4y2 .

Pro případ, kdy y ≥ 0 jsme tedy našli stacionární bod Lagrangeovy funkce. V dalším
kroku potřebujeme dopočítat hodnotu infima, což znamená, že Lagrangeovu funkci mu-
síme vyčíslit v nalezeném bodě. Dosazením stacionárního bodu do Lagrangeovy funkce
dostaneme

φ(y) = − 1
2y
− 3

2y
+ y

(
1

4y2 +
3

4y2 − 4
)
= − 4

2y
+

4
4y
− 4y = − 4

4y
− 4y = −1

y
− 4y.

V případě, kdy y = 0, máme φ(y) = −∞.
Duální úloha tedy je maximalizovat funkci φ(y), která je

φ(y) = −1
y
− 4y→ max, y > 0.

Řešení této úlohy už nebudeme hledat s pomocí Lagrangeovy funkce, nebot’ hledáme
maximum, přičemž funkce je konkávní, nebot’ její Hessova matice je negativně definitní.
Úlohu tak vyřešíme s využitím derivování. Tím získáme

φ′y =
1
y2 − 4 = 0 a tedy y2 =

1
4

.
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Protože uvažujeme pouze kladné hodnoty y, zajímá nás pouze y = 1
2 . Extrém se tak reali-

zuje v bodě 1
2 > 0. Řešením příkladu je tedy y∗ = 1

2 V tomto bodě je hodnota duální úlohy
φ∗ = −4.

Duální úlohu jsme tedy úspěšně určili a vyřešili. Dalším postupem v příkladu je ově-
ření vztahu duality, který můžeme provést dvěma způsoby. Prvním z nich je teoretická
úvaha, která může probíhat např. následujícím způsobem. Již víme, že účelová funkce pri-
mární úlohy je ostře konvexní, zároveň snadno ověříme, že platí Slaterova podmínka, a to
např. v bodě [1, 1]. Výsledkem těchto podmínek, který jsme konstatovali již v úvodu řešení
je, že primární úloha je regulární úlohou matematického programování. Protože jsme našli
řešení duální úlohy, víme, že primární úloha je jistě řešitelná. Navíc pro regulární úlohu
jistě platí vztah duality, což znamená, že f ∗ = φ∗.

Druhým způsobem ověření vztahu duality je vyřešení primární úlohy a kontrola, že
platí f ∗ = φ∗. Řešení primární úlohy je tématem předchozí kapitoly sbírky, zde ho proto
provedeme méně podrobně. Vzhledem k tomu, že se jedná o regulární úlohu MP, nám
stačí najít stacionární bod Lagrangeovy funkce, který je zároveň řešením. Množinu P uva-
žujeme jako P = R2

++, nebot’ se v úloze vyskytují omezení na znaménka u obou pro-
měnných. Vzhledem k platnosti Slaterovy podmínky bereme y0 = 1. Lagrangeova funkce
primární úlohy je potom ve tvaru

L(x1, x2, y) = −
√

x1 −
√

3x2 + y(x1 + x2 − 4),

podmínky z Lagrangeova principu jsou

Lx1 : − 1
2
√

x1
+ y ≥ 0 (= 0 pro x1 > 0),

Lx2 : − 3
2
√

3x2
+ y ≥ 0 (= 0 pro x2 > 0),

y(x1 + x2 − 4) = 0, y ≥ 0.

Z první rovnice ihned vidíme, že y = 1
3 . Uvažujme nejprve x1 > 0 a x2 > 0. V tomto

případě zkombinováním prvních dvou podmínek dostaneme rovnost

1
2
√

x1
=

3
2
√

3x2
,

kterou upravíme na

x1 =
1
3

x2.

Z podmínky komplementarity víme, že musí platit bud’ y = 0 nebo x1 + x2 − 4 = 0.
Nulovost multiplikátoru v tomto případě není možná, máme tedy soustavu dvou rovnic
v proměnných x1 a x2, jejímž řešením je bod [1, 3]. Tento bod splňuje všechny požadavky
z Lagrangeova principu a vzhledem k tomu, že máme regulární úlohu matematického pro-
gramování, můžeme výpočet ukončit s tvrzením, že jsme našli hledané minimum. Hod-
nota primární úlohy je tedy f ∗ = −1− 3 = −4 = φ∗ a ověření platnosti vztahu duality je
u konce. N
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Příklad 3.2.27.

Určete duální úlohu k úloze matematického programování

f (x1, x2, x3) =
1
x1

+
1
x2

+
1
x3
→ min, x1 + x2 + x3 ≤ 2, x1 > 0, x2 > 0, x3 > 0,

a ověřte platnost vztahu duality f ∗ = φ∗.

Řešení. N
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Příklad 3.2.28.

Určete duální úlohu k úloze matematického programování

f (x1, x2, x3, x4) = x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 +
4

∑
i=1

xi ln xi → min,

x1 + x2 + x3 + x4 = 1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0,

a ověřte platnost vztahu duality f ∗ = φ∗.
(Pro jednoduchost užíváme konvenci 0 ln 0 = 0.)

Řešení. N
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III. 3. Analýza citlivosti

Příklad 3.3.1.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování √

1 + x2 → min, x ≤ b.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. N
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Příklad 3.3.2.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

x ln x → min, 0 < x ≤ b.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. N
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Příklad 3.3.3.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

|x| → min, x ≤ b.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. Jelikož platí Slaterova i lineární podmínka (Věta 4.3.2), jedná se o regulární úlohu
konvexního programování. Z grafu absolutní hodnoty lze snadno vyčíst, že minimum v
závislosti na hodnotě b bude

x∗(b) =

0, b ≥ 0,

b, b ≤ 0

a jeho funkční hodnota

F(b) =

0, b ≥ 0,

−b b ≤ 0.

Spočítejme dále subdiferenciál ∂F. Funkce |x| není diferencovatelná v bodě x = 0, proto
pro b = 0 nemůžeme použít přímo derivaci. Pro subdiferenciál v tomto bodě však můžeme
použít jednostranné derivace F′+(0) a F′−(0), čímž dostaneme interval ∂F(0) = [F′−(0), F′+(0)],
pokud F′−(0) ≤ F′+(0). Celkem tak platí

∂F(b) =


0, b > 0,

[−1, 0], b = 0,

−1 b < 0.

Langrageova funkce úlohy je

L(x, y) = |x|+ y(x− b),

což není diferencovatelná funkce na R, jak požaduje Langrageův princip. Pro duální úlohu
potřebujeme

ϕ(y) = inf
x
{|x|+ y(x− b)} → max

pro y ≥ 0. Počítejme

inf
x
{|x|+ y(x− b)} = min

{
inf
x≤0
{x(y− 1)− yb} , inf

x≥0
{x(y + 1)− yb}

}
,

=


min {−∞,−yb} = −∞, y > 1,

min {−yb,−yb} = −yb, y ∈ [−1, 1],

min {−yb,−∞} = −∞, y < −1,
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proto duální úloha je
−yb→ max

pro y ∈ [0, 1]. Řešení této úlohy je již snadné, protože −yb je lineární funkcí. Máme

y∗(b) =


0, b > 0,

[0, 1], b = 0,

1, b < 0,

tedy platí ∂F(b) = −y∗(b), nebot’ jsou splněny předpoklady Věty 4.4.3. N
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Příklad 3.3.4.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

e|x| → min, x ≤ b.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. Stejně jako v předchozím příkladu máme regulární úlohu konvexního programo-
vání s tím, že účelová funkce není diferencovatelná v x = 0. Řešením primární úlohy je

x∗(b) =

0, b ≥ 0,

b, b ≤ 0,

F(b) =

1, b ≥ 0,

e−b, b ≤ 0,

což se dá snadno odvodit například z grafu funkce e|x|. Dále si spočítáme subdiferenciál
∂F(b), kde pro b = 0 opět využijeme jednostranných derivací

∂F(b) =


0, b > 0,[

lim
b→0−

(
−e−b

)
, lim

b→0+
0
]
= [−1, 0], b = 0,

−e−b, b < 0.

Pokračujme duální úlohou, potřebujeme najít funkci

ϕ(y) = inf
x

{
e|x| + y(x− b)

}
= min

{
inf
x≥0
{ex + y(x− b)} , inf

x≤0

{
e−x + y(x− b)

}}
,

kde g1,2(x) = e±x + y(x− b) jsou konvexní funkce v proměnné x. Stacionární body a tudíž
i minima jsou řešeními g′1,2(x) = 0, tj.

±e±x + y = 0

e±x = ∓y

±x = ln(∓y)

x1,2 = ± ln(∓y)

pro y ≤ −1 v prvním případě a y ≥ 1 v druhém případě. V ostatních případech stacionární
body neexistují a infima se tak realizují v krajních bodech intervalu (případně v ±∞), na
kterém toto infimum hledáme (v našem případě to bude vždy v x = 0). Celkem máme

ϕ(y) =


min {−y + y (ln(−y)− b) , 1− yb} , y ≤ −1,

min {1− yb, 1− yb} = 1− yb, y ∈ [−1, 1],

min {1− yb, y− y (ln(y) + b)} , y ≥ 1,
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kde pro výrazy z prvního a posledního řádku platí

∓y± y (ln(∓y)∓ b) = ±y(ln(∓y)− 1)− yb = − |y| (ln |y| − 1)− yb.

Ukážeme, že − |y| (ln |y| − 1) ≤ 1 pro |y| ≥ 1 neboli že

ϕ(y) = − |y| (ln |y| − 1)− yb

pro |y| ≥ 1. Označme t = |y|, t ≥ 1 a dokažme

−t (ln t− 1) = t (1− ln t) ≤ 1.

Zderivováním levé strany (funkce v proměnné t) dostaneme

1− ln t− 1 = − ln t ≤ 0

pro t ≥ 1, tudíž první derivace je vždy záporná, a proto je tato funkce v proměnné t
klesající pro námi uvažované hodnoty t ≥ 1. Maximální hodnoty tak dosahuje pro t = 1 v

−1 · (ln 1− 1) = 1,

proto musí vždy být tato funkce menší než 1, tj.

−t (ln t− 1) ≤ 1,

z čehož ihned vyplývá, že

ϕ(y) =

1− yb, |y| ≤ 1,

− |y| (ln |y| − 1)− yb, |y| ≥ 1.

Jelikož v duální úloze ϕ(y)→ max maximalizujeme pouze přes y ≥ 0, stačí uvažovat

ϕ(y) =

1− yb, y ∈ [0, 1],

y (1− ln y)− yb, y > 1.

Budeme postupovat tak, že najdeme maxima funkce ϕ(y) na obou intervalech.

Pro y ∈ [0, 1] je ϕ(y) přímkou se směrnicí k = −b a procházející q = 1. Pokud bude
b > 0, tak bude tato přímka klesající a maxima dosáhne v y∗ = 0 s funkční hodnotou
ϕ∗(0) = 1. Naopak pro b < 0 bude rostoucí a maximum nastane v y∗ = 1 s hodnotou
ϕ∗(1) = 1− b. Konečně pro b = 0 bude mít přímka nulovou směrnici, a proto maxima
nabude v jakémkoli bodě intervalu [0, 1], a to s hodnotou ϕ∗(y) = 1.

Pro y > 1 zderivujeme ϕ(y) a nalezneme stacionární bod jako řešení rovnice

− ln y− b = 0

ln y = −b

y∗ = e−b,
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kde nutně b < 0, aby stacionární bod existoval. V tomto případě máme

ϕ∗(b) = e−b (1− (−b))− be−b = e−b.

Pro b ≥ 0 stacionární bod neexistuje, tudíž hledáme

sup
y>1
{y (1− ln y)− yb} ,

které nastane limitně v krajním bodě y→ 1+ neboli

ϕ∗(b) = 1 · (1− 0)− b = 1− b.

Spojením těchto všech výsledků a porovnáním funkčních hodnot maxim pro stejné hod-
noty parametru b u obou případů dostáváme celkový výsledek duální úlohy jako

ϕ∗(b) =

max {1, 1− b} = 1, b ≥ 0,

max
{

1− b, e−b} = e−b, b ≤ 0.

Z tohoto a spočítaných výsledků přímo vyplývá

y∗(b) =


0, b > 0,

[0, 1], b = 0,

e−b, b < 0,

u nějž platí, že ∂F(b) = −y∗(b). N
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Příklad 3.3.5.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

cosh(x) :=
ex + e−x

2
→ min, x ≤ b.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. Zadaná úloha je regulární úlohou konvexního programování (platí Slaterova i line-
ární podmínka). Funkce cosh(x) nabývá minima v x = 0, tudíž v závislosti na parametru
b bude

x∗(b) =

0, b ≥ 0,

b, b ≤ 0,

F(b) =

1, b ≥ 0,

cosh(b) = eb+e−b

2 , b ≤ 0.

Zderivováním dostaneme

∂F(b) =

0, b ≥ 0,

sinh(b) = eb−e−b

2 , b ≤ 0.

Pokračujme duální úlohou. Nejprve musíme najít

ϕ(y) = inf
x
{cosh(x) + y(x− b)} ,

kde g(x) = cosh(x) + y(x− b) je konvexní funkce. Stacionární bod a zároveň i minimum
této funkce nalezneme jako řešení g′(x) = 0, tj.

ex − e−x

2
+ y = 0

ex − e−x + 2y = 0

e2x − 1 + 2yex = 0

e2x + 2yex − 1 = 0

ex =
−2y±

√
4y2 + 4

2

ex = −y±
√

y2 + 1

x1,2 = ln
(
−y±

√
y2 + 1

)
,
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kde uvažujeme pouze řešení s plus, jelikož je exponenciála vždy kladná. Platí tak, že

ϕ(y) =
−y +

√
y2 + 1 + 1

−y+
√

y2+1

2
+ y

(
ln
(
−y +

√
y2 + 1

)
− b
)

=
y2 − 2y

√
y2 + 1 + y2 + 2

2
(
−y +

√
y2 + 1

) + y
(

ln
(
−y +

√
y2 + 1

)
− b
)

=
y2 − y

√
y2 + 1 + 1

−y +
√

y2 + 1
+ y

(
ln
(
−y +

√
y2 + 1

)
− b
)

= −y +
1√

y2 + 1− y
+ y

(
ln
(
−y +

√
y2 + 1

)
− b
)

= −y +

√
y2 + 1 + y

(y2 + 1)− y2 + y
(

ln
(
−y +

√
y2 + 1

)
− b
)

=
√

y2 + 1 + y
(

ln
(
−y +

√
y2 + 1

)
− b
)

.

Chceme √
y2 + 1 + y

(
ln
(
−y +

√
y2 + 1

)
− b
)
→ max

pro y ≥ 0. Zderivujme a položme rovno nule

y√
y2 + 1

+ ln
(
−y +

√
y2 + 1

)
− b + y

1
−y +

√
y2 + 1

(
−1 +

y√
y2 + 1

)
= 0

y√
y2 + 1

+ ln
(
−y +

√
y2 + 1

)
− b + y

−1√
y2 + 1

= 0

−y +
√

y2 + 1 = eb,

což jsme již řešili při hledání funkce ϕ(y), proto

y = −eb − e−b

2
y = − sinh(b)

pro b ≤ 0, aby y ≥ 0. Je-li b > 0, stacionární bod neexistuje a ϕ′(y) < 0 (funkce ϕ(y) je
klesající), jak můžeme vidět z výše uvedeného výpočtu. Maxima tak dosáhneme v y = 0.
Celkem

y∗(b) =

0, b ≥ 0,

− sinh(b), b ≤ 0,

ϕ∗(b) =

1, b ≥ 0,

eb − sinh(b)− sinh(b)
(
ln eb − b

)
= eb − sinh(b) = cosh(b), b ≤ 0,

kde ∂F(b) = −y∗(b). N
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Příklad 3.3.6.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

x2
1 + 4x2

2 → min, x1 + 2x2 ≤ b.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. F(b) = 0 pro b ≥ 0 a F(b) = b2/2 pro b ≤ 0 N
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Příklad 3.3.7.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

x2
1 + x2

2 → min, x1 − x2 − 1 ≤ b.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. F(b) = 0 pro b ≥ −1 a F(b) = (b + 1)2/2 pro b ≤ −1 N
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Příklad 3.3.8.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

x2
1 + x2

2 + 2x1 → min, −x1 + x2 ≤ b.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. F(b) = −1 pro b ≥ 1 a F(b) = (b− 1)2/2− 1 pro b ≤ −1 N
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Příklad 3.3.9.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

x2
1 + 2x2

2 − 2x1 + 1→ min, x1 + x2 ≤ b.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. F(b) = 0 pro b ≥ 1 a F(b) = 2(b− 1)/3 pro b ≤ 1 N
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Příklad 3.3.10.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

x2
1 + x2

2 + 2x2 → min, x2 − x1 ≤ b.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. F(b) = −1 pro b ≥ −1 a F(b) = (b + 1)2/4− 1 pro b ≤ −1 N
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Příklad 3.3.11.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

x2
1 + x2

2 + 2x1 → min, x1 + x2 + 1 ≤ b.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. F(b) = −1 pro b ≥ 0 a F(b) = b2/2− 1 pro b ≤ 0 N
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Příklad 3.3.12.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

x2
1 + x2

2 − 2x2 → min, x1 + x2 ≤ b.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. Vidíme, že účelová funkce je ostře konvexní, jelikož se jedná o kvadratickou formu,
která je pozitivně definitní. Jistě platí, že(

1 0
0 1

)
> 0.

Zároveň je splněna jak Slaterova, tak lineární podmínka, proto se jedná o regulární úlohu
konvexního programování (můžeme použít y0 = 1). Sestavíme Lagrangeovu funkci

L(x1, x2, y) = x2
1 + x2

2 − 2x2 + y(x1 + x2 − b)

a na základě Lagrangeova principu dostaneme tři rovnice

Lx1 : 2x1 + y = 0,

Lx2 : 2x2 − 2 + y = 0,

y(x1 + x2 − b) = 0,

kde y ≥ 0.

(i) Začněme případem, kdy y = 0, pak z prvních dvou rovnic vyplývá, že x1 = 0 a
x2 = 1. Tento bod dosadíme do podmínky, abychom zjistili, pro jaká b ji splňuje.
Musí platit

x1 + x2 ≤ b

0 + 1 ≤ b

b ≥ 1.

(ii) V druhém případě uvažujeme y > 0, tudíž budeme řešit tři rovnice o třech nezná-
mých

2x1 + y = 0,

2x2 − 2 + y = 0,

x1 + x2 − b = 0.
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Odečteme od první rovnice druhou, čímž dostaneme

2x1 − 2x2 + 2 = 0

x1 − x2 + 1 = 0

a tuto získanou rovnici (podělenou dvěma) sečteme se třetí rovnicí. Výsledkem bude

2x1 + 1− b = 0

x1 =
b− 1

2
.

Zpětným dosazením do třetí rovnice získáme výsledek pro x2, tj.

b− 1
2

+ x2 − b = 0

x2 =
b + 1

2
.

A konečně zpětným dosazením například do první rovnice získáme i y pomocí pa-
rametru b neboli

2 · b− 1
2

+ y = 0

y = 1− b,

kde b < 1, aby bylo y > 0, jak jsme předpokládali na začátku.

Celkem řešení primární úlohy a zároveň shrnutí výsledků bodů (i) a (ii) je

x∗(b) =


[0, 1], b ≥ 1,[

b− 1
2

,
b + 1

2

]
, b ≤ 1,

F(b) =


02 + 12 − 2 = −1, b ≥ 1,(

b− 1
2

)2

+

(
b + 1

2

)2

− 2 · b + 1
2

=
2b2 + 2− 4b− 4

4
=

(b− 1)2

2
− 1, b ≤ 1.

∂F(b) =


0, b > 1,
2(b−1)

2 = b− 1, b < 1,

[0, 0] = 0, b = 1,

kde jsme při výpočtu subdiferenciálu v b = 1 využili jednostranných derivací. Subdiferen-
ciál funkce F(b) tak lze zapsat kompaktněji jako

∂F(b) =

0, b ≥ 1,

b− 1, b ≤ 1.
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Pokračujme dále duální úlohou. Nejprve najdeme

ϕ(y) = inf
[x1,x2]∈R2

{
x2

1 + x2
2 − 2x2 + y(x1 + x2 − b)

}
,

a to pomocí stacionárního bodu Lagrangeovy funkce, kterou nyní uvažujeme pouze jako
funkci proměnných x1 a x2 (y a b jsou pro nás nyní konstanty). Parciální derivace položíme
rovny nule a vyjádříme stacionární bod

2x1 + y = 0, 2x2 − 2 + y = 0

x1 = −y
2

, x2 =
2− y

2
,

ve kterém se nachází hledané minimum (ostrá konvexnost). Proto platí, že

ϕ(y) =
(
−y
2

)2

+

(
2− y

2

)2

− 2 · 2− y
2

+ y
(
−y

2
+

2− y
2
− b
)

= −y2

2
+ y− 1− yb

= −y2

2
+ y(1− b)− 1,

což chceme v rámci duální úlohy maximalizovat pro y ≥ 0. Jelikož se jedná o konkávní
funkci v proměnné y, tak opět použijeme derivaci položenou rovnu nule

−y + 1− b = 0

y = 1− b,

kde nutně 1 − b ≥ 0 neboli b ≤ 1. Pro b > 1 stacionární bod neexistuje a maxima tak
funkce ϕ(y) dosáhne v krajním bodě y = 0, tudíž

y∗(b) =

0, b ≥ 1,

1− b, b ≤ 1,

ϕ∗(b) =

−1, b ≥ 1,

− (1−b)2

2 + (1− b)(1− b)− 1 = (b−1)2

2 − 1, b ≤ 1,

kde opravdu y∗(b) = −∂F(b) a ϕ∗(b) = F(b). N

16. prosince 2020 © Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek
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Příklad 3.3.13.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

x2
1 + 2x1x2 + 2x2

2 → min, x1 − x2 ≤ b.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. Účelová funkce je konvexní, protože matice kvadratické formy(
1 1
1 2

)
> 0.

Omezení je dáno afinní funkcí, proto se jedná o regulární úlohu konvexního programo-
vání. Navíc z toho vyplývá, že můžeme použít Lagrangeovu funkci s y0 = 1 a stacionární
bod bude zároveň hledaným minimem.

Začněme primární úlohou. Sestavíme Lagrangeovu funkci

L(x1, x2, y) = x2
1 + 2x1x2 + 2x2

2 + y (x1 − x2 − b)

a počítáme

Lx1 : 2x1 + 2x2 + y = 0,

Lx2 : 2x1 + 4x2 − y = 0,

y(x1 − x2 − b) = 0,

kde y ≥ 0.

(i) Nejprve zvolíme y = 0, tedy máme dvě rovnice o dvou neznámých

2x1 + 2x2 = 0,

2x1 + 4x2 = 0.

Prostým odečtením první rovnice od druhé vyjádříme x2 = 0, z čehož ihned dosta-
neme x1 = 0. Tento bod splňuje podmínku x1 − x2 ≤ b pro b ≥ 0.

(ii) V druhém případě uvažujeme y > 0, to znamená, že musíme vyřešit tři rovnice o
třech neznámých

2x1 + 2x2 + y = 0,

2x1 + 4x2 − y = 0,

x1 − x2 − b = 0.
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Odečtením prvních dvou rovnic vyjádříme x2 pomocí y, tj.

2x2 − 2y = 0

x2 = y

a dosazením zpět do první rovnice získáme x1 pomocí y jako

2x1 + 2y + y = 0

x1 = −3
2

y.

Oba tyto výsledky vložíme do třetí rovnice

−3
2

y− y− b = 0

y = −2
5

b,

čímž jsme dostali y pomocí parametru b, tudíž b < 0, aby platilo y > 0. Na základě
toho můžeme pomocí parametru b nyní napsat i x1 a x2 jako

x1 =
3
5

b,

x2 = −2
5

b.

Celkem minimum nastává v bodě

x∗(b) =


[0, 0], b ≥ 0,[

3
5

b,−2
5

b
]

, b ≤ 0

a jeho funkční hodnota je

F(b) =

0, b ≥ 0,
9

25
b2 − 12

25
b2 +

8
25

b2 =
1
5

b2, b ≤ 0.

Konečně spočítejme subdiferenciál F(b). Pro hodnotu b = 0 využijeme jednostranných
derivací

∂F(b) =


0, b > 0,[

lim
b→0−

F(b)
b

, lim
b→0+

F(b)
b

]
=

[
lim

b→0−

1
5 b2

b
, lim

b→0+

0
b

]
= [0, 0] = 0, b = 0,

2
5

b, b < 0,

proto

∂F(b) =

0, b ≥ 0,
2
5

b, b ≤ 0.
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Pokračujme duální úlohou. Potřebujeme

ϕ(y) = inf
x1,x2∈R2

{
x2

1 + 2x1x2 + 2x2
2 + y (x1 − x2 − b)

}
,

kde nyní stacionární bod L(x1, x2, y) hledáme pouze přes x1, x2 ∈ R2, tudíž počítáme
pouze s Lx1 , Lx2 parciálními derivacemi

2x1 + 2x2 + y = 0,

2x1 + 4x2 − y = 0.

V (ii) jsme již tyto dvě rovnice řešili s výsledkem (stacionárním bodem, zde zároveň mini-
mem)

x1 = −3
2

y,

x2 = y,

proto duální úlohou je

ϕ(y) =
9
4

y2 − 3y2 + 2y2 + y
(
−5

2
y− b

)
= −5

4
y2 − yb→ max

pro y ≥ 0. Při řešení opět využijeme stacionárního bodu, který bude zároveň maximem,
jelikož ϕ(y) je konkávní funkcí. Řešíme rovnici

−5
2

y− b = 0

y = −2
5

b,

kde b ≤ 0, aby platilo y ≥ 0. Pro b > 0 stacionární bod neexistuje a maxima tak dosáhneme
v krajním bodě y = 0. Shrnutí těchto dvou výsledků je

y∗(b) =

0, b ≥ 0,

−2
5

b, b ≤ 0,

ϕ∗(b) =

0, b ≥ 0,

−5
4
· 4

25
b2 +

2
5

b2 =
1
5

b2, b ≤ 0,

tudíž opravdu platí ∂F(b) = −y∗(b). N
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Příklad 3.3.14.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

3x2
1 + 2x1x2 + x2

2 − 2x1 + x2 → min, x1 + 2x2 ≤ b.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. F(b) = −11/8 pro b ≥ −7/4 a F(b) = 2b2/9 + 7b/9− 25/36 pro b ≤ −7/4 N
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Příklad 3.3.15.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování √

1 + x2
1 + x2

2 → min, x1 + x2 ≤ b.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. Funkce
√

1 + x2
1 + x2

2 je konvexní a zároveň pro každé b ∈ R platí Slaterova pod-
mínka. Můžeme tak hledat řešení s y0 = 1. Sestavíme Lagrangeovu funkci

L(x1, x2, y) =
√

1 + x2
1 + x2

2 + y (x1 + x2 − b)

a dle Lagrangeova principu budeme hledat minimum pomocí

Lx1 :
x1√

1 + x2
1 + x2

2

+ y = 0,

Lx2 :
x2√

1 + x2
1 + x2

2

+ y = 0,

y(x1 + x2 − b) = 0,

kde y ≥ 0.

(i) Začneme volbou y = 0, což je ekvivalentní s

x1√
1 + x2

1 + x2
2

= 0,

x2√
1 + x2

1 + x2
2

= 0,

proto nutně x1 = x2 = 0. Z podmínky x1 + x2 ≤ b pro tento bod vyplývá, že b ≥ 0.

(ii) Pokud budeme uvažovat y > 0, dostaneme tři rovnice

x1√
1 + x2

1 + x2
2

+ y = 0,

x2√
1 + x2

1 + x2
2

+ y = 0,

x1 + x2 − b = 0.

Z prvních dvou rovnic je vidět, že x1 = x2. Tento výsledek dosadíme do třetí rovnice
a vyjádříme

x1 = x2 =
b
2

.
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Najdeme ještě y > 0 pomocí b jako

b
2√

1 + b2

4 + b2

4

+ y = 0

y = − b√
4 + 2b2

,

kde b < 0.

Celkem řešením primární úlohy je

x∗(b) =


[0, 0], b ≥ 0,[

b
2

,
b
2

]
, b ≤ 0,

F(b) =

1, b ≥ 0,√
1 + b2

4 + b2

4 =
√

1 + b2

2 , b ≤ 0.

Spočítáme dále subdiferenciál ∂F(b), kde můžeme použít derivace kromě b = 0, kde opět
využijeme jednostranných derivací, tj.

∂F(b) =



0, b > 0,[
lim

b→0−

F(b)− F(0)
b− 0

, lim
b→0+

F(b)− F(0)
b− 0

]
, b = 0,

b

2
√

1 + b2

2

=
b√

4 + 2b2
, b < 0,

=



0, b > 0, lim
b→0−

√
1 + b2

2 − 1

b
, lim

b→0+

1− 1
b− 0

 L′H
=

[
lim

b→0−

b√
4 + 2b2

, 0
]
= [0, 0] = 0, b = 0,

b√
4 + 2b2

, b < 0,

=


0, b ≥ 0,

b√
4 + 2b2

, b ≤ 0.

Pokračujme duální úlohou. Nejprve nalezneme

ϕ(y) = inf
x1,x2∈R2

{√
1 + x2

1 + x2
2 + y (x1 + x2 − b)

}
,

tedy budeme postupovat podobně jako ve (ii) pouze s tím rozdílem, že v rámci infima

16. prosince 2020 © Markéta Zoubková & Jana Zuzaňáková & Petr Zemánek
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bereme při výpočtu y jako parametr stejně jako b. Stacionární bod je řešením rovnic

x1√
1 + x2

1 + x2
2

+ y = 0,

x2√
1 + x2

1 + x2
2

+ y = 0.

Již víme, že z těchto dvou rovnic vyplývá, že x1 = x2. Dosad’me tuto informaci do jedné z
nich a upravujme

x1√
1 + 2x2

1

+ y = 0

x1 = −y
√

1 + 2x2
1

x2
1 = y2

(
1 + 2x2

1

)
x2

1(1− 2y2) = y2

x2
1 =

y2

1− 2y2

x1 = ± y√
1− 2y2

,

kde z druhého řádku vidíme, že nutně sgn x1 = − sgn y. Proto je správné pouze řešení

x1 = − y√
1− 2y2

,

kde 1− 2y2 > 0 neboli |y| ≤ 1/
√

2. N
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Příklad 3.3.16.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování √

1 + 4x2
1 + 4x2

2 → min, x2 − x1 ≤ b.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. F(b) = 1 pro b ≥ 0 a F(b) =
√

1 + 2b2 pro b ≤ 0 N
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Příklad 3.3.17.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

x1 + x2 → min, x2
1 + x2

2 ≤ b.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. F(b) = −
√

2b pro b ≥ 0 N
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Příklad 3.3.18.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

3x2
1 + x2

2 + 4x2 − 1→ min, x2
1 + 2x2 ≤ b.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. Platí Slaterova podmínka a f je konvexní - máme pozitivně definitní matici kvad-
ratické formy (

3 1
1 1

)
> 0.

Z těchto důvodů můžeme pro řešení primární úlohy použít Lagrangeovu funkci s y0 = 1

L(x1, x2, y) = 3x2
1 + x2

2 + 4x2 − 1 + y
(

x2
1 + 2x2 − b

)
.

Budeme počítat se třemi rovnicemi

Lx1 : 6x1 + 2yx1 = 0,

Lx2 : 2x2 + 4 + 2y = 0,

y(x2
1 + 2x2 − b) = 0.

(i) Začněme volbou y = 0. Pro tuto volbu z prvních dvou rovnic dostaneme minimum
v x1 = 0, x2 = −2, které splňuje podmínku x2

1 + 2x2 ≤ b pro b ≥ −4.

(ii) Pokračujeme y > 0, což vede na řešení tří rovnic o třech neznámých

6x1 + 2yx1 = 0,

2x2 + 4 + 2y = 0,

x2
1 + 2x2 − b = 0.

Jelikož y > 0, tj. v první rovnici nemůžeme mít y = −3, proto x1 = 0. Z druhé
rovnice vyjádříme x2 = −y− 2 a oba tyto výsledky vložíme do třetí rovnice

02 − 2y− 4− b = 0

y = −b
2
− 2,

kde nutně −b/2− 2 > 0 neboli b < −4. Hledané minimum vyjádřené pomocí para-
metru b tak je v x1 = 0, x2 = b/2 pro b < −4.
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Celkem máme

x∗(b) =


[0,−2], b ≥ −4,[

0,
b
2

]
, b ≤ −4,

F(b) =

0 + 4− 8− 1 = −5, b ≥ −4,
b2

4
+ 2b− 1, b ≤ −4.

Spočítáme si dále subdiferenciál ∂F(b), kde při jeho výpočtu v b = −4 využijeme jedno-
stranných derivací, tedy

∂F(b) =


0, b > −4,[

lim
b→−4−

F(b)− F(−4)
b + 4

, lim
b→−4+

F(b)− F(−4)
b + 4

]
= [0, 0] = 0, b = −4,

b
2
+ 2, b < −4,

=

0, b ≥ −4,
b
2
+ 2, b ≤ −4.

Navážeme nalezením duální úlohy a jejího řešení. Hledáme

ϕ(y) = inf
x1,x2∈R2

{
3x2

1 + x2
2 + 4x2 − 1 + y

(
x2

1 + 2x2 − b
)}

,

kde využijeme toho, že Lagrangeova funkce je konvexní vůči proměnným x1, x2. Tudíž
nám stačí položit parciální derivace rovny nule a nalézt stacionární bod, který bude v
našem případě roven minimu. Z výpočtu v (ii) již máme výsledek x1 = 0 a x2 = −y− 2,
proto

ϕ(y) = (−y− 2)2 − 4y− 8− 1 + y (−2y− 4− b) = −y2 − (4 + b)y− 5.

Duální úloha je

−y2 − (4 + b)y− 5→ max, y ≥ 0.

Jelikož funkce, kterou chceme maximalizovat je konkávní, bude nám k výpočtu opět stačit
stacionární bod. Derivaci položíme nule, tj.

−2y− 4− b = 0

y = −b
2
− 2

pro b ≤ −4, aby platil předpoklad y ≥ 0. Pro b > −4 stacionární bod neexistuje a maxima
tak bude v tomto případě dosaženo v y = 0, jelikož ϕ(y) je pro b > −4 klesající funkcí na
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intervalu [0, ∞). Celkem

y∗(b) =

0, b ≥ −4,

−b
2
− 2, b ≤ −4,

ϕ∗(b) =


−5, b ≥ −4,

−
(
−b

2
− 2
)2

− (4 + b)
(
−b

2
− 2
)
− 5 =

b2

4
+ 2b− 1, b ≤ −4

neboli ∂F(b) = −y∗(b) a F(b) = ϕ∗(b). N
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Příklad 3.3.19.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

4x2
1 + x2

2 − 2x2 → min, x2
1 + 5x2

2 ≤ b + 1.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. F(b) = −1 pro b ≥ 4 a F(b) = (b + 1)/5− 2
√
(b + 1)/5 pro b ∈ [−1, 4] N
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Příklad 3.3.20.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

2x2
1 + 2x1x2 + x2

2 → min, x1 + x2 ≤ b, x1 ≥ 0.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. F(b) = 0 pro b ≥ 0 a F(b) = b2 pro b ≤ 0 N
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Příklad 3.3.21.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

x2
1 + 6x2

2 + 2x1 − 8x2 → min, 2x2 − x1 ≤ b, x2 ≥ 0.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. Účelová funkce je ostře konvexní, jelikož(
1 0
0 6

)
> 0.

Dále vždy platí SLaterova nebo lineární podmínka, tedy máme regulární úlohu konvex-
ního programování, a proto můžeme při řešení primární úlohy zvolit y0 = 1. Lagrangeova
funkce bude

L(x1, x2, y) = x2
1 + 6x2

2 + 2x1 − 8x2 + y (2x2 − x1 − b) .

Jelikož máme v podmínkách x2 ≥ 0, tak budeme na základě Lagrangeova principu řešit
následující tři rovnice

Lx1 : 2x1 + 2− y = 0,

Lx2 : 12x2 − 8 + 2y ≥ 0 (= 0 pro x2 > 0) ,

y(2x2 − x1 − b) = 0

pro y ≥ 0. Abychom si usnadnili výpočet, rozdělíme si řešení na několik případů:

(i) Začněme volbou x2 = 0. Pro tuto volbu se výše uvedený systém změní na

2x1 + 2− y = 0,

−8 + 2y ≥ 0,

y (−x1 − b) = 0,

kde y ≥ 0. Z druhého řádku dostaneme, že navíc y ≥ 4, tím pádem v třetím řádku
musí být nulová závorka neboli x1 = −b. Tuto informaci dosadíme do první rovnice
a vyřešíme

−2b + 2− y = 0

y = 2− 2b,

tedy nutně 2− 2b ≥ 4, což je ekvivalentní s b ≤ −1. Máme tak bod x1 = −b, x2 = 0
s y ≥ 4 pro b ≤ −1.
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(ii) Nyní vezmeme x2 > 0 a y = 0, tudíž počítáme s rovnicemi

2x1 + 2 = 0,

12x2 − 8 = 0.

Snadno zjistíme, že x1 = −1 a x2 = 2/3. Ještě však musíme ověřit, pro jaká b tento
bod splňuje podmínku 2x2 − x1 ≤ b. Přímým dosazením dostaneme, že b ≥ 7/3.

(iii) Posledním případem je x2 > 0 a y > 0, tj. počítáme se třemi rovnicemi

2x1 + 2− y = 0,

12x2 − 8 + 2y = 0,

2x2 − x1 − b = 0.

Z první rovnice vyplývá, že x1 = y/2− 1 a z druhé, že x2 = 2/3− y/6. Oba výsledky
dosadíme do třetí rovnice

4
3
− y

3
− y

2
+ 1− b = 0

5
6

y =
7
3
− b

y =
14
5
− 6

5
b,

kde z předpokladu y > 0 musí

14
5
− 6

5
b > 0

b <
7
3

.

Nyní již umíme zapsat y pomocí parametru b, což nám pomůže tímto způsobem
vyjádřit i x1 a x2 jako

x1 =
7
5
− 3

5
b− 1 =

2
5
− 3

5
b,

x2 =
2
3
− 7

15
+

1
5

b =
1
5
+

1
5

b,

kde navíc z podmínky x2 > 0 ještě dostaneme b > −1.

Spojení výsledků z (i), (ii) a (iii) nám dává hledané minimum/řešení primární úlohy v
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bodě

x∗(b) =



[−b, 0], b ≤ −1,[
2
5
− 3

5
b,

1
5
+

1
5

b
]

, b ∈
[
−1,

7
3

]
,[

−1,
2
3

]
, b ≥ 7

3
,

F(b) =



b2 − 2b, b ≤ −1,
1

25
[
4 + 9b2 + 6 + 6b2 − 20− 70b

]
=

1
5
(
3b2 − 14b− 2

)
, b ∈

[
−1,

7
3

]
,

1 +
24
9
− 2− 16

3
= −11

3
, b ≥ 7

3
.

Subdiferenciál ∂F(b) spočítáme jako derivaci kromě v bodech b = −1 a b = 7/3, kde
použijeme jednostranné derivace a z nich vzniklý interval, tj.

∂F(b) =



2b− 2, b < −1,

[−4,−4] = −4, b = −1,

1
5
(6b− 14) , b ∈

(
−1,

7
3

)
,

[0, 0] = 0, b =
7
3

,

0, b >
7
3

,

=


2b− 2, b ≤ −1,

1
5
(6b− 14) , b ∈

[
−1,

7
3

]
,

0, b ≥ 7
3

.

Pokračujme duální úlohou. Potřebujeme najít

ϕ(y) = inf
x1∈R,x2>0

{
x2

1 + 6x2
2 + 2x1 − 8x2 + y (2x2 − x1 − b)

}
,

kde funkce v proměnných x1, x2, ze které počítáme infimum, je konvexní, proto nám stačí
získat stacionární bod. Ten je řešením následujícího systému

2x1 + 2− y = 0,

12x2 − 8 + 2y ≥ 0 (= 0 pro x2 > 0) .

Z první rovnice vždy dostaneme, že x1 = y/2− 1. V případě, že zvolíme x2 = 0, tak nám
druhá nerovnost dá y ≥ 4. Druhou možností je x2 > 0, tudíž počítáme v druhém řádku s
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rovností, ze které vyjádříme x2 = 2/3− y/6. Jelikož má platit x2 > 0 neboli 2/3− y/6 > 0,
tak musí y < 4. Celkem

ϕ(y) =


(y

2
− 1
)2

+ y− 2 + y
(
−y

2
+ 1− b

)
, y ≥ 4,

(y
2
− 1
)2

+ 6
(

2
3
− y

6

)2

+ y− 2− 16
3

+
4y
3

+ y
(

4
3
− y

3
− y

2
+ 1− b

)
, y < 4,

=


−y2

4
+ (1− b)y− 1, y ≥ 4,

− 5
12

y2 +

(
7
3
− b
)

y− 11
3

, y ≤ 4.

Duální úlohou je ϕ(y) → max pro y ≥ 0. Výpočet provedeme na obou intervalech pro
y ≥ 4 a y ∈ [0, 4] zvlášt’, a poté porovnáme funkční hodnoty.

(i) Začněme y ≥ 4 a příslušnou částí funkce ϕ(y) = −y2/4 + (1− b)y− 1, která je na
tomto intervalu určitě konkávní. Spočítejme proto stacionární bod

−y
2
+ 1− b = 0

y = 2− 2b,

kde nutně 2− 2b ≥ 4, což je ekvivalentní s b ≤ −1. Stacionární bod však neexistuje
v případě b > −1, kdy je však ϕ′(y) = −y/2 + 1− b < 0 (ϕ(y) klesající na [4, ∞]),
proto maxima dosáhneme v krajním bodě y = 4.

(ii) Na intervalu y ∈ [0, 4] máme

ϕ(y) = − 5
12

y2 +

(
7
3
− b
)

y− 11
3

,

což je konkávní funkce, a

ϕ′(y) = −5
6

y +
7
3
− b.

Stacionární bod tak snadno nalezneme v y = 14/5− 6b/5, kde nutně 0 ≤ 14/5−
6b/5 ≤ 4 neboli −1 ≤ b ≤ 7/3. Pro ostatní hodnoty b stacionární bod neexistuje. V
případě b < −1 a předpokladu y ∈ [0, 4] máme

ϕ′(y) = −5
6

y +
7
3
− b > −5

6
y +

7
3
+ 1 = −5

6
y +

10
3
≥ 0

(funkce ϕ je rostoucí), proto maximum nastane v pravém krajním bodě y = 4. A
naopak pro b > 7/3

ϕ′(y) = −5
6

y +
7
3
− b < −5

6
y +

7
3
− 7

3
= −5

6
y ≤ 0

(funkce ϕ je klesající), proto maximum nastane v levém krajním bodě y = 0.
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Celkově výsledky (i) a (ii), jejichž funkční hodnotu budeme porovnávat, nám rozdělily
reálnou osu pro parametr b na tři intervaly (−∞,−1], [−1, 7/3] a [7/3, ∞). Platí

ϕ∗(b) =


max

{
− (2−2b)2

4 + (1− b) (2− 2b)− 1,− 5
1242 +

(7
3 − b

)
· 4− 11

3

}
, b ≤ −1,

max
{
−42

4 + (1− b) · 4− 1,− 5
12

(
14−6b

5

)2
+
(7

3 − b
) 14−6b

5 − 11
3

}
, b ∈ [−1, 7

3 ],

max
{
−42

4 + (1− b) · 4− 1,− 5
12 · 02 +

(7
3 − b

)
· 0− 11

3

}
, b ≥ 7

3 ,

=


max

{
b2 − 2b,−4b− 1

}
, b ≤ −1,

max
{
−4b− 1, 3

5 b2 − 14
5 b− 2

5

}
, b ∈ [−1, 7

3 ],

max
{
−4b− 1,−11

3

}
, b ≥ 7

3 ,

kde

b2 − 2b− (−4b− 1) = b2 + 2b + 1 = (b + 1)2 ≥ 0, pro b ∈ R,
3
5

b2 − 14
5

b− 2
5
− (−4b− 1) =

3
5

b2 +
6
5

b +
3
5
=

3
5
(b + 1)2 ≥ 0, pro b ∈ R,

−11
3
− (−4b− 1) = 4b− 8

3
≥ 0, pro b ≥ 2

3
,

proto

ϕ∗(b) =


b2 − 2b, b ≤ −1,

1
5

(
3b2 − 14b− 2

)
, b ∈

[
−1,

7
3

]
,

−11
3

, b ≥ 7
3

,

y∗(b) =


2− 2b, b ≤ −1,

1
5
(14− 6b) , b ∈

[
−1,

7
3

]
,

0, b ≥ 7
3

neboli y∗(b) = −∂F(b) a ϕ∗(b) = F(b).
N
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Příklad 3.3.22.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

x2
1 + 6x2

2 + 2x1 − 8x2 → min, x1 − 2x2 ≤ b, x2 ≥ 0.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. N
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Příklad 3.3.23.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

x2
1 + 6x2

2 − 2x1 + 8x2 → min, x1 − 2x2 ≤ b, x2 ≥ 0.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. N
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Příklad 3.3.24.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

x2
1 − 3x1x2 + 4x2

2 − 2x1 − x2 → min, 2x2 − x1 ≤ b, x2 ≥ 0.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. N
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Příklad 3.3.25.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

x2
1 + 3x1x2 + 4x2

2 − 2x1 + x2 → min, x1 + 2x2 ≤ b, x2 ≥ 0.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. N
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Příklad 3.3.26.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

x2
1 − 2x1x2 + 2x2

2 − 2x1 + x2 → min, 3x1 + 2x2 ≤ b, x2 ≥ 0.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. %%% PODOBNÉ 10.20!!! (horší zlomky) F(b) = b2/9− 2b/3 pro b ≤ 21/10,
F(b) = b2/34− 11b/34− 49/136 pro b ∈ [21/10, 11/2],
F(b) = −5/4 pro b ≥ 11/2 N
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Příklad 3.3.27.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

x2
1 + 4x2

2 + 2x2 → min, 3x2
1 − x2 ≤ b, x2 ≥ 0.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. Funkce x2
1 + 4x2

2 + 2x2 je ostře konvexní, jelikož(
1 0
0 4

)
> 0.

Zároveň pro každé b ∈ R platí Slaterova podmínka, tudíž se jedná o regulární úlohu
konvexní. Můžeme tedy v rámci řešení primární úlohy pracovat s Lagrangeovou funkcí s
y0 = 1

L(x1, x2, y) = x2
1 + 4x2

2 + 2x2 + y
(

3x2
1 − x2 − b

)
,

na základě níž Lagrangeův princip definuje následující tři rovnice

Lx1 : 2x1 + 6x1y = 0,

Lx2 : 8x2 + 2− y ≥ 0 (= 0 pro x2 > 0) ,

y
(

3x2
1 − x2 − b

)
= 0

pro y ≥ 0.

(i) Nejprve zvolme x2 = 0, tedy máme

2x1 (1 + 3y) = 0,

2− y ≥ 0,

y
(

3x2
1 − b

)
= 0,

kde z druhého řádku lze vyjádřit y ≤ 2 neboli y ∈ [0, 2]. Jelikož y nemůže být z
definice záporné, tak z prvního řádku snadno vyčteme, že vždy x1 = 0. Z těchto
důvodů může být v součinu ve třetím řádku nulová bud’ závorka neboli b = 0 a
y ∈ (0, 2] je libovolné, anebo y = 0 a z podmínky ze zadání b ≥ 0. Oba tyto případy
máme pro bod x1 = x2 = 0.

(ii) Naopak pokud vezmeme x2 > 0, dostaneme tři rovnice o třech neznámých

2x1 (1 + 3y) = 0,

8x2 + 2− y = 0,

y
(

3x2
1 − x2 − b

)
= 0.
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Zaměřme se nejdříve na případ y = 0, tj.

x1 = 0,

x2 = −1
4

,

což je spor s x2 > 0. Pokračujme proto s předpokladem y > 0. To vede na soustavu
rovnic

2x1 (1 + 3y) = 0,

8x2 + 2− y = 0,

3x2
1 − x2 − b = 0,

kde z první rovnice vždy vyplývá x1 = 0. Dosadíme tuto informaci do třetí rovnice
a získáme x2 = −b, tudíž z předpokladu plyne b < 0. Druhou rovnici využijeme pro
výpočet y pomocí parametru b

−8b + 2− y = 0

y = −8b + 2,

kde navíc −8b + 2 > 0, což je ekvivalentní s b < 1/4. Celkem pro bod x1 = 0, x2 =

−b máme b < 0.

Shrnutím výsledků z (i) a (ii) lze napsat, že

x∗(b) =

[0, 0], b ≥ 0,

[0,−b], b ≤ 0,

F(b) =

0, b ≥ 0,

4b2 − 2b, b ≤ 0.

Spočítáme navíc ještě subdiferenciál (v bodě zlomu b = 0 za pomoci jednostranných deri-
vací)

∂F(b) =


0, b > 0,[

lim
b→0−

F(b)− 0
b− 0

, lim
b→0+

F(b)− 0
b− 0

]
=

[
lim

b→0−

4b2 − 2b
b

, lim
b→0+

0
b

]
= [−2, 0], b = 0,

8b− 2, b < 0.

Pokračujme určením duální úlohy. K tomu potřebujeme vypočítat

ϕ(y) = inf
x1∈R,x2>0

{
x2

1 + 4x2
2 + 2x2 + y

(
3x2

1 − x2 − b
)}

,
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u nějž využijeme opět vlastnosti stacionárního bodu pro konvexní funkci v proměnných
x1, x2. Vyjádřeme tento stacionární bod/minimum jako řešení soustavy

2x1 + 6x1y = 0,

8x2 + 2− y ≥ 0 (= 0 pro x2 > 0) .

Jelikož duální úlohu řešíme pouze pro y ≥ 0, je z první rovnice ihned jasné, že vždy x1 = 0.
Rozdělíme si dále výpočet opět na dva případy. Začněme volbou x2 = 0. Po dosazení této
volby do nerovnosti dostaneme y ≤ 2. Druhou volbou je x2 > 0 neboli počítáme s rovnicí

8x2 + 2− y = 0

x2 =
y− 2

8
,

proto nutně y > 2. Obě infima/minima [0, 0] a [0, (y− 2)/8] dosadíme zpět, abychom našli
ϕ(y) jako

ϕ(y) =


−yb, y ∈ [0, 2],

4
(

y− 2
8

)2

+ 2 · y− 2
8

+ y
(
−y− 2

8
− b
)
= − y2

16
+

y
4
− 1

4
− yb, y ≥ 2.

Duální úlohou je ϕ(y) → max pro y ≥ 0. Protože ϕ(y) je pro obě větve konkávní funkcí,
stačí nám opět najít pouze stacionární body a porovnat jejich funkční hodnoty.

(i) Pokud y ∈ [0, 2], tak chceme −yb→ max (úsečka na [0, 2] se směrnicí −b). Pro b < 0
nastane maximum v krajním bodě y = 2, pro b > 0 v krajním bodě y = 0 a konečně
pro b = 0 je úsečka vodorovná, proto maximum bude v jakémkoli bodě y ∈ [0, 2].

(ii) Pokud y ≥ 2, tak počítáme

− y2

16
+

y
4
− 1

4
− yb→ max .

Stacionární bod/maximum je řešením

−y
8
+

1
4
− b = 0

−y + 2− 8b = 0

y = 2− 8b,

kde nutně 2− 8b ≥ 2 neboli b ≤ 0. Pro b > 0 nebude stacionární bod existovat, ale v
tomto případě víme, že derivace ϕ′(y) = −y/8 + 1/4− b ≤ 0, protože máme y ≥ 2.
Funkce ϕ(y) tak je klesající, tudíž maximum nastane v levém krajním bodě y = 2.
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Výsledná maxima z (i) a (ii) dosadíme zpět do ϕ(y) a porovnáme tyto funkční hodnoty
pro b < 0, b = 0 a b > 0 (přičemž výsledná je ta největší z nich)

ϕ∗(b) =



max
{

0,− 22

16
+

2
4
− 1

4
− 2b

}
, b > 0,

max
{

0,− (2− 8b)2

16
+

2− 8b
4
− 1

4
− (2− 8b)b

}
, b = 0,

max
{
−2b,− (2− 8b)2

16
+

2− 8b
4
− 1

4
− (2− 8b)b

}
, b < 0,

=


max {0,−2b} = 0, b > 0,

max
{

0,
(1− 4b)2

4
− 1

4

}
= max

{
0, 4b2 − 2b

}
= 0, b = 0,

max
{
−2b, 4b2 − 2b

}
= 4b2 − 2b, b < 0,

=

0, b ≥ 0,

4b2 − 2b, b ≤ 0.

Na základě tohoto porovnání víme, v jakých hodnotách y se výsledná maxima nacházela,
tudíž

y∗(b) =


0, b > 0,

[0, 2], b = 0,

2− 8b, b < 0,

proto platí y∗(b) = −∂F(b) a ϕ∗(b) = F(b). N
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Příklad 3.3.28.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

2x2
1 + 2x1x2 + x2

2 → min, x1 + x2 ≤ b, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. N
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Příklad 3.3.29.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

−
√

x1 −
√

3x2 → min, x1 + x2 ≤ b, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. Nejprve ukažme, že účelová funkce f je konvexní. Parciální derivace prvního a
druhého řádu jsou

fx1 = −
1

2
√

x1
,

fx2 = −
√

3
2
√

x2
,

fx1x1 =
1

4
√

x3
1

,

fx1x2 = 0,

fx2x2 =

√
3

4
√

x3
2

,

tudíž Hessova matice 
1

4
√

x3
1

0

0

√
3

4
√

x3
2


je pozitivně definitní na D( f ), a tím pádem je f ostře konvexní. Dále si můžeme všimnout,
že f není diferencovatelná v bodě [0, 0], to ale konvexnost nepokazí. Množina, na které
budeme řešit primární úlohu, nesmí být prázdná, musíme proto brát pouze b ≥ 0. Aby
se jednalo o regulární úlohu konvexního programovaní, tj. můžeme v Lagrangeově funkci
položit y0 = 1, musí být f diferencovatelná, což je pouze na množině R2

++. V tomto pří-
padě (pro b > 0) totiž platí Slaterova podmínka (lineární podmínka neplatí, protože R2

++

není polyedr), čímž je regulárnost úlohy zaručena. Sestavme na základě předešlých úvah
Lagrangeovu funkci

L(x1, x2, y) = −
√

x1 −
√

3x2 + y (x1 + x2 − b) ,
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na základě níž řešíme tři rovnice (máme x1, x2 > 0)

Lx1 : − 1
2
√

x1
+ y = 0,

Lx2 : −
√

3
2
√

x2
+ y = 0,

y (x1 + x2 − b) = 0,

kde y ≥ 0. Pokud vezmeme y = 0, dostaneme se v první a druhé rovnici do sporu. Před-
pokládejme tedy, že y > 0. Vyjádříme x1 z první rovnice a x2 z druhé jako

x1 =
1

4y2 ,

x2 =
3

4y2

a dosadíme tyto výsledky třetí rovnice

1
4y2 +

3
4y2 − b = 0

1 + 3− 4y2b = 0

y2 =
1
b

y =
1√
b

.

Nyní je již snadné zapsat x1, x2 pomocí parametru b > 0

x1 =
b
4

,

x2 =
3b
4

,

což je námi hledané minimum za předpokladu x1, x2, b > 0 s funkční hodnotou

−
√

b
2
− 3
√

b
2

= −2
√

b.

Co by se však stalo, pokud bychom měli x1 = 0 nebo x2 = 0? Mohlo by v takových bodech
nastat minimum?

(i) V prvním případě bychom minimalizovali −
√

3x2 za podmínky x2 ≤ b, x2 ≥ 0
neboli b ≥ 0. Minimum zde nastává pro x2 = b s funkční hodnotou −

√
3b.

(i) V druhém případě (x2 = 0) minimalizujeme funkci −√x1 za podmínky x1 ≤ b,
x1 ≥ 0 neboli b ≥ 0. Proto podobně nastane minimum v x1 = b s funkční hodnotou
−
√

b.
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V obou případech ale tato funkční hodnota byla větší než −2
√

b, proto

x∗(b) =
[

b
4

,
3b
4

]
,

F(b) = −2
√

b

pro b ≥ 0.

Pokračujme výpočtem subdiferenciálu ∂F(b). Pro b > 0 bude totožný s derivací, ale pro
b = 0 musíme použít definici. Hledáme všechna a ∈ R taková, že platí

F(b)− F(0) ≥ a (b− 0)

pro všechna b ≥ 0. Po dosazení
−2
√

b ≥ ab.

Toto platí pro b = 0 vždy a pro b > 0 podělíme b

a ≤ − 2√
b

.

Parametr b se nám nyní pohybuje na intervalu (0, ∞] a od něj se bude odvíjet množina
všech a. Spočítáme proto

lim
b→0+

− 2√
b
= −∞,

lim
b→∞
− 2√

b
= 0

neboli a ≤ −∞ a zároveň a ≤ 0, z čehož plyne a ∈ ∅. Celkem dostáváme pro subdiferen-
ciál F výsledek

∂F(b) =


− 1√

b
, b > 0,

∅, b = 0.

Všimněme si, že tento výsledek není v rozporu s Větou 2.5.4, jelikož 0 /∈ ri [0, ∞).

Přesuneme se k duální úloze. Hledáme

ϕ(y) = inf
x1, x2≥0

{
−
√

x1 −
√

3x2 + y (x1 + x2 − b)
}

,

kde položíme parciální derivace rovny nule, abychom získali stacionární bod, který zde
bude totožný s minimem (máme konvexní funkci v proměnných x1, x2). Máme dvě rov-
nice

− 1
2
√

x1
+ y = 0,

−
√

3
2
√

x2
+ y = 0,
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ze kterých vyjádříme

x1 =
1

4y2 ,

x2 =
3

4y2 ,

kde y 6= 0. Pro y = 0 stacionární bod neexistuje a infima tak zde dosáhneme přechodem
x1, x2 → ∞ neboli

ϕ(y) =

−
1

2y
− 3

2y
+ y

(
1

4y2 +
3

4y2 − b
)
= −1

y
− yb, y 6= 0,

−∞, y = 0.

Duální úlohou tak je

−1
y
− yb→ max, y > 0.

Je zřejmé, že ϕ(y) je konkávní funkce na intervalu (0, ∞), proto opět použijeme postup s
hledáním stacionárního bodu. Řešíme rovnici

1
y2 − b = 0

y2 =
1
b

y =
1√
b

,

kde nutně b > 0. Pokud by b = 0, tak maximalizujeme funkci −1/y, což je hyperbola
pro y > 0 ve 4. kvadrantu, tudíž maximum neexistuje, ale supremum nastává přechodem
y→ ∞ v nule. Celkem

y∗(b) =


1√
b

, b > 0,

∅, b = 0,

ϕ∗(b) =

−
√

b−
√

b = −2
√

b, b > 0,

0, b = 0

neboli platí y∗(b) = −∂F(b). To, že ϕ∗(b) není totožné s F(b) v bodě b = 0, není v rozporu
s Větou 4.4.3, protože v tomto případě nemáme regulární úlohu konvexního programování
( f není diferencovatelná). Vidíme, že pro b = 0 neexistuje K-T vektor. N
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Příklad 3.3.30.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

1
x1

+
1
x2
→ min, x1 + x2 ≤ b, x1 > 0, x2 > 0.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. F(b) = 4/b pro b > 0 N
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Příklad 3.3.31.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

1
x1 + x2

→ min, x2
1 + x2

2 ≤ b, x1 > 0, x2 > 0.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. F(b) = 1/
√

2b pro b > 0 N
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Příklad 3.3.32.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

1√
x1x2

→ min, x1 + x2 ≤ b, x1 > 0, x2 > 0.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. Začněme ověřením toho, že účelová funkce je konvexní. Parciální derivace jsou

fx1 = −
x2

2
√
(x1x2)3

,

fx2 = −
x1

2
√
(x1x2)3

,

fx1x1 =
3x2

2

4
√
(x1x2)5

,

fx1x2 = −
2
√
(x1x2)3 − 3x1x2

√
x1x2

4(x1x2)3 =
x1x2

4
√
(x1x2)5

,

fx2x2 =
3x2

1

4
√
(x1x2)5

,

tudíž Hessova matice
1

4
√
(x1x2)5

(
3x2

2 x1x2

x1x2 3x2
1

)
je pozitivně definitní na D( f ), a tím pádem je f ostře konvexní. Úlohu má smysl řešit pouze
pro hodnoty b > 0, tudíž nemusí platit Věta 4.4.3 (0 /∈ B). Dále platí pouze Slaterova pod-
mínka, protože R2

++ není polyedr. Máme tedy regulární úlohu konvexního programování,
a proto použijeme v rámci řešení primární úlohy Lagrangeovu funkci s y0 = 1

L(x1, x2, y) =
1√
x1x2

+ y (x1 + x2 − b) .

Řešíme tři rovnice

Lx1 : − x2

2
√
(x1x2)3

+ y = 0,

Lx2 : − x1

2
√
(x1x2)3

+ y = 0,

y (x1 + x2 − b) = 0

pro y ≥ 0.
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(i) Zvolme nejprve y = 0. V tomto případě z prvních dvou rovnic vyplývá, že x1 = x2 =

0, ale to je spor s definičním oborem účelové funkce.

(ii) Podívejme se proto na případ, kdy y > 0. Ze symetrie prvních dvou rovnic vyplývá,
že x1 = x2. Prostým dosazením této rovnosti do závorky z třetí rovnice získáme
x1 = x2 = b/2.

Celkem máme řešení

x∗(b) =
[

b
2

,
b
2

]
,

F(b) =
2
b

pro b > 0 a subdiferenciál

∂F(b) = − 2
b2

opět pro b > 0.

Pokračujme určením duální úlohy. Potřebujeme najít

ϕ(y) = inf
x1,x2∈R2

++

{
1√
x1x2

+ y (x1 + x2 − b)
}

,

kde při výpočtu infima využijeme vlastnosti stacionárního bodu pro konvexní funkci. Po-
ložením parciálních derivací rovno nule dostaneme dvě rovnice

− x2

2
√
(x1x2)3

+ y = 0,

− x1

2
√
(x1x2)3

+ y = 0.

Již jsme si uvedli, že díky symetričnosti těchto rovnic bude pro řešení platit x1 = x2. Tuto
skutečnost dosadíme zpět do jedné z nich, čímž získáme stacionární bod

− x1

2
√

x6
1

+ y = 0

−x1 + 2x3
1y = 0

−1 + 2x2
1y = 0

x2
1 =

1
2y

x1 =
1√
2y

= x2.

Je zřejmé, že stacionární bod nebude existovat pro y = 0. V tomto případě hledáme

inf
x1,x2∈R2

++

{
1√
x1x2

}
,
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které najdeme limitním přechodem x1, x2 → ∞ s výsledkem 0. Proto

ϕ(y) =
√

2y + y

(
2√
2y
− b

)
= 2

√
2y− yb

pro y ≥ 0. Duální úloha je
2
√

2y− yb→ max, y ≥ 0.

Řešení najdeme pomocí stacionárního bodu této konkávní funkce

2√
2y
− b = 0

√
2− b

√
y = 0

y =
2
b2

pro b > 0. Celkově

y∗(b) =
2
b2 ,

ϕ∗(b) =
4
b
− 2

b
=

2
b

pro b > 0, tedy platí y∗(b) = −∂F(b) a ϕ∗(b) = F(b). N
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Příklad 3.3.33.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

1√
x1

+
1√
x2
→ min, x1 + x2 ≤ b, x1 > 0, x2 > 0.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. F(b) = 2
√

2/b pro b > 0 N
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Příklad 3.3.34.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

x2
1 + x2

2 + x2
3 → min, x1 + x2 + x3 ≤ b.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. F(b) = 0 pro b ≥ 0 a F(b) = b2/3 pro b ≤ 0 N
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Příklad 3.3.35.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

1
x1

+
1
x2

+
1
x3
→ min, x1 + x2 + x3 ≤ b, x1 > 0, x2 > 0, x3 > 0.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. F(b) = 9/b pro b > 0 N
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Příklad 3.3.36.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

1
x2

1 + x2
2 + x2

3
→ min, x1 + x2 + x3 ≤ b, x1 > 0, x2 > 0, x3 > 0.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. F(b) = 3/b2 pro b > 0 N
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Příklad 3.3.37.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

1
x1x2x3

→ min, x1 + x2 + x3 ≤ b, x1 > 0, x2 > 0, x3 > 0.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. F(b) = 27/b3 pro b > 0 N
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Příklad 3.3.38.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

x2
1 + x2

2 → min, x1 ≤ b1, x2 ≤ b2.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. F(b) = 0 pro b1, b2 ≥ 0,
F(b) = b2

2 pro b1 ≥ 0 & b2 ≤ 0,
F(b) = b2

1 pro b1 ≤ 0 & b2 ≥ 0,
F(b) = b2

1 + b2
2 pro b1 ≤ 0 & b2 ≤ 0 N
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Příklad 3.3.39.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

x2
1 + x2

2 → min, x1 + x2 ≤ b1, x1 − x2 ≤ b2.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. F(b) = 0 pro b1, b2 ≥ 0,
F(b) = b2

2/2 pro b1 ≥ 0 & b2 ≤ 0,
F(b) = b2

1/2 pro b1 ≤ 0 & b2 ≥ 0,
F(b) = b2

1/2 + b2
2/2 pro b1 ≤ 0 & b2 ≤ 0 N
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Příklad 3.3.40.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

ex1+x2 → min, x2 − 2x1 ≤ b1, x1 − 2x2 ≤ b2.

Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte
platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. F(b) = e−b1−b2 N
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Příklad 3.3.41.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

f (x) = f (x1, . . . , xn) =
n

∑
i=1

αi

xi
→ min,

n

∑
i=1

xi ≤ b, x1 > 0, . . . , xn > 0,

kde αi > 0 jsou reálné konstanty. Určete dále duální úlohu k této úloze, vyřešte ji
(bez využití předchozí části) a ověřte platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je
množina řešení duální úlohy.

Řešení. F(b) = α2/b pro α := ∑n
i=1
√

αi N
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Příklad 3.3.42.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

f (x) = f (x1, . . . , xn) = −
n

∑
i=1

αi
√

xi → min,
n

∑
i=1

xi ≤ b, x1 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0,

kde α1 > 0, . . . , αn > 0 jsou reálné konstanty. Určete dále duální úlohu k této úloze,
vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte platnost vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde
Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. N
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Příklad 3.3.43.

V závislosti na parametru b určete hodnotu F(b) parametrické úlohy matematického
programování

f (x) =
1
2
〈Ax, x〉+ 〈c, x〉 → min, 〈a, x〉 ≤ b,

kde C ∈ Rn×n je symetrická a pozitivně definitní matice, x, c, a ∈ Rn. Určete dále
duální úlohu k této úloze, vyřešte ji (bez využití předchozí části) a ověřte platnost
vztahu ∂F(b) = −Y∗(b), kde Y∗(b) je množina řešení duální úlohy.

Řešení. N
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